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1. A kalomel referenciaelektrod elektrodpotencialjanak homérséklet-
¢és koncentraciofiiggése

A kalomel elektrod elektrodpotencidljat (Ecy, vs. SHE) 40,1 mV-os pontossaggal lehet kiszamolni kiilonbo-
z6 KClI koncentraciékndl a 0 —50 °C-os tartomanyban a

3 .
E.a = E® c_ Z a; - (t— 25 OC)I
i=1

képlettel, ahol t a h6mérséklet °C-ban kifejezve és az E®°C, 4y, ay, valamint a3 empirikus dllandok a kovet-
kezok:

[KCI/M | Ig(IKCII/M) | EZ°C/V  a1/(VIPC)  ax/(VI°C)  a3/(V/°C)
0,1 -1 0,3337 8,75-107> 3,00-107° 0
1,0 0 0,2801 2,75-107% 250-107% 4.107°
3,5 0,5441 0,2500 4,00-10~* 0 0
5,15* 0,7114 0,2412 6,61-107% 1,75-107% 9.10°10

* A telitett KCl-oldat koncentriciéja 25 °C-on.

Amennyiben a KCl-oldat 25 °C-on mért koncentracidja nem egyezik meg a tablazatban megadott értékekkel,
akkor a négy empirikus alland6 értékét a koncentracié logaritmusédnak fiiggvényében interpoldlni kell. Pl.,
ha [KCl1]=0,5 M, akkor a koncentracié 10-es alapu logaritmusa —0,3010, igy a

—0,301—(—1) E»®C-03337 a;—8,75-107 B a) —3,00-107° a0
0—(—1)  0,2801-0,3337 2,75-10~4-8,75-10>  2,50-107—3,00-10¢ 4-109 -0

egyenleteket kell megoldani ahhoz, hogy E? 'C, a;, a,, valamint a3 megfelel§ értékeit megkapjuk.



2. A viz siiriségének homérsékletfiiggése

Ot tizedesjegy pontossiggal megadja a viz siirtiségét g/cm® mértékegységben, adott r (°C-ban megadott)
hémérsékleten a

py(t) = 1,00026 — 5,08692- 1076 -2

tapasztalati képlet a 15 °C <t <35 °C tartomanyban.
Amennyiben méas homérséklet tartomany sziikséges, akkor a kovetkez6 (joval bonyolultabb) empirikus

Osszefliggést kell haszndlni:
n

pv(t) =ao+ ) at,

i=1
ahol szamolaskor a kdvetkezd empirikus adatokat kell behelyettesiteni:

tartoméany | 0—55°C 0-31°C 0-55°C 0-100°C

tizgrdtgﬁggy 4 6 5 5
n 3 5 5 10
ao 0,99987 | 0,9998406403 | 0,9998419163 0,99984014
ai 5,291-107%| 6,801284 - 1079 | 6,694929 - 10~% 6,8755-1079
a» —7.47-107%|-9,11644-1079|—-8.91382-10"%| —9,3732.107%
as 3,36-107%8| 1,02356-107Y7| 8,77509-10"9%]  1,38951-10~"7
as - —1,22323-107%|—7,80638- 10~ 10| —3,87034-10"%
as - 8,11007-10~'2| 3.35582-10"'2| 1,152421-10"10
ag - - - —2,552887-10"12
ar - - - 3,700248 - 10~ 14
as - - - —3,290154-10"16
ay - - - 1,623754-10~18
aio - - - —3,3993.1072!

PI., ha 54 °C-on van sziikségiink a viz siirliségére 4 tizedes jegy pontossaggal, akkor ez a
py(t) =0,99987 +5,291-107% .54 —7.47-107%.542 43 36-10"% . 54° = 0,9862g/cm

modon szamolhato.

3. A koncentraciok szorzataval Kifejezett vizionszorzat homérséklet-
és ionerosségfiiggése

A vizionszorzat negativ logaritmusat két tizedes jegy pontossdggal megadja adott  hdmérsékleten (°C-ban
megadva) és I (25 °C-ra vonatkoz0) ionerdsségnél a

pK, = 13,99 —1,02-vI—0,0343 - (t—25)

tapasztalati képlet a 15°C <t <30 °C tartomdnyban és 0,05 M-ndl kisebb ioner6sségeknél.



4. Adatok szorasa

Tobb gyakorlaton el6fordul, hogy ugyanazt az értéket, pl. egy sebességi egyiitthatot tobb mérésbdl is meg-
hatdrozunk. Ezek az értékek mérési és egyéb bizonytalansdgok miatt dltaldban nem egyeznek meg teljesen.
Tegyiik fel, hogy m-szer mértiink meg egy €rtéket €s a j-edik adatot jeloljiik z;-vel. Ekkor a legvaldsziniibb
értéknek az egyedi adatok szamtani atlagat tekintjiik, amelynek értéke (7), valamint szérésa (oz) a kovetkezd

képletekkel adhatok meg:
2
m ) m
m-y zi— ( Y a)
j=1 j=1

m-(m—1)

Péld4ul az MS Office Excel-ben ezek az értékek az ATLAG és a SZOR.M figgvények segitségével szamol-
hatok. Mads tablazatkezelGben a képlet alapjan keressék meg a megfeleld fliiggvényeket.

5. A hiba-, ill. szorasterjedés szamitasa

A hibaterjedés (pontosabban a szérasterjedé€s, de ezt a fogalmat beszédben ritkdn haszndljuk) szamitdsa gya-
kori feladat az értékeléskor. Sokak szdmara csak az alapmiiveletekre alkalmazhat6 leegyszertsitett szabély
ismert: a szordsok abszolut értékét kell osszeadni 0sszeadds €s kivonds esetén, mig szorzdsndl és osztasnal
a szorasok relativ értékei adanddak 6ssze. Ez az eljards azonban mindig tdlbecsiili az eredmény szordsat
€s a legegyszeriibb elemi fiiggvényekre (pl. négyzetgyok, logaritmus) sem alkalmazhaté. A kovetkez6kben
azokat a képleteket adjuk meg levezetések nélkiil, amelyek segitségével a szords szdmitdsa korrekt médon
elvégezhetd.

Tételezziik fel, hogy van két adatunk, amelyeknek a szérdsa is ismert: X406y és Y +0y. Ezen adatok vala-
melyikének vagy mindkettének a felhaszndlasaval akarunk egy eredményt (Z) kiszdmolni és tudni akarjuk Z
szOrasat (0z) is. Az 1. tdblazatban 0sszefoglaljuk, hogy az alapmiiveletek és a legfontosabb fiiggvénytransz-
forméaciok esetén milyen képletek alkalmazdsaval lehet az eredmény szordsat megadni. Ha az eredmény
tobb alapmiivelet vagy fliggvénytranszformdcié alkalmazasat igényli, akkor a tdblazatban megadott képlete-
ket egymds utdn tobbszor alkalmazva juthatunk el a végeredményhez. Péld4ul:

0,1
In(2,040,1)4(0,440,02)%3 = (ani 7) +(0,4%° £(]0,5-0,02-0,47%3)))

= (0,693 +0,050) + (0,632 +0,016)

= (0,693 +0,632) + (\/0,052 i0,0162>

= 1,340,05 (vagy 1,336+0,052)




1. tablazat. A szords szamitdsa az alapmiveletek és a legfontosabb fiiggvénytranszformécidk esetén. A ko-

vetkezd képletekben a-val jeloljiik az dllando, szords nélkiili értékeket, és a trigonometrikus fiiggvényeknél

a sz0g és a szbrdsa is radidnban értendS. A tobbi jelolés magyardzatat 1asd a szovegben.

mivelet vagy

eredmény szorassal

példa
fliggvény (Z+o0y)
szorzds a-val (a-X)+(Ja- o) 3.(12+03)=(3-12)+£(3-0,3) =3,6 0,9
osszeadds (X+Y)+ (w/cﬁ +612,> (2,240,3)+(8,44+0,5) =
—(22+84)+ (\/0,32 +0,52) —10,6+0,6
kivonds (X-Y)+ <\/G)2( +(512,) (3,2+0,3)—(2,4+0,5) =
—(32-24)+ (\/0,32 +0,52) — 08406
S70rz4s (X-Y)+ <\/Y2-c§ +X2-c§> (2,2+0,2)-(8,4+1,0) =
= (22-84)+ <\/842 0224222 102) — 18,5428
X Y2' 2 XZ' 2
osztds <Y> + <\/ GX;; OF ) | (22,04£2,0)/(8.4£1,0) =
22,0 8,42.2,0% 4+22,0%-1,0°
St UM | =2,6404
8.4 (\/ 8,44 e
, 1 ox 1 1 0,12
K - i(—) - (=2 ) =23+046
recipro X) X2 (0,44+0,12) (0 44> (0,442> 22202
hatvényozas (X9) £ (Ja-ox -X 1)) (3,040,5)"* = (3,012) £ (]1,2-0,5-3,0"71) =3,7+£0,7
exponencidlis (eX) £ (ox - &¥) e20505 = (e29) £ (0,5-e*9) =7,443,7
fliggvények (10%) & (In(10) - oy - 10%) 101308 = (1013) +(2,3-0,1-10"3) =20+ 5
0,1
logaritmus (InX) + (%X) In(2,0+0,1) = (In(2,0)) £ (20) = 0,69£0,05
.. Cx lb
fiiggvények 1gX)+ | ——— 12(20+ 10) = (1g(20)) + =13+02
liggvénye (IgX) <ln(10) ,X) 8( ) = (1g(20)) <2,3-2o 340,
trigono- (sinX) £ (Jcos X| - ox) sin(60° £5°) = (sing) + <‘cos73t 183) =0,87+0,04
metrikus (cosX) £ (|sinX|-ox) cos(60° £5°) = <cos§) + <‘sin73t‘ : 180> =0,5+0,08
.. Ox T 5.7 T 2
fiiggvények X))+ [ X t 45°j:5°:(t7>j: 2t ( 7> —1,040.2
uggvenye ( g ) <(COSX)2> g( ) g4 < 180 COS4
. . . Ox .
inverz trigo- arcsinX =+ arcsin(0,87+£0,08) =
: Jix? ( )
0 1
nometrikus = | arcsin(0,87) £+ _ 908 -@:60°i9°
V/1-0,872 n
Ox
fliggvények arccos X + arccos(0,5+0,08) =
ggvény (W) ( )

Ox
arCth + <1<|»)(2)

= [ arccos(0,5)+t | —— | | -— =60°£5°
Vv 1-0,52 T

arctg(1,0+£0,2) =

0,2
= <arctg(1,0):|: <1+ 1’02>> .




6. Egyenes illesztése és statisztikai jellemzése MS Excel-ben

6.1. Alapfogalmak

6.1.1. Egyenesillesztés elve

Az "egyenesillesztés" kifejezés alatt linedris regresszidt, vagy mas szdval linedris paraméterbecslést
értiink (lasd 1. abra, bal oldal).

Az illesztendd egyenes egyenlete kétféle lehet: 1) y = a-x (azaz az y-tengellyel valé metszete az
origd) és 2) y = a-x+ b (azaz az y-tengellyel valé metszete illesztendd paraméter). A mérés elvébol
kovetkezik, hogy melyiket kell vdlasztani. Ha pl. a Lambert—Beer-torvényt tekintjiik, azaz A = ec/,
akkor az A — ¢ fiiggvényre x = 0-ban y = 0 (hiszen ha nincs jelen az elnyel6 anyag, akkor elnyelése
sem lehet).

A legjobb illeszkedés eléréséhez a programok gyakran a legkisebb négyzetek modszerét alkalmazzak.
Ekkor az eltérés négyzetdsszeg minimalizdlasa torténik (1dsd 1. dbra, jobb oldal). Egyéb fiiggvények
(pl. polinom, exponencidlis stb.) is alkalmazhat6 az eljéras.

Altaldnos Kémia laborgyakorlaton mm-papiron torténd illesztéskor: Ugy hiizzdk be az egyenest, hogy
az 0sszes mérési pont kozott, azokhoz a lehetd legkozelebb haladjon el!

y=436 +03x y=547 +035x

-5 5 10 15 20 25 30 33 -5 5 10 15 20 25 30 33
1 2 3 4 5 -5 -3

1. dbra. Bal oldal: Linedris regresszid: mért értékek (piros kor), feltételezett fliggvénykapcsolat (kék egye-
nes), €s a koztiik levs véletlen eloszlasu eltérés (zold 0sszekotd). Jobb oldal: Linedris paraméterbecslés
legkisebb négyzetek modszerével; rossz (bal) és j6 (jobb) illesztés.

6.1.2. Excel trendvonal

Csak illusztrdaciora alkalmazando! Megadott fiiggvénykapcsolat alapjan a mérési adatokbodl dbrat kell
késziteni (minden adat dbrdzolando, de nem minden adat illesztendd!), majd erre kell felvenni a line-
dris trendvonalat.

— Paraméterbecslést megel6z6 dbrakészités haszna

* Fiiggd és fliggetlen véltozo helyes azonositasdnak ellendrzése (az adatpirok olyan trendet
kovetnek, amit jozan megitélés alapjdn véarunk)

x Adatok kozott potencidlisan fenndll6 linedris fiiggvénykapcsolat vizudlis mérlegelése

* Felismert trendbe nem illeszked mérési adatok azonositasa

— Fliggd & fiiggetlen valtozok azonositasa: Pl.: Ha egy A anyag A — B+ C séma szerint elsérendi
reakciéban bomlik, akkor az integralt sebességi egyenlet [A]; = [A]o-e ¥ alakd. A mért [A], —¢
adatparokbdl [A] és k illesztend$ paraméterek tobbféleképpen is meghatarozhatok. Amennyiben



linedris paraméterbecslés a cél, vegyiik az egyenlet mindkét oldaldnak természetes alapu logarit-
musat
In[A]; = In[A]p — kt (1)

Ezt kovetéen (minden egyéb illesztendd egyenlet esetén is) az a feladat, hogy az egyenes
y=a-x+b (2)

altalanos egyenletének megfelelGen azonositsuk az egyes paramétereket és valtozdkat.

% A valés mérés sordn ¢ halad el6re (ha tetszik, mi hagyjuk telni, azaz 6nkényesen tudjuk
valtoztatni) és ennek kovetkeztében [A], vdltozik, azaz az (1) egyenletben 7 a fiiggetlen és
In[A]; a fiiggd valtozo.

x A (2) egyenletben a fiiggetlen véltozonak (x) szorzétényezdje van (a), mely az (1) egyenlet
szerint —k (negativ elGjel!).

x Végiil a (2) egyenlet szerinti additiv tag (b) megfelelGje az (1) egyenletben In[A].

* Bzen logikat kovetve barmely (linearizalhatd) egyenlet esetén azonosithatjuk a valtozdkat és
az illesztendd paramétereket még akkor is, ha azok 0sszetettebb matematikai kifejezések.

* A trendvonal dbréra torténd felvételével megtorténik az adatsorra legjobban illeszkedd egyenes kiraj-
zolasa és az illesztett paraméterek kiiratdsara (meredekség, tengelymetszet, determindcids egyiitthato).
A probléma az, hogy az illesztett egyenes statisztikai adatait nem kapjuk meg, igy a tovabbiakban nem
lesz médunk pl. a szordsok szadmitasdra.

» A trendvonal felvételekor egy tovabbi opcid: egyparaméteres illesztés, azaz a tengelymetszet értékének
onkényes rogzitése (0 vagy attol eltéro).

« Korrelaciés (r) & determinacids egyiitthaté (R?) értelmezése

— Korrelacios egyiitthatd (r): Azt fejezi ki, hogy az egyenes —mint modell — milyen mértékben
képes leirni az (x;,y;) adatparok Osszefiiggését, igy az illeszkedés mértékének egyik mérdszama.
Masképp fogalmazva r azt mondja meg, hogy milyen erds a linedris kapcsolat a fiiggd (y) és
fiiggetlen (x) vdltozok adatai kozott. Minél kozelebb van |r| értéke egyhez, anndl valészintibb a
linearis kapcsolat. Ezt a paramétert a laboratoriumi gyakorlatokon nem szdmoljuk, feltételezziik,
hogy az elméleti linedris kapcsolat valoban fenndll.

- Determindcids egyiitthaté (R?): Az R? szamitasi médja és a kapott érték értelmezése az illesztett
fiiggvény fajtdjatol (egyenes, exponencidlis stb.) €és a fliggetlen vdltozok szamatdl is fiigg. A
laboratériumi gyakorlatokon egyvdltozos (x), és egy- (meredekség) vagy kétparaméteres (mere-
dekség, tengelymetszet) egyenesillesztést hajtunk végre. Ekkor R> = r?. A determindcids egyiitt-
hat6 nem azt mutatja meg, hogy az egyenes mennyire jol irja le az adatsorban észlelt trendet,
hanem azt szdmszertsiti, hogy az illesztett egyenes koriil milyen mértékben szornak a mért ada-
tok. Amennyiben az adatsor valéban linedris trendet kovet, az 1-hez minél kozelebbi R* egyre
kisebb szordssal terhelt mérést tiikroz.

— Az adatsor illesztéshez hasznalt fiiggvény megfelel6sége, €s az adatsor linearitdsdnak mértéke
kozotti kiilonbséget szemlélteti a 2. dbra. Lathat6, hogy egy adott R? értékhez két teljesen kii-
16nb6z4 illesztés is rendelhetd. A bal oldali pontseregek valéban linedris trendet kovetnek igy R?
értékének 1-hez kozeli volta az adatsor kis szordsat mutatja. Ezzel szemben a jobb oldali pont-
seregekre torténd egyenesillesztés teljesen helytelen, noha ugyanazon R? értékeket eredményezi.
Végeredményben R* csak akkor jelent az egyenes illeszkedésére, vagy az adatsor szérdsdra nézve
hasznos informdciot, ha az illesztett trend valoban linedris. Az R? 1-hez kozeli értéke onmagaban
nem jelenti, hogy az adatsort linedris trend jellemzi.
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2. dbra. A korreldcids egyiitthat6 abszolit értékének (|r|) szemléltetése. Bal oldal: normélis eloszldsd hibaval

terhelt adtok; jobb oldal: szisztematikus gorbiilettel rendelkez6 adatsorok. Ezen illesztések esetén R? =2,

keriilt feltiintetésre.

0.999
/ 0.990 \\k

6.1.3. Linearis regresszi6/paraméterbecslés MS Excelben

* Amennyiben nem elegendd a trendvonal alkalmazdsa, mert az illesztett egyenes statisztikai adataira is
sziikségiink van, Excel-ben a LIN.ILL fiiggvényt haszndljuk.

* Ez egy tombfiiggvény, azaz a bemeneti €s a valaszértékek tobb celldra is kiterjednek. A fliggvény
haszndlatakor CTRL+SHIFT+ENTER billenytiikombinécidra van sziikség.
A laborgyakorlatokon egyvciltozo’s (x), és egy- (meredekség) vagy kétparaméteres (meredekség, ten-

//////

kez6 parancsot kell begépelni:
= LIN.ILL (ismert_y;ismert_x; konstans;stat) ,
majd CTRL+SHIFT+ENTER billentylikombin4cio.

— ismert_y;ismert_x — A fiiggd (y) és a fiiggetlen (x) valtozdkat tartalmazé celldk kijelolése.
A kijelolésben nem lehet megszakitds, ezért rossz mérési adatokat is tartalmazé adatsor esetén
(ezt az eldzetes dbrakészités alapjan itélhetjiilk meg) az illesztendd adatparokat uj celldkba kell
masolni.

— konstans — Ha értéke 1/IGAZ: a paraméterbecslés sordn a tengelymetszet (b) értéke meghata-
rozdasra keriil; ha értéke 0/ HAMIS: a paraméterbecslés sordn a tengelymetszet (b) értéke 0 és az
illesztés y = a - x egyenlet alapjan torténik (a mérés elve a meghatarozo, pl. oldat abszorbancidja
¢ = 0 oldott anyag koncentricional).

— stat — célszerd értéke 1 (kiillonben a fiiggvény nem szdmolja a kivant statisztikai adatokat).

* LIN.ILL-el meghatdrozott statisztikai adatok a tombfiiggvény kiiratdsi formdtuméanak megfeleléen (az-
az az eredetileg kijelolt 2 (oszlop) x5 (sor) cellaban az alabbi értékek jelennek meg):

1 2
1 meredekség tengelymetszet
2 | meredekség standard hibaja | tengelymetszet standard hibaja
3 R? a gyakorlaton nem relevdns
4 | a gyakorlaton nem relevdns szabadsagi fokok szama
5| a gyakorlaton nem relevdns a gyakorlaton nem relevdns

— Szabadsdgi fokok szdma (Sz): egymastdl fiiggetlen mérési adatok esetén Sz = N — P, ahol N az
adatok szdma és P a meghatdrozand6 paraméterek szdma.

8



6.2.

10.

— Standard hiba (5 széras!), kapcsolatuk: szérds (6) = /szabadsagi fok - standard hiba

Megjegyzés: Az MS Office 365 Excel verziotol a LIN.ILL (és a tobbi tombfiiggvény is) megadhato
linedris egyenletként, azaz nem kell el6re kijelolni egy tombot. Az Excel automatikusan lefoglalja a
megfeleld szamu celldt, s nem kell a CTRL+SHIFT+ENTER billentyikombinaci6 sem, elég az EN-
TER. A kompatibilitds miatt a fentebb leirt régi mdédszer tovabbra is miikodik.

Feladatok megoldasanak részlépései

. A fiiggd (y) és a fliggetlen (x) valtozok azonositdsa a linearizélt egyenlet és a szoveg alapjan.

Az illesztendd paraméter(ek) (meredekség, tengelymetszet) azonositdsa a linearizélt egyenlet €s a szo-
veg alapjan.

. Amennyiben a mérési adatok nem kozvetleniil egyeznek meg az azonositott fiiggd (y) €s fiiggetlen (x)

véltozokkal, tgy ezeket kiilon oszlopokban ki kell szamitani a rendelkezésre 4116 mérési adatokbol.

Amikor a fiiggd (y) és fiiggetlen (x) valtozokat tartalmazé adatsorok (oszlopok) mér rendelkezésre
allnak, egy abrat kell késziteni a linearizélt egyenletnek megfeleléen. Az dbra ekkor tartalmazza az
Osszes mérési adat alapjan meghatarozott dbrdzolandé adatpart. Az dbra alapjan azonositani kell a
trendet nem kovetd, kiugro adatparokat, melyeket az illesztéshez nem szabad figyelembe venni.

. Az illesztendd (kiugro adatokat mar nem tartalmazd) adatparokat célszerd dj oszlopokba is dtmdasol-

ni, majd az el6bbiekben készitett dbran feltiintetni (a kiugro adatokat is tartalmazé adatsor mellett).
Az abran meg kell adni, hogy melyik jel6l6 melyik adatsorhoz tartozik (jelmagyardzat). Az dbrdn a
trendvonalat az illesztend6 adatokat tartalmazé adatsorra kell felvenni.

Az illesztendd adatokat tartalmaz6 oszlopok segitségével linedris paraméterbecslést kell végrehajtani
a LIN.ILL Excel-fiiggvénnyel. Az elkészitett abran kapott trendvonal és a LIN.ILL-bd] kapott illesztési
paraméterek Osszehasonlitdsa segiti annak megitélését, hogy mindent megfeleléen hajtottunk-e végre.

Ellendrizni kell, hogy mind az adatokat tartalmazé oszlopok, mind a készitett 4bra tudomanyos mind-
ségl, érthetd, €s tartalmazza a sziikkséges magyardzatokat, mértékegységeket.

. A LIN.ILL-bd] kapott standard hibak alapjan ki kell szdmitani a szérdsokat (tengelymetszet, meredek-

ség).

. A linearizélt egyenletnek és a szovegnek megfelelden tovabbi szdmitdsok elvégzésére lehet sziikség,

hogy az illesztett paraméterektdl eljussunk a meghatdrozni kivant mennyiségekig. Ugyeljiink arra,
hogy potencidlisan mind az illesztések, mind a szamitdsok sordn dimenzidval rendelkezd mennyisé-
gekkel dolgozunk, mely meghatdrozza a végeredmény mértékegységét is.

Ha a feladat kéri, figyelembe kell venni a megfeleld szordsterjedéssel kapcsolatos Osszefiiggéseket is.



7. Nemlinearis paraméterbecslés MS Excel-ben

7.1. Alapfogalmak

Egyenesillesztéssel megegyez6 gondolatmenet (adatsor és illesztett fliggvény kozotti eltérésnégyzet-
0sszeg minimalizdldsa az illesztési paraméterek valtoztatdsaval), de itt nem linedris a trend.

Relevancia

— Nem linearizédlhat6 egyenletek illesztése (pl. van der Waals-egyenlet a p—V diagramhoz)

— Amikor egy egyenletet linearizalunk, kiilonb6zd matematikai miiveleteket alkalmazunk. Minden
egyes miiveletnél szoérasterjedést kell szamolni, ami azt is jelenti, hogy egyre nagyobb bizonyta-
lansaggal lesz terhelt végeredmény.

Az egyenesillesztéssel ellentétben itt a kiindul6 paraméterek becslése elsddleges fontossagu. Ellenkezd
esetben a szamitdsok nem konvergdlnak egy megoldashoz, azaz fizikailag értelmetlen eredményhez
vezetnek. A paraméterek kiindul6 értékét kémiai intuici6 alapjan kell megbecsiilni.

Excel-ben a Solver bévitmény alkalmas erre (egyéb programok: QtiPlot, Origin).
( Probléma: Az Excel Solver-ben nem nyerhetd ki kozvetleniil az illesztett paraméterek hibdja!)

7.2. Excel Solver bovitmény

7.2.1.
1.

2.

7.2.2.
1.

A bovitmény betoltése

Egyéni aktivdlas sziikséges: Fdjl/Bedllitasok/Bovitmények — Kezelés: Excel-bévitmények, Ugrds
— Solver bévitmény, OK

A bdvitmény betoltése utdn a bévitmény elérhetd az Adatok panelen az utolsé meniipontban.

s

A bovitmény hasznalata

A mért adatpdrokat (illetve sziikség esetén az azokbdl szdmolhat6 illesztendd mennyiségeket) tabla-
zatba foglaljuk (fiiggd (y) és fiiggetlen (x) valtozok; 3a dbra A & B oszlopok).

A fliggd (y) és fiiggetlen (x) valtozok felhasznaldsaval egy dbrat készitiink (diszkrét kék jeloldk a 3a
abran lathat6 diagramon). Noha a paraméterbecslés végrehajthat6 az dbra elkészitése nélkiil is, annak
megléte nagyban segiti az eredmények vizualis megitélését.

. A feladat szovege alapjan ismert a fiiggvénykapcsolat, aminek a segitségével a mért adatpdrokra az

illesztést végre kell hajtanunk. A fiiggvénykapcsolatot a konnyebb atlathatdsag kedvéért célszerd fel-
tiintetni a munkalapon is (3a dbra H oszlop).

(a) A fiiggvénykapcsolat alapjan azonositjuk az illesztendd paramétereket; feltiintetjiik ket a tabla-
zatban és adunk nekik egy tetszbleges kiinduldsi értéket (3a dbra F & G oszlopok).

(b) A mért adatpdrokat és az illesztendd paramétereket tartalmazé celldk megfeleld (abszolit vagy
relativ) hivatkozéasdval beprogramozzuk a fiiggd valtozo fiiggvénykapcsolamak megfeleléen szd-
molt értékeit (Yijeszetts 3@ C 0szlop; jelen példa esetén a C3 celldba a kovetkezd kifejezés kertil:
=$G$3 + ($G$4 xA3) /(1 + $G$5 x A3), mely egyszeriien kiterjeszthets a C oszlop tobbi cella-
jéra).

(c) Az Yinesztert €rtékeket is feltiintetjiilk az dbran (folytonos narancssarga vonallal 6sszekotott na-
rancssarga jelolék a 3a abran lathaté diagramon).
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A B C D E F G H b A B {e D E [ G H
a Mért adatparok 1 | Mért adatparok Illesztési adatok és paraméterek

1
2 X I Y | Yaesen k | Fiiggveé 2 X I Y L — a? Kiindulasi p Fiiggvénykap
3 1 267 2,67 y=a+{b*x)/(1+c*x) 3 1 2,67 2,78 1,28€-02 a= 17 |y=aH{b*x)/(1+c*x)
4 2 3,00 2,80 4 2 3,00 3,07| 4,68e-03 b= 2,6
5 3 3,20 2,86 5 3 3,20 3,20| 0,00E+00 c= 14
6 4 3,33 2,89 6 4 3,33 3,28 2,94E-03
7 5 3,43 2,91 7 5 3,43 3,33 1,10E-02
8 6 3,50 2,92 8 6 3,50 3,36, 1,97-02
7 3,56 2,93 9 7 3,56 3,39 3,06E-02
10 8 3,60 2,94 10 8 3,60 3,40 3,81E-02
1 3,80 1 3.80
12 12
3,60 ° 260
13 . 38 14
) 13 o ®
14 3,40 o 14 3,40 L4 o
15 . 15 |
e 320 ° 16 3,20 ?
17 - 300 ° p ® Meért értékek 17 . 300 ; ® Mért értékek
18 —r " —e— Szamolt értékek 18 —e— Szamolt értékek
19 2,80 ° 19 2,80 »
L
20 260 2 260 |
21 21
= 2 a0 [ Diagramteralet = 240
23 0 2 4 6 8 10 23 0 4 6 8 0
2 . 24 B
25 25
C A B S B E B < H d A Solver paraméterei X
1 | Mért adatparok Illesztési adatok és paraméterek
2 X | Y Vitacat iinduldsi p éterek | Fiiggvé
3 1 2,67 2,67| a= 2,02178 |y=a+{b*x)/(1+c*x) Célérték beallitasa: sast| *
4 2 3,00 3,00 b= 0,962019
5 3 3,20, 3,20 c= 0,483797 Cél: ® Max O Min O Ertéke:
6 a4 3,33 3,33
7 5 3,43 3,43 Valtozdcellak modositasaval:
8 6 3,50 3,50 +
9 7 3,56 3,56
10 8 3,60 3,60 Vonatkoz6 korlatozasok:
1 3 8
3,80 Hozzaadas
12
3,60 *
1
3 pe L4 Csere
14 3,40 o
15 od —
16 320 P Torlés
17 . 3.00 P @ Mért értékek
L —e— Szamolt értékek Alaphelyzet
19 80
20 © ¢ Betoltés/mentés
21 Nem korlatozott valtozok nemnegativa tétele
22 40
= 0 2 4 6 8 10 Valasszon egy Nemlinearis ARG v Beallitasok
X megoldasi =
24 médszert:
25 . .
Megoldasi metodus
A sima nemlinearis Solver-problémakhoz valassza a nemlinearis ARG motort. Linearis
Solver-problémakhoz valassza az LP szimplex motort, a nem sima Solver-problémakhoz pedig az
evolutiv motort.
Sugé Megoldas Bezaras

3. dbra. Az Excel Solver bovitmény kezel6feliilete és haszndlata.

4. A mért (Y) és a fiiggvénykapcsolat alapjan szamolt (Yijjeszterr) fliggd valtozoé értékek kiilonbségének a

négyzetét kiszamoljuk minden adatpér esetén (A%, 3a dbra D oszlop; jelen példa esetén a D3 celldba a
kovetkezd kifejezés keriil: = (B3 — C3)?, mely egyszeriien kiterjeszthets a D oszlop tobbi celldjdra),
majd ezeket osszegezziik (Szum(A?), 3a dbra E oszlop; jelen példa esetén az E3 celldba a kovetkez
kifejezés keriil: = SZUM (D3 : D10)).
A legkisebb négyzetek mddszerének alkalmazdsakor az a cél, hogy az igy kiszamolt eltérésnégyzet-
osszeg (Szum(A?)) értékét minimalizdljuk az illesztend paraméterek (3a dbra F & G oszlopok) meg-
felel6 médositasdval. Az illesztési paraméterek szisztematikus, puszta kézzel torténd modositasa csak
nagyon lassan vezetne eredményre, ezért van sziikség az Excel Solver altal végzett illesztésre.

5. Megnyitjuk a Solver felhasznal6i feliiletét az Excel fejlécében az Adatok panel utolsé6 meniipontjara
kattintva (3d dbra). A panel kitoltése:

(a) Célérték bedllitdsa: Szum(A?) értéket tartalmazé cella (E3) behivatkozasa.

(b) Cél: Alegkisebb négyzetek médszerének alkalmazasakor a cél az eltérésnégyzetosszeg (Szum(A?))
minimalizalésa, igy a Min-t valasztjuk.
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(c) Vidltozocelldk modositdsdaval: Az illesztendd paraméterek kiinduldsi értékeit tartalmazoé celldk
(G3:G5).

(d) Vonatkozo korldtozdsok: 1Itt allithatd be, ha példaul egy illesztendd paraméternek felsd korlat-
ja van, vagy nem lehet negativ szdm a probléma valésagtartalma miatt. (Jelen példdban nem
sziikséges korlatozdst megadni.)

(e) Vdlasszon egy megolddsi modszert: Nemlinedris ARG (Altala’mos Regresszios Gorbe) megfeleld.
A viélaszthato listdban lefelé haladva a médszerek egyre széleskoriibben alkalmazhatdk, viszont
egyre nagyobb gépigénytek is.

(f) A Megoldasra kattintva az Excel Solver megkisérli a célértékcella (Szum(Az)) minimalizal4sat
az illesztendd paraméterek véltoztatasdval. Ennek két kimenetele lehet:

L.

11

Az illesztendd paraméterek kiinduldsi értékeként megadott értékekbdl kiindulva a paramé-
terbecslés sikeresen lefut (ez a ritkdbb eset). Ekkor az Excel az illesztendd paraméterek
celldiban megadja az optimalizalt értékeket. Az illesztés josagardl a kordbban készitett dbra
valtozdsa ad informdciot, azaz idedlis esetben a szamolt értékek adatsora j6 dtfedésbe keriil
a mért értékekkel (3¢ abra G3 : G5 cellak értékei és diszkrét kék jelolokon dthaladd narancs-
sarga folytonos vonal).

Gyakoribb eset, hogy az illesztendé paraméterek kiinduldsi értékei nem megfeleléek és a
megoldas eredményei nem konvergélnak, azaz az Excel Solver nem kap értelmezhet6 ered-
ményt. Ekkor célszerli bezarni a Solver felhasznal6i paneljét, és az egyes illesztend$ para-
méterek nagysagrendjét probalgatdssal kell megbecsiilni. Azt kell figyelni, hogy a paraméte-
rek manudlis valtoztatdsanak hatdsara az illesztett adatokat mutaté narancssirga vonal mikor
kezd el a mért adatokhoz kozeliteni (3a és b dbrak kozotti kiillonbség). Ezt a probdlgatast
addig kell folytatni, amig az adott kiindul6 értékeket hasznalva az Excel Solver mér konver-
g4l eredményt kap (3c abra).

Azon fiiggvények illesztésekor, melyek nagyon érzékenyen reagdlnak a paraméterek val-
toztatdsara egy bizonyos tartomdnyon beliil, el6fordulhat, hogy az Excel Solver dltal adott
eredmény jobb, mint a kiindulasi allapot, de az illeszkedés még nem elfogadhaté. Ilyen-
kor célszerl a Solvert djra futtatni az el6bb megtaldlt paraméterekkel. Amennyiben ezen
paraméterek kozelében jobb illeszkedés is elérhetd, a Solver meg fogja taldlni. Amikor az
Ujrafuttatds nem valtoztat a paramétereken, nem sziikséges tovabb probilkozni.

(g) Egy sikeres paraméterbecslést kovetden is mindig ellendrizni kell, hogy noha a mért és az il-
lesztett adatok atfedése megfeleld, az illesztett paraméterek megfelelnek-e a fel6liik tdmasztott

sz

valésagtartalom kovetelményeinek (pl. p—V adatparok van der Waals-egyenlettel torténé illesz-
tésekor nem kapunk-e negativ szdimot a vonz6 kolcsonhatést kifejezé paraméterre).
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8. Fiiggvény inflexiospontjanak meghatarozasa

Egy fliggvény inflexidéspontjdnak meghatarozasa legegyszeriibben derivélds segitségével lehetséges. A 4. ab-
ran bemutatott fiiggvény (fekete) els6 derivaltjaként kapott fiiggvény (piros) x-tengellyel alkotott metszés-
pontja (azaz 0 értéke) megadja az eredeti fiiggvény (fekete) lokalis széls6értékeinek a helyeit. (Ha ez els6
derivalt nulla és a médsodik derivélt (kék) nem nulla, akkor a fiiggvénynek (lokédlis) sz€éls6értéke van.) Az
eredeti fliggvény (fekete) mdsodik derivéltjaként kapott fiiggvény (kék) x-tengellyel adott metszéspontja
megadja az eredeti fliggvény (fekete) inflexids pontjanak helyét az adott tartomdnyon. (Az els6 derivéltnak
sz€lsdértéke van, a masodik derivalt nulla, s a harmadik derivalt nem nulla.)

Polinomok derivédldsa analitikusan is konnyen elvégezhetd (nagy fokszdm esetén programcsomagok

hasznélata jelentGsen gyorsitja a folyamatot). Legyen az adatsorra illesztett polinom a kovetkez6 alaku:
f(x) =an-x"+an_; X! +---+a2-X2+a1 x! +ag. 3)
Ekkor az els6 derivalt
f(x)=n-ap-x""'+m—1)-an_-x"24--+2-a3-x+a. (4)

Az f'(x) fiiggvényt még egyszer derivélva kapjuk a masodik derivaltat. Az eredeti fiiggvény (jelen esetben
a (3) egynelettel leirt polinom) inflexidspontjanak helyének meghatdrozdsdhoz azt keressiik, hogy a masodik
derivalt fiiggvényértéke mely x-érték esetén zérus a vizsgalt tartoméanyban. !

Megjegyzés: A masodik derivaltként kapott polinom gyokeinek keresése a kozépiskolai matematika tan-
anyag alapjan megoldhatd, amennyiben ezen polinom foka nem nagyobb, mint kett6. Nagyobb fokszamok
esetén numerikus gyokkeresd program hasznélata vezethet eredményre (pl. Matlab, Wolfram Mathematica,
wxMaxima, stb.).

— function_f
—— first_order

n —— second_order
-- y=0

i

4. abra. Fliggvény elsd és masodik derivaltjanak, illetve inflexidspontjanak grafikus szemléltetése.

'"Matematikailag az inflexiés pont azonositdsdnak tovabbi sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsé és masodik derivéltja
l1étezzen és folytonos legyen az adott tartomanyon, illetve hogy a masodik derivélt x = 0-nél elGjelet valtson.
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9. Miiszaki-tudomanyos abrak készitése

Mind a kézzel, milliméterpapiron elkészitett, mind a szamitogépes dbrakkal szemben ugyanazok a kovetel-
mények:

— LehetSleg minden mért adat, vagy azok transzformaéltjai szerepeljenek az abrén.

— Legyen megfelel6 — sziikség esetén mértékegységgel ellatott — cime mind a tengelyeknek, mind az
dbranak. A feliratok mind szakmai, mind nyelvtani szempontbdl legyenek helyesek. Lehetdleg név és
ddtum is szerepeljen az abrén.

— A tengelyek beosztasanak €s a cimkefeliratoknak olyanoknak kell lenniiik, hogy az adatok konnyen
abrazolhatok €s visszaolvashatok legyenek, és minimalizdljdk az dbra haszontalan teriileteit. Ezt az
elvet mindig a konkrét feladatra kell alkalmazni, pl. egyenesillesztés esetén néha sziikséges, hogy a
tengelymetszet akkor is rajta legyen az dbrén, ha kiviil esik a mért adatok tartoméanyaén.

— Gorbeillesztés esetén az dbrdnak tartalmaznia kell mind az illesztett, mind az illesztésbdl kihagyott
adatokat (megkiilonboztetett jelzéssel!), valamint az illesztett gorbét is, az illesztett paraméterek érté-
kével egyiitt.

— Tobb gorbe és/vagy adatsor egyiittes abrdzoldsa esetén az egyes gorbék vagy adatsorok legyenek
vildgosan elkiilonithetok.

Természetesen lehetnek egyéb elvardsok is a konkrét feladattdl fiiggden. Ritkdn a kovetelmények egyike-
masika nem teljesithetd 100 %-osan (pl. ha egy rossz pont nagysagrendekkel kiillonbozik a tobbitdl, az tel-
jesen eltorzitja az abrat), de az esetek tilnyomd tobbségében a fentiek betartdsa elegendd hibatlan dbrdk
készitéséhez.

Az eddigiekbdl is kitlinhet, hogy az dbrakészité programok feliiletes ismerete sokszor nem elég. Alta-
ldban nem lehet elfogadni kész dbraként, amit egy program az adatok bevitele utdn az alapbedllitdsaival
felrajzol a képernydre, hanem olyan szinten kell megtanulni az alkalmazott program kezelését, hogy a fenti
kovetelmények teljesithetok legyenek! A tudomanyos életben ezt fokozottan kell hangsulyozni, mert a legtobb
kereskedelemben 1év6 program (f6leg a tablazatkezeldk) a kozgazdaségi és prezentdcids célokra készitett 4b-
rakhoz igazitja az alapbedllitdsokat, és nem a tudomanyos életben fokozottabban megkdvetelt pontossag és
teljesség igényéhez.

Az aldbbiak egy példan keresztiil mutatjdk be azokat a jellemzd hibdkat, amiket a leggyakrabban szoktak
elkovetni szamitogéppel torténd dbrakészités sordn. Az 5. dbra alsé és felsd panelje ugyanarra az adatsorra
torténd egyenesillesztést illusztralja. A felsd panel teljes mértékben megfelel a fentebb részletezett kove-
telményeknek, mig az alsé panel a — tapasztalat szerint — leggyakrabban el6fordulé hibdkat mutatja. Ezek
konnyen elkeriilhetdk a hasznélt program megfeleld szint(i ismeretével. A fliggelék ezen szakaszdnak tovab-
bi része a két panel Osszevetésével segiteni igyekszik a kovetkezo tipikus hibdk €s hidnyossagok elkeriilését:

Automatikus pontosszekotés: Majdnem minden program alapbedllitidsa az, hogy a bevitt pontokat vala-
milyen szimb6lummal jeloli és azokat egyenes szakaszokkal koti 6ssze. Az 6sszekotésnek a legtobb
esetben nincs értelme, csak a ,,szem vezetésére” szoktdk haszndlni tendencidk bemutatdsara, f6leg
kozgazdasagi grafikonokon. Tudomédnyos dbrdkon vonallal illesztett gorbét szokds jelolni, igy a mért
pontok 0sszekotése félrevezetd. Raaddsul érthetetlen dbrakhoz vezethet, ha az adatok nincsenek szigo-
rdan novekvd vagy csokkend sorrendben, pl. az 5. dbra alsé paneljében egyetlen nem sorrendben 1évo
pont egy felesleges vonalat ad.

Rossz tengelytartomany: Néhany program automatikusan rateszi az dbrara a koordinatarenszer origdjat.
Az dbrazoland6 pontok tartomdnyétdl fiiggden ez ahhoz vezethet, hogy az dbra kicsiny részére zsifo-
16dik 6ssze minden pont, azok menete kivehetetlen lesz.

Egyenetlen tengelybeosztas: Sok program a tengelyek minimalis és maximalis értékét az adatsorokbdl kap-
hat6 minimalis és maximélis értékhez rendeli. Az alsé panelen az y-tengely beosztdsa rossz, mert a
13—-120 tartomanyt nem lehet jol felosztani tiz részre. Rdaaddsul a beosztdsok feliratai pontatlanok,
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A I, molekula Birge-Sponer diagramja
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5. dbra. Egy kifogastalanul (fels6 panel) és egy a tipikus hibdkat bemutaté (alsé panel) szamitégépes dbra.

csak egész értékre vannak megadva. Emiatt hibds a visszaolvasds, azonos hosszusdgu tartomdnyokhoz
eltérd értékek tartoznak (pl. 120 — 109 # 109 —99)! A felhaszndlénak tudnia kell, hogyan lehet be-

allitani a tengelyek minimélis és maximadlis értékeit, a beosztds stirliségét és a beosztdsok helyét jelzd
szamok kiiratdsi formatumat!

Automatikus tengelyvalasztas: Emiatt rossz beosztds, értelmetlen vagy hidnyzé cimek €s beosztasfelira-
tok lehetnek a tengelyeken. Az alsé panelen hidnyoznak az x-tengely beosztdsainak feliratai, a sem-
mitmondé automatikus tengelycimek az adatdllomédny nevébdl és a felhasznalt oszlopok sorszamabol
addédnak, a sz€Is6 adatok pedig szinte ,,lelégnak™ az dbrardl.

Semmitmondé focim: Neheziti az dbra megértését, féleg ha az értelmezés és a készités kozott sok idé telik
el. Sok program alapértelmezése, hogy f6cimként a grafikus bedllitasokat tartalmaz6 allomany nevét
definidlja.

Név, cim vagy datum hidnya: Bosszanté informaciovesztés lehet. Példankban a rossz dbran a datum hi-
anyzik.

Rossz pozicionalds: Az dbra valamely részén szerencsésebb esetben csak komikus, rosszabb esetben infor-

macidvesztéshez vezethet. Esetiinkben a jelmagyarazo blokk annyira rossz helyen van az als6 panelen,
hogy a fele lemaradt.
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Automatikus jelmagyarazo blokk: Az automatikus jelmagyarazé blokk (angolul legend) altaldban semmit
sem mond. Vagy egyaltaldn ne hasznéljunk ilyen blokkot, vagy pontosan toltsiik ki! A jelmagyara-
76 blokknak akkor van értelme, ha egy abrin tobb gorbét tiintetiink fel és rovid utaldsokkal akarjuk
segiteni az dbra megértését.

Racsozat: Ha van, gondosan kell bedllitani. Nem segiti az dbra olvasdsat a tdl stir{i racsozat, mert szinte
elfedi a gorbéket. A ritka racsozat sem jo, mivel a fiiggvényértékeket nagyon nehéz visszaolvasni ilyen
esetekben. Sokszor tisztdbb az dbra, ha egyéltalan nincs radcsozat. Az biztosan nem j6, ha vagy csak a
vizszintes, vagy csak a fliggdleges racsvonalak vannak feltiintetve, ahogy azt a rossz dbra mutatja.

Nem megfelel6 betiitipus és/ vagy betiinagysag hasznalata: Jobb esetekben csak csinya vagy komikus
feliratokhoz vezet, rosszabb esetben félreértésre is alkalmat adhat. Az 5. dbra als6 paneljén a név
értelmetleniil csicsds €s nem ékezetes betlikkel késziilt. Abrdkon édltaldban érdemes egyszerd vonal-

vezetésl €s vastagabb betlitipusokat haszndlni (pl. Swiss, Arial, Helvetica, Tahoma, Verdana, Calibri,
stb. tipusok).

Az elhagyott pontok nem szerepelnek az abran, vagy jeloletlenek: Ha nem tiintetjiik fel az dbran az il-
lesztésnél figyelmen kiviil hagyott pontokat, akkor informécioét vesztiink a mérések valddi pontossaga-
6l és a pontelhagyasok okairdl. Ha a rossz pontokat az illesztettekkel azonos médon jeloljiik (ahogy
ez a rossz abran lathatd), akkor a szdmitott adatok reprodukdldsa lesz nehéz.
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