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Bevezetés

Az altalanos relativitdselmélet egyik gyorsan fejlodé alkalmazasi tertilete a
gravitaciés hullamok alapjan mikodé asztrofizika. A gravitaciés hullaimok mérésével
lehetoség nyilik az univerzum kialakuldsanak megértésére.

A gravitaciés hullamok 1étét mar Einstein megjosolta 1916-ban, majd ezt
kovetden 1918-ban meghatdrozta a gravitaciés sugarzast leiré un. kvadrupdl-
formuld-t [1]. A gravitdciés hullamok tulajdonképpen a téridében keletkez6 ,,apré
kis zavarok”, melyek fénysebességgel terjednek. Formélisan a O(1/c®) rendnél
jelentkeznek, amplitudéjuk dimenziétlan mennyiség, amely egy 300 milli6 fényévre
16v6 naptomegii forrasra kb. 1072! nagysigrendii. Az &ltaldnos relativitdselmélet
nemlinearitasa miatt, felmeril a kérdés, hogy léteznek-e egyaltalan ilyen hullamok.
1937-ben maga Einstein is kétségbe vonta a gravitacios hullamok 1étét. A
kérdést végil az 1974-ben Hulse és Taylor altal felfedezett B1913+16 kettos pulzéar
[2] csOkkend periddusideje dontotte el, mellyel kozvetett mddon beigazolédott
a gravitacios hullamok létezése, amelyek energiat és impulzusmomentumot
,,szallitanak” a kettds rendszerekbdl [3,4]. Hulse és Taylor 1993-ban a B1913+16
pulzar felfedezéséért Nobel-dijat kaptak.

A gravitaciés hullamok kozvetlen mérése nagy kihivast jelent a XXI. szdzad
fizikusainak. A detektalas alapja, hogy a detektor rendszeréhez rogzitenek egy sajat
vonatkoztatasi rendszert, melyben a relativ elmozduldasok mérhetok. Ez a rendszer,
mivel nem inercidlis érezni fogja a benne tanulméanyozott részecskék newtoni
gyorsulasat. A gravitaciés hullam nem mas, mint a részecskéken keltett gyorsulas,
melynek nagysaga aranyos a részecskék elmozdulasaval. Vagyis a tavolsagkiilonbség
mérése alapjan megkaphatok a gravitaciés hulldimok un. polarizaciés allapotai,
amelyek a Riemann-tenzor fliggetlen komponenseit adjak meg. A linearizalt vakuum
egyenletekben 2 filiggetlen polarizaciés allapot van, a ,, 4”7 és ,,x” transzverzalis
allapotok. Neviiket onnan kaptdk, hogy a hullamfront sikjaban a deformacios
erOvonalak + illetve, 45°-ban elforgatott x ,,alakiak”.

A Kkicsiny relativ tavolsagkiilonbségek (10721 — 10722) mérésére a Michelson
interferométer elven miikodé hullaimdetektorok a legalkalmasabbak. A napjainkban
miikodo legnagyobb karhosszisagiu detektorok az Amerikai Egyesiilt Allamokban
16v6 két LIGO (4km) [5] és az Olaszorszagban 1évé VIRGO (3km) [6]. Ezek
frekvencia tartomanya kb. (50 — 2000) Hz, valamint érzékenységiik 10722, Jelenleg
épul a LIGO kovetkezO generdcidja az Advanced LIGO, melynek érzékenysége
nagysagrendekkel jobb lesz az elédjénél.

2018 utan tervezik a vildglirbe telepiteni kivant detektort, a LISA-t (Laser



Interferometric Space Antenna) [7] f6ldkovetd palyara allitani, amelynek {irszondai
egy 5 x 10%km oldalhosszisagut szabalyos haromszog csicsaiban helyezkednek el. A
LISA frekvencia tartomanya (3 x 107° — 0.1) Hz és érzékenysége 10722 [8].
Jelenleg méar a harmadik generdciés detektor, az Einstein teleszkép (ET)
tervezésénél tartanak, amely egy foldalatti 10km oldalhosszisagi a LISA-hoz
hasonl6 szabalyos haromszog alakd detektor lesz. Becslések szerint az érzékenysége
elérheti a 10~%*-et és esély van arra is, hogy az Einstein egyenlet nemlinearitdsabdl

adodo gravitacios hullamokat is mérni tudja.

El6zmények

A gravitaciés hullamok egyik legfontosabb forrasai a kompakt kettésok, melyek
fekete lyukakbdl, neutroncsillagokbdl és fehér torpékbol allhatnak. FEzek olyan
asztrofizikai objektumok, melyek nagy ,,tomegsirtiséggel” rendelkeznek, vagyis
fizikai méretiik a Schwarzschild-sugar kozelében van.

Az altalanos relativitaselméletben a testek mozgasegyenleteit el6szor Einstein,
Infeld és Hoffmann irta fel 1938-ban [9], amely a poszt-newtoni sorfejtés sziiletésének
a kezdetét jelentette. Ez a kozelités a gyenge gravitacids térre és a lassu mozgéasokra
érvényes. A sorfejtési paraméter definicidja az ¢ = Gm/rc? (ahol m a két test
Ossztomege és r = |ry — rq| , karakterisztikus tévolsdga”), mellyel a poszt-newtoni
rendek (tovabbiakban PN) e hatvanyaival mérhet6k. Példaként emlitheté az 1938-
ban Robertson altal elséként kiszdmolt perihélium elfordulds [10], amely 1 PN
rendii effektus. Manapsig a mozgdsegyenletek 3 PN () rendig ismertek, melyek
megoldhatdk az elliptikus kvaziparametrizaciéval [11,12].

A kettés rendszer palyafejlodését szamos tényezé befolyasolhatja, a testek
forgésa (tovabbiakban spin), kvadrupélmomentuma és a neutroncsillagokra jellemzé
mégneses dipélmomentuma. A spin a mozgédsegyenletekben a spin-pélya (SO) és a
spin-spin (SS) kélesonhatasban jelenik meg, mely a poszt-newtoni rendek szerint 1.5
PN és 2 PN rendii effektusok [13,14]. A kvadrupSlmomentum vezetérendben tgy
veheto figyelembe, hogy az egyik test mint monopdl mozog a masik test kvadrupdl
terében. Ezt roviden kvadrupdél-monopdl (QM) kdlesénhatdsnak nevezziik, amely 2
PN rendi [15]. A mégneses dip6l-magneses dipél (DD) kolesénhatas foként nagy
mégneses térerésséggel rendelkezd pulzaroknél (magnetarok) 1ép fel. Ezen jérulék

legfeljebb 2 PN rendii lehet, amennyiben a dipélok magneses tere legaldbb 105G [16].



Célkituzések

Fo6 célkitlizésem annak a megvizsgalasa volt, hogy milyen modon befolyasoljak a
pélyafejlédést a testek véges méretébdl (SO, SS, QM, DD) szarmazé jarulékok, illetve
a gravitdciés hullamok jeleiben milyen véltozast okoznak a linearis perturbaciok a
klasszikus kepleri mozgashoz képest.

A kettés rendszer mozgdsegyenletei szétcsatolhatok radialis és polarszogekre
vonatkozo ,,szogmozgasra”, ezért a vizsgalataimban a két esetet kiilon targyaltam.

Kutatdsomat a testek forgasa, kvadrupélmomentuma és a neutroncsillagokra
jellemz6 mégneses dipolmomentuma &ltal szdmolhaté effektusok figyelembe-
vétele motivalta. Ezen linedris perturbaciokat érdekes megvizsgalni a radidlis
egyenletekben, hogy miként médositjak a mozgast a nulladrendti palyakhoz képest.

Ismert, hogy a testek forgasa az altaldnos relativitaselmélet szerint nehezen
adhatéo meg, ugyanis a forgd prébarészecskére vonatkozé Mathisson-Papapetrou
mozgasegyenletek nem zartak [17,18]. Azonban az egyenletek zartta teheték az
un. SSC (spin supplementary condition) mértékfeltételekkel, melyekbél 3 gyakori az
irodalomban (SSC I [19-21]; SSCII [22,23]; SSC III [24]). Célom volt, hogy ezen SSC
mértékekben megvizsgaljam a kompakt kettos rendszerek spin-palya kolcsonhatasat.

A radialis egyenletek a konkrét fizikai esetekre val6 szamoldsa helyett,
kiterjeszthetok altalanos linedris perturbaciokat tartalmazo Kepler-mozgasra. Ezen
leirast Gergely, Perjés és Vasuth dolgozta ki 2000-ben [25], olyan esetre, amikor
a radialis egyenletben 1évo linearis perturbaciok konstansok, melyek a PN és SO
jarulékok esetében teljesiilnek. Erdekes kérdés, hogy a SS, QM és DD esetekben,
melyekre a perturbacids koefficiensek nem allanddék, hogyan altalanosithaté az el6zo
leirés.

A spines rendszerek szogfejlodése meglehetésen bonyolult, ezért az volt a tervink,
hogy megvizsgaljam a vezetorendii SO és PN jarulékokra a szogek fejlodését.

Einstein kvadrupdl-formuldjanak segitségével megadhaté a kompakt kettos
rendszer gravitaciés sugarzasabdl adodé energia és impulzusmomentum-veszteség.
Fontos meghatédrozni, hogy a SO, SS, QM és DD véges méretbol adodo jarulékok
hogyan befolyasoljak a gravitacios sugarzas jellemz6it, nevezetesen a hullamok
frekvenciajat és fazisat. Ismert, hogy a spinek figyelembevételével a rendszer
szogmozgdsdhoz csatolédnak a spinprecesszids egyenletek [26]. Ezért, terveim kozt
szerepelt még, hogy megvizsgaljam, a vezetérendii spinprecessziét a magasrendii (3

PN) gravitaciés hullamok fazisaban.



Uj eredmények

1. Megvizsgaltam a kéttest-probléma linedris perturbécidit, nevezetesen az elso
poszt-newtoni rendii tisztan relativisztikus korrekciot, a SO, SS, QM és
DD kolcsonhatasokat. Felirtam ezen jarulékok Lagrange-formalizmusanak
segitségével a radidlis egyenleteket, majd a linedris perturbacidészamitas
segitségével megadtam a radidlis mozgas idofejlodését, vagyis az égi
mechanikdaban ismert Kepler-egyenlet altalanositasat. A spin-palya
kolesonhatds Lagrange-fliggvényét az SSC II mértékben elséként irtam
fel, amely lényegesen egyszeriibb alaki, mint a tébbi mértékekben (SSC
I, SSC III). Az igy eldéllt dinamikat Osszehasonlitottam az irodalomban
hasznalt hamiltoni formalizmusbdl szarmaztatott SO eredményekkel, amelyek
megegyeztek. Megadtam tovabba a Damour és Deruelle altal hasznalt
parametrizacié [27] és az altaldnositott valédi anomélia paraméterezés kozti

transzforméciét [I1].

2. Tanulmanyoztam az altalanosan perturbalt radialis Kepler-mozgast, melyben
a korabban targyalt konstans egyiitthatoju linearis perturbacidok helyett
megengedtem a korrekciok valédi anomaliatél valé harmonikus fliggését.
Az ilyen jellegii radialis perturbacidokban legtobbszor szekularis tagokat
kapunk, melyek az altaldnositott valodi és excentrikus anomalia hasznalataval
megadhatéak. A radidlis egyenlet integraldsandl az I(w,n) = [w/r*™"dt
alakl integralok jelennek meg. Az n egész szamtdl fiiggden a valddi, illetve
az excentrikus anomadlia paraméterezés hasznalata bizonyult megfelelének.
Ezen paraméterezés bevezetésével szingularis tagokat kaptam, melyekre
megmutattam, hogy eltintethet6ek, amennyiben az altalam felirt perturbécios
fiiggvény koefficienseire megkovetelt feltételek teljesiilnek. A komplex
véltozdk bevezetésével a reziduum-tétel hasznalhat6, mellyel az I(w,n)
integralok konnyen kiértékelhetok. Bebizonyitottam a radidlis egyenletben
szerepl6 perturbaciok egy szélesebb osztalydra (ahol w tetszéleges harmonikus
fiiggvénye lehet a valédi anomalidnak), hogy n > 0 esetén az I(w,n) integral
értéke megegyezik az origéban felvett reziduumal, mig n < 0 esetben az
I(w,n) az origdban és egy w; méasodik pdlusban felvett reziduum Osszegével. A
korabban vizsgalt SO, SS, QM és DD kolcsonhatasokra felirtam az itt hasznélt
perturbacios koefficienseket, majd megmutattam, hogy ezen fizikailag relevans

esetekre teljesiil az dltalam kiterjesztett lefras [I11].



3. Tanulmanyoztam a vezetérendii PN és SO jarulékok szogmozgasra gyakorolt
hatasat. A pélya-impulzusmomentum nagysaga alland6 a dinamika soran, ezt
felhasznalva kiszdmoltam az Euler-szogekre vonatkozd fejlédési egyenleteket
ugy, hogy a mozgasallandok meghatarozasara a Lagrange-formalizmust
hasznaltam, majd ezek segitségével felirtam a gémbi polarszogek idofejlodését
a J = L + S teljes impulzusmomentum-vektorhoz rogzitett inercialis
rendszerben. Ezek utédn a polarszogekkel megadott szogmozgast felirtam az
Euler-szogek segitségével és megadtam a szogegyenletek palya peridodusara

atlagolt (szekuldris) véltozdsait [VI].

4. A gravitaciés hullamok alakjat tanulmanyoztam a véges méretbdl szarmazé
korrekciok figyelembevételével. Az egy pélya periédusra &atlagolt energia-
és impulzusmomentum-veszteségeket szarmaztattam korpdlya esetben. Ezek
megegyeztek a pillanatnyi energia- és pélya-impulzusmomentum  [14]
irodalomban hasznalt Kidder-féle kvazikorpalyabol kapott Kkifejezéseivel.
Korpalya esetben felirtam a gravitacios hullamok frekvencidjat és fazisat.
Az irodalomban elsoként irtam fel a fazisfiiggvényben az Un.  dnspin
kolesonhatést, melyet korabban nem vettek figyelembe.  Ismert kettos
rendszerekre (Hulse-Taylor és J0737-3039 kettds pulzarokra) alkalmaztam a
gravitdciés hullimok keringésének szamét (N) a spirdlozasi korszak végéig.
Megmutattam a Jenet-Ransom modell [28] alapjan, hogy az dnspin jaruléka
nagyobb, mint a spin-spin kolcsonhatasbol szamolt jarulék, egy , kicsi” és egy

,,nagy” spinnagysdgokkal rendelkezé rendszerben [I].

5. Megvizsgaltam a gravitaciés hullamok fazisdnak magasrendii (3 PN)
korrekcioit, vagyis a spinprecesszios egyenletek altal médositott kettos rendszer
N keringéseinek szamat a spirdlozasi korszak végéig. Els6ként vezettem le a
spinprecesszios egyenletek alapjan a r;, és v spinvektorokat megadé relativ
szogek fejlédési egyenleteit a QM kolesonhatas esetén (SO és SS kdlesonhatasra
[29]). Poszt-newtoni rendbecsléseim alapjan a spinprecesszids egyenletek
vezetorendje a SO kolesonhatdsbdl kaphaté precesszié. Megmutattam, hogy
a gravitaciés hullam fazisdban szereplé SS jarulékban a SO-precesszidébol
kaphato ido6fiiggd korrekeid a 3 PN rendnél jelentkezik, amely egyenld tomegii
kettdsok esetében nem 1ép fel. Nem egyenlo tomegi kettosok esetében ezen
jarulék periodikus lesz a Typygs periddusidében, amely rendjét tekintve e~1-
el nagyobb, mint a gravitdciés hullam periédusa (Tgw). Az mg/m; =

10! tomegardnyra Osszegeztem az N keringések szamaban 1évé SS és QM



jarulékokat, majd megmutattam, hogy a QM nagyobb, mint a SS valamint
a SS jarulék csak kicsi modulaciot okoz. Bevezettem egy un. renormdlt SS
spinparamétert 2 PN rendben, amelynek a konstans része a 3 PN rendben okoz

valtozast a Tspnss = € Tyave id6skalan, mely lényegesen egyszertibb alaki,
mint a SS spinparaméter [IV],[V].
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