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1. Bevezetés

A kifejezések”™ specidlisan a ,szavak” — mindig kdzponti szerepet jatszottak
az algebrai vizsgalatokban. Szemléletesen szolva a kifejezések valtozokbol és
miiveleti jelekbdl felépitett olyan jelsorozatok, amelyek adott tipusu algebréak
esetén  kiértékelhet6k”, azaz végrehajthatéo miveletsorozatot irnak els, akar-
milyen elemeket is helyettesitiink a valtozok helyére. Kifejezés példaul egy
Boole-kifejezés a Boole-algebrak korében, egy egész egyiitthatos polinom a
gytiriik korében, illetve valtozok és azok inverzeinek egy sorozata a csoportok
kérében. Ha egy kifejezést egy megfeleld tipusi algebran az 6sszes lehetsé-
ges modon kiértékeliink, akkor egy fiiggvényt n-valtozos kifejezés esetén
n-valtozos fiiggvényt kapunk az algebra felett. Az igy kaphato fiiggvénye-
ket az algebra kifejezésfiiggvényeinek hivjuk. Példaul a Boole-fiiggvények
a Boole-kifejezésekhez tartozo kifejezésfiiggvények a kételemii Boole-algebra
felett. Keét kifejezést ekvivalensnek tekintiink egy adott algebra felett, ha
nincs olyan kiértékelés, amely mellett a két kifejezés kiilonboz6 értéket vesz
fel, azaz, ha a két kifejezés ugyanazt a kifejezésfiiggvényt hatarozza meg az
algebran. Egy algebra kifejezésfiiggvényeinek szama az algebra fontos jel-
lemzGje. Példaul kozismert, hogy a kételemii Boole-algebra felett az Osszes
fiiggvény, azaz Osszes Boole-fiiggvény kifejezésfiiggvény. Hasonl6an jol ismert
tény, hogy ha egy véges test esetében az Gsszes elemet, mint konstanst, azaz
mint 0-valtozos miiveletet, felvessziik alapmiiveletnek a szokasos alapmiivele-
tek mellé, akkor az igy kapott algebra felett minden fiiggvény kifejezésfiigg-
vény. Nyilvanvald, hogy egy k-elemt algebra felett pontosan akkor all el
minden fiiggvény kifejezésfiiggvényként, ha az n-valtozos kifejezéstiiggvények
szama kF".

Algebrak egy osztalyan valamely azonossag teljesiilése ebben a termino-
logiaban azt jelenti, hogy az azonossagot alkoto két kifejezés ekvivalens az
osztaly Osszes algebraja felett; roviden: a két kifejezés ekvivalens az osztaly
felett. Az azonosagokkal definidlhaté osztalyt wvarietdsnak nevezik. Pédaul
vartietas az Osszes csoportok osztalya, az Abel-csoportok osztalya, a Boole-
algebrdk osztalya, a gytriik osztalya, stb. Ismert, hogy tetsz6leges )V varie-
tasban minden X halmaz esetén létezik tgynevezett X dltal generdlt szabad
algebra, és izomorfiatol eltekintve egyértelmiien meghatarozott. A ,szabad”
jelzg arra utal, hogy ez a ,legaltalanosabb” X altal generdlt algebra V-ben
abban az értelemben, hogy minden X altal generalt V-beli algebra ennek ho-
momorf képe. Az X altal generalt V-beli szabad algebra egyik modellje az az
F)(X) algebra, amelynek elemei a kifejezések V feletti ekvivalenciaosztalyali,
és amelynek alapmiiveleteit a kifejezésekre természetes modon adodo alap-
miiveletek indukaljak. Ha |X| =n (n € Ny), akkor Fy,(X) helyett Fy(n)-et
irunk. Igy |Fy(n)| éppen a V felett ,Jényegesen kiilonboz6”, azaz paronként



nemekvivalens n-valtozos kifejezések szama. Benniinket olyan ) varietasok
érdekelnek, ahol Fy,(n) minden n-re véges, azaz V-ben minden végesen gene-
ralt algebra véges. Ekkor a V varietds szabad spektrumdn az |Fy(n)| (n € Ny)
sorozatot értjiik. Példaul a Boole-algebrak varietdsdnak szabad spektruma
|Fy(n)| = 22" (n € Np).

Ha a V varietas végesen generdlt, azaz V-t egy A véges algebra generalja,
akkor konnyen lathato, hogy |Fy(n)| éppen az A feletti kifejezésfiiggvények
szdma. Specidlisan, ha A elemszama k, akkor |Fy(n)| < k*". Masrészt, ha
k > 2, akkor |Fy(n)| > n. A szabad spektrum az adott korlatok kézott sem
lehet tetszéleges, errél szolnak az tgynevezett hézagtételek, amelyek koziil
néhany eredményt a 2.2. fejezetben ismertetiink.

Végesen generélt varietasoknal gyakran szoros kapcsolat van a generalo
algebra strukturdja és a varietas szabad spektruma kozott. G. Higman [Hi]
és P. Neumann |Ne| bizonyitotta, hogy ha G véges csoport, akkor a G altal
generalt varietdsban az n-elem altal generalt relativan szabad csoport mérete
pontosan akkor exponenciélis n-ben, ha G nilpotens, egyébként pedig dupla-
exponencidlis.

J. Berman [Be2| a téma egy méasik megkozelitését adta, az egyszert al-
gebrak altal generalt varietdsok szabad spektrumait a szelid kongruencidk
nyelvén jellemezte. A szelid kongruencidk elméletében bevezetett tipusok, 1,
2, 3,4 és 5, rendre megfelelnek az unér, affin, Boole-, halo- és félhalotipu-
soknak.

1.1. Tétel. |Be2| Minden k > 2-re vannak olyan di,...,ds és c1, co, ¢4
konstansok, hogy tetszdleges k-elemi eqyszeri A algebra esetén minden elég
nagy n-re az A dltal generdlt V varietds szabad spektrumdra az aldbbiak tel-
jestilnek:

(i) Ha typ(A) =1, akkor din < |Fy(n)| < eynloezk;
(i) Ha typ(A) =2, akkor dok" < [Fy(n)| < cok®D";

) (A)

) (A)
(ili) Ha typ(A) =3, akkor kB < |Fy(n)| < k*";
(iv) Ha typ(A) =4, akkor k™" /Vm < |Fy(n)| < kesk"/Vn.
) (A)

(v) Ha typ(A) =5, akkor dsk™ < |Fy(n)| < k™, ahol

nk n e (h—1)3
o) = R =) ((k; _ 1)3) (k=1

Lathato, hogy az 5-6s tipusra adott becslés a legpontatlanabb. Itt szeret-
nénk részletesebb eredményeket elérni. Egy nagyon érdekes 5-6s tipustu al-
gebraosztaly a kombinatorikus teljesen 0-egyszerii félcsoportok osztalya. Igy



természetes kiindulopontnak tiinik az ezen algebrak altal generalt varietasok
szabad spektrumainak vizsgalata.

Félcsoport-varietasok szabad spektrumaroél keveset lehetett tudni, mielGtt
Szab6 Csaba és a szerzd elkezdte a félcsoportok szabad spektruméanak sziszte-
matikus vizsgalatat, az értekezés ezeket az eredményeket tartalmazza. Ahogy
a véges egyszert csoportok tekinthetdk a véges csoportok épitékdveinek, ugy
a véges félcsoportok alapkovei a véges teljesen 0-egyszerii félcsoportok. A
kombinatorikus teljesen 0-egyszerii félcsoportok 9 varietast generalnak, ezen
varietasok szabad spektrumaira adunk becslést. A kovetkez§ tételt bizonyit-
juk az ugyenevezett 6telemii kombinatorikus Brandt-félcsoport altal generalt
varietas szabad spektrumara.

Tétel. [KSr1]
log |Fs(n)| ~ 2nlogn.

Az alabbi tételben a kombinatorikus teljesen 0O-egyszert félcsoportok altal
generalt varietas szabad spektruméara adunk aszimptotikus becslést.

Tétel. |[KSz2]
IF4(n)| ~ n?2".

Kutatasaink nyoman a kovetkezs vizsgalatok sziilettek. S. Seif |Se| bizo-
nyitotta, hogy egy nem ortodox monoid altal generalt V varietasra log |Fy(n)|
(mint n fiiggvénye) mindig exponencialis. 1. Dolinka [Do| Higman-Neuman
tipusu feltételt adott arra, hogy a félcsoportok egy osztalyanak szabad spekt-
ruma mikor nem log-exponencialis. Kéteg varietasok p,-sorozatat vizsgaltak
a [PW|-ben, a |PSz|-ben és a |Pl]-ben.

Az értekezés 2. fejezetében alapfogalmakat, jeloléseket ismertetiink. El6-
szor attekintiink néhany félcsoportelméleti alapfogalmat. Definialjuk a telje-
sen 0-egyszert félcsoportokat, és megadjuk ezen félcsoportok Rees-féle repre-
generalt 9 varietast. Azon kombinatorikus teljesen 0-egyszerii félcsoporto-
kat, amelyeknek fontos szerepe lesz a tovabbi vizsgalataink soran, definialo
relaciokkal is megadjuk. Tovabba a fejezetben univerzalis algebrai fogalma-
kat definialunk, ahol lehet, csak félcsoportelméleti szemszoghdl, és ismerte-
tiink néhany szabad spektrumra vonatkoz6 altalanos eredményt. A fejezet
végén szerepld becslést, amely egy halmaz particidinak szdiméara ad aszimp-
totikus formulat, a késGbbiekben a 4.2. fejezetben hasznaljuk fel, az igyneve-
zett 6telemi kombinatorikus Brandt félcsoport altal generalt varietas szabad
spektruméanak meghatarozasakor. Megjegyezziik, hogy ezek csak aszimptoti-
kus becslések, de a mi esetiinkben ezek megfelelGek, hiszen egyel6re a szabad



spektrummal kapcsolatos viszgalatok soran ennél pontosabb becslésekre nem
volt sziikség.

A 3. fejezetben a kombinatorikus teljesen 0-egyszertd félcsoportok feletti
kifejezések ekvivalenciajat vizsgaljuk S. Seif és Szabd Cs. [SSzl|-ben és
[SSz2]-ben talalhatd eredményeit felhasznalva. A kifejezéseket péros, illetve
irdnyitott grafok segitségével tessziik szemléletesebbé. A kombinatorikus tel-
jesen O-egyszerii félcsoportok Rees-reprezentaciojanél a félcsoportok elemeit
elemparokként abrazoljak, ez indokolja, hogy az ilyen tipust algebrak feletti
kifejezések esetén paros grafokat alkalmazzunk.

A 4. fejezet tartalmazza a dolgozat f6 eredményeit, azaz, a kombinato-
rikus teljesen 0-egyszerd félcsoportok altal generalt Osszes varietas szabad
spektrumara adott becsléseket. A kifejezésekhez paros, illetve iranyitott gra-
fokat rendeliink. A paros grafok Gsszefiiggé komponensei a pontosztalyokon
particiokat indukalnak, amelyek szamat vizsgéljuk a 4.2. fejezetben, és igy
adunk becslést a szabad spektrumra. A kombinatorikus teljesen 0-egyszerii
félcsoportok altal generdlt 9 varietas koziil egy esetében célszert a kifejezé-
sekhez paros graf helyett iranyitott grafot rendelni (Id. 4.4. fejezet), ekkor
az iranyitott grafokon vett zart Euler-sétak szamat becsiiljiik. A paros graf
pontosztalyain indukalt particiok elemszamat vizsgalva a fejezet végén pon-
tositjuk a p,-sorozatok szamara adott korabbi korlatokat. Eredményeink
osszefoglalasat a 2. tablazat tartalmazza, ezen eredmények a |KSz1|, [KSz2|,
illetve [KSz3| dolgozatokban talalhatok.

2. El6zmények

A 2.1. fejezetben ismertetiink néhény félcsoportelméleti alapfogalmat, pél-
daul, hogy az ,egyszeri” kifejezés jelentése kiilonbozik az univerzalis algeb-
raban hasznélttol. Valamint ismertetjiik a teljesen 0-egyszert félcsoportok
kat adunk meg, illetve jeloléseket vezetiink be. Végiil a 2.3. fejezet néhany
fogalmat tartalmaz a particiokra vonatkozoan.

2.1. Félcsoportok

A tovabbiakban ha egy félcsoport tartalmaz zéruselemet, akkor azt 0-val je-
16ljiik, ha pedig egy félcsoport egységelemes, akkor 1 jeloli az egységelemét.
Legyen S olyan félcsoport, amely nem tartalmaz zéruselemet. Ha S-hez hoz-
zavessziik az j 0 elemet, és kiterjesztjiik a szorzast az S U {0} halmazra
olymo6don, hogy O0s = sO = 0 és 00 = 0 teljesiil barmely S-beli s elemre,
akkor az S félcsoport 0-elemmel vald bévitését kapjuk, amit S%-val jelsliink.



A (0-elemmel bévitett GO csoportot 0-csoportnak nevezziik. Az S félesoport
A nemiires részhalmazat idedlnak nevezziik, ha SA C A és AS C A teljesiil.
Egy zéruselemes félcsoport nullfélcsoport, ha barmely két elemének szorzata
0-val egyenls. Egy S zéruselemes félcsoportot 0-egyszerinek neveziink, ha
nem nullfélesoport, és {0}-n valamint S-en kiviil nincs mas idealja. Val6ja-
ban ezt a masodik feltételt, csak a kételemi nullfélcsoport elégiti ki, mert egy
nullfélcsoportban minden részhalmaz ideal. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy
az ,egyszerti” kifejezésnek kiilonbozik a jelentése az univerzalis algebraban és
a félcsoportelméletben. Az univerzalis algebridban egy algebrat egyszeriinek
neveznek, ha nincs valodi nemtrivialis kongruencidja. A félcsoportelméletben
az ilyen félcsoportokat kongruenciamentesnek nevezik, és az olyan félcsopor-
tot hivjak egyszertinek, amely nem tartalmaz valodi idealt. A 0-egyszert
félcsoport fogalma az utobbi megfelelGje a zéruselemes félcsoportok korében.
S6t, a zéruselem nélkiili valtozat tekinthets a zéruselemes valtozat specidlis
esetének, hiszen egy egyszert félcsoport zéruselemmel valé bévitése mindig
0-egyszerti. Természetesen nem minden 0-egyszerii félcsoport all el ezen a
modon. Megjegyezziik, hogy ha egy zéruselemes félcsoport kongruenciamen-
tes és nem kételemtd nullfélcsoport, akkor sziikségképpen 0-egyszert is.

Egy félcsoport e elemét idempotensnek nevezziik, ha e? = e teljesiil. Ko-
tegnek nevezziik az olyan félcsoportot, amelynek minden eleme idempotens.
Egy félcsoport idempotens elemeinek halmazan megadhat6 egy részbenren-
dezés a kovetkezGképpen:

e < f pontosan akkor, ha ef = fe =e.

Ez az ugynevezett természetes részbenrendezés. Ha egy S félcsoport tartal-
maz zéruselemet, akkor ez az egyetlen minimalis elem az idempotens elemek
természetes részbenrendezésére nézve. Egy idempotens elemet primitivnek
neveznek, ha a nem 0 idempotens elemek kozott minimalis, azaz, egy e pri-
mitiv idempotens elemet a kdvetkezd tulajdonsag definial: bamely f idempo-
tens elem estén, ha ef = fe = f #£ 0 teljesiil, akkor e = f. Egy félcsoportot
teljesen 0-egyszerinek neveziink, ha 0-egyszeri, és tartalmaz primitiv idem-
potens elemet. Fontos megjegyezni, hogy minden véges 0-egyszert félcsoport
teljesen O-egyszert is (1d. Proposition 3.2.1 [How| ), de léteznek végtelen tel-
jesen O-egyszerti félcsoportok is. Igy a véges zéruselemes félcsoportok korében
a kételemii nullfélcsoportot kivételével minden kongruenciamentes félcsoport
teljesen 0-egyszert is.

A kovetkezd konstrukcio és tétel Rees [Ree| nevéhez flizédik, amelynek
segitségével a teljesen 0-egyszerti félcsoportok egy szép és konnyen kezelhetd

T,z

Legyen M = (m, ;) olyan A x I tipust matrix, amelynek elemei a G U {0}



halmazbol valok, és minden sora és minden oszlopa tartalmaz legalabb egy 0-
tol kiilonb6z6, azaz, G-beli elemet. Az (I x G x A)U{0} halmazon bevezetjiik
a kovetkezG6 miiveletet:

. . (iagm)\jha ,u)a ha my,; 7& 07
Z? 7)\ 7h'7 = 7 ’
(4,9, M) s ) {0’ ha my ;= 0,

(4,9, A\)0=0(7,9,A) = 00 = 0.

Ellenérizhetd, hogy igy zéruselemes félcsoportot kapunk. Ezt a félcsoportot
GO feletti Rees-mdtrizfélcsoportnak nevezziik, és M°(I, G, A; M)-mel jeldl-
jik. Egy Rees-matrixfélcsoportot (innen jon az elnevezés) méatrixokbol allo
felcsoportként is elképzelhetiink. Feleltessiik meg a 0 elemnek az I x A ti-
pusii zérus matrixot, az (i,g,A) alaki elemnek pedig azt a matrixot, ami
I x A tipust, és pontosan egy nem 0 elemet tartalmaz, mégpedig g-t, a
méatrix i-edik soranak és A-adik oszlopanak metszéspontjaban. Kénnyen el-
lenérizhets, hogy az eredeti félcsoporttal izomorf zéruselemes félcsoportot
kapunk, ha a miiveltet a kdvetkezGképpen értelmezziik ezen matrixok halma-
zan: AoB = AM B, ahol az utobbi a szokdsos matrixszorzas. Az M matrixot
ezért szendvicsmdtriznak nevezik.
A Rees-matrixfélcsoportok jelentGségét az alabbi tétel adja.

2.1. Tétel. Minden 0-csoport feletti Rees-mdtrixzfélcsoport teljesen 0-egyszeri,
és forditva, minden teljesen 0-egyszeri félcsoport izomorf egy 0-csoport feletts
Rees-matrizfélcsoporttal.

A tovabbiakban csak 0-csoport feletti Rees-matrixfélcsoportokkal foglalko-
zunk, ezért roviden csak Rees-matrixfélcsoportoknak fogjuk hivni ezeket a
félcsoportokat.

Egy félcsoportot kombinatorikusnak neveziink, ha csak trivialis csoportot
tartalmaz részfélcsoportként. Mivel MO(I, G, A; M)-ben G, , = {(i,9,)): g €
G} olyan részfélcsoport, ami G-vel izomorf minden olyan i, A parra, ahol
my; # 0, igy az M°(I, G, A; M) Rees-métrixfélcsoport pontosan akkor kom-
binatorikus, ha G trividlis (G = {1}). Ebben az esetben a nem 0 elemek
(1,1, \) alakuak, igy torolhetjiik a kozépsé komponenst az elemharmashbol, és
helyette (i, A)-t irunk. Az M maétrix csak 0-t és 1-et tartalmaz, és a mivelet
is egyszertisodik:

. . (i,ﬂ), ha m)\j = 1,
L, A) (g, 1) = ’
(2, M) (s 1) {0’ ha a5 = 0.

(i, A)0 = 0(i, \) = 00 = 0.



N. Reilly [Rei| leirta a teljesen 0-egyszert félcsoportok altal generalt varie-
tasok halojat. Bizonyitotta, hogy pontosan 9 olyan varietas van, amit kombi-
natorikus teljesen O-egyszerti félcsoportok generdlnak. Ezen varietasok mind-
egyike generalhato egyetlen véges kombinatorikus 0-egyszerti félcsoporttal (de
ez a félcsoport izomorfia erejéig altalaban nem egyértelmiien meghatarozott).
Az 1. tablazat soraiban megadjuk ezeket a varietasokat, valamint egy-egy
generald elemiiket Rees-matrixfélcsoport alakban. Pontosabban, a harma-
dik oszlopban talalhat6 szendvicsmatrix altal definidlt Rees-matrixfélcsoport
jele all a masodik oszlopban, az els6ben pedig e Rees-méatrixfélcsoport altal
generalt varietas jelolése talalhato.

varietas | generalo szendvics-
félesoport | matrix (M)
SL Y 1]
CNB | L m
RNB | R 1]
11
NB N i
1ol
B B, 01]
o]
LNBy | Ly 01
_0 1_
10 0]
RNBy | Re 011]
[100]
NB, N, 011
011
11
A Az [1 0}

1. tablazat.

Vizsgélataink soran a Bg és Ag félcsoportoknak kitiintetett szerepe lesz,
ezen félcsoportokat definiald relaciokkal is megadjuk a zéruselemes félcsopor-



tok korében:

Bs = (a,b | aba = a,bab = b, a®> = 1? = 0);
1A2g <Cl,b ‘ aba:a,bab:b,a2:a7b2:0>‘

Vegyiik észre, hogy Y a kételemii félhalo, L |R| pedig a kételemt balzérd
[jobbzéro| félcsoport 0-elemmel valo bévitése. Tovabba N a kételemii balzéro
és a kételemii jobbzér6 félcsoport direkt szorzatanak 0-elemmel val6 bévitése.
A B, félcsoportra a félcsoportelméletben az ,,6telemi kombinatorikus Brandt-
félcsoport” elnevezést hasznaljak.

Az 1. tdblazat els6 négy soraban szerepld varietasok kotegvarietasok, még-
pedig rendre a félhalok, balnormélis kotegek, jobbnormalis kotegek, illetve a
normalis kotegek varietasa. Ezen félcsoport-varietasokat az x? = x azonos-
saggal egyiitt rendre a kovetkez6 azonossagok hatarozzak meg: xy = yz,
ryz = T2y, TYZ = Yz, illetve ryze = wzyw. Tovabba ismert, hogy N'B =
LNBY RNB, és Xy = BV X teljesiil X = LN B, RN B, N B-re.

2.2. Szabad spektrum

Az 1. fejezetben néhany univerzalis algebrai fogalmat szemléletes modon
méar ismertettiink, most formalisan is megadjuk a definiciokat, ahol lehet,
az attekinthetGség kedvéért csak félcsoportokra. Félcsoportelméleti szem-
sz0gbdl kifejezéseken nemiires szavakat értiink, azaz, a szabad félcsoport ele-
meit. Pontosabban fogalmazva n-vdltozos félcsoport-kifejezéseknek, vagy ro-
viden n-vdltozds kifejezéseknek, nevezziik az n-elemii abécébdl (a valtozok
halmazabol) alkotott szavakat. Legyen t = t(z1,...,2,) = T4y Tiy . .. T4, €8y
n-valtozos kifejezés, az xyx;,, ... 2, (1 < j < k,m < k) kifejezést a ¢
részkifejezésének nevezziik.

Rogzitsiink néhany jelolést, amelyre késébb sziikségiink lesz. Legyen
tl = tl(,fl, Ce ,I‘n) = Ty Tijy - - - Ty, és t2 = tQ(,Il, Ce ,I‘n) = TjTjy...-Tj
két kifejezés, ahol z;, = x;,. Jelolje t; Wty ezen két kifejezés Osszefiizését
ugy, hogy az z;, csak egyszer szerepeljen: t; Wity = 2, ... 2;,%j,...2;,. A
th jelolést t azon kezddszeletére fogjuk hasznalni, amely az x;, valtozo elsé
el6fordulasaig fog tartani, és az xj-val végzodik. A t* pedig jeldlje ¢t azon zd-
roszeletét, ami az xp utolso eléfordulasatol kezdddik, és zp-t is tartalmazza.
Példaul, ha ¢ = xx3w0047375 €8 Ty = Tox3, akkor ) Wiy = 1123701403 7273,
t% = X123 valamint t‘;’ = T3Xo.

Hat = t(xq,...,z,) egy n-valtozos kifejezés, akkor A elemeinek behelyet-
tesitése a valtozokba meghataroz egy t4 n-vdltozds kifejezésfiigguényt:

m
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Aty és a ty kifejezések ekvivalensek egy A algebra felett ( t1(xq,...,2,) =
to(zy,. .., x,) vagy rdviden a t; = t, jeldlést hasznaljuk), ha t# és 2 egyenld.
Az n-valtozos kifejezésfiiggvények halmazat Clo, A-val jeloljiik.

Legyen t = t(z1,...,1,) egy n-viltozos kifejezés. Egy t# kifejezésfiigg-
vényt valodi n-vdltozésnak hivunk, ha minden valtozotol fiigg, azaz, ha min-
den 1 <17 < n esetén léteznek olyan ay,...,a;,_1,a,b,a;y1,...,a, € A elemek,

hogy
tA(ah sy (i1, Ay Qg1 - '7an> 7é tA(alv s 7ai—17b7 Qi1 - - '7an)‘

Jeloljiik az A folotti valodi n-valtozos kifejezésfiiggvényeket F, (A)-val. Ttt
Eo(A) jeloli A konstansait. Legyen p,(A) = |E,(A)]. A p,(A) sorozatot
az A algebra p,-sorozatinak nevezik. Nyilvanvaloan teljesiil a |Clo,A| =
S ieo (1) pe(A) egyenléség.

Legyen V végesen generdlt varietas, az 1. fejezetben ismertett jellést
hasznélva, F(n) a V varietasbeli, n-elem altal generalt szabad algebrat jeloli,
és X egy n-elemi generatorrendszere Fy(n)-nek (1. dbra).

g_>— ag Qa a
2 — 19 ko
. . . |X’
O, D
A%

Fy(n) = (30,35, 37) € AP

1. abra.

Ha az A algebra generalja a V varietast, akkor a
t=1t(xy,...,2,) —t*

leképezés izomorfizmus Fy(n) és az AA" részalgebréi (azaz, az A feletti n
valtozos kifejezésfiiggvények (Clo,A)) kozott. Tehat teljesiil az |Fy(n)| =
|Clo, A| Gsszefiigges, igy

o] = [Clo,al = 3 (7 )(a) 0

k=0



Ha |A| = k, akkor az 1. abrardl is leolvashato az |Fy(n)| < k*" egyenlot-
lenség, tovabba ismert, hogy |Fy(n)| = k*" pontosan akkor, ha A primal
algebra, azaz, minden fiiggvény kifejezésfiiggvény az A algebran. A V varie-
tas szabad spektrumén az n-elem altal generdlt szabad algebra elemszamanak
sorozatat értjiik (|Fy(n)|, n=0,1,2,...).

A kovetkez6 eredmények univerzalis algebrai jellegiiek, az elsé ketts R.
McKenzie-t6l szarmazik. Kongruenciadisztributiv varietasokrol szol a The-
orem 12.3 |[HM]|, azaz olyan varietasokrol, amelyekben minden algebra vari-
etashaloja diszributiv: ha ¥V nem trividlis lokdlisan véges kongruenciadisztri-
butiv varietas, akkor minden 0 < ¢ < 1-re van olyan elég nagy m, hogy m > n
esetén |Fy(n)| > 227 teljesiil. Azaz, ezekben az esetekben a szabad spekt-
rum nagy. Azonban az adott korlatok kozott sem lehet tetszGleges a szabad
spektrum, errdl szélnak az tgynevezett hézagtételek. Példaul, ha a V varie-
tas végesen generalt, akkor vagy van olyan véges c és k, hogy |Fy(n)| < enk,
vagy pedig |[Fy(n)| > 2"7% teljesiil valamely k pozitiv egészre és barmely
n-re (Theorem 12.2, [HM|). A kévetkezs tételek a szabad spektrum felss
hataratol valo eltérésre vonatkoznak. Legyen V egy k-elemi algebra altal
generélt varietas, jelolje dy(n) azt a nem negativ valos értéki fiiggvényt,
amelyre |Fy(n)| = k¥~ V. L. Murskii [Mu| megmutatta, hogy vagy
lim,, . dy(n) = oo teljesiil, vagy van olyan d < k egész, amelyre dy(n) = d.
J. Berman |Bel| igazolta, hogy ha k > 3, akkor van olyan csak k-tol fiiggs
¢ porzitiv konstans, amelyre vagy dy(n) > 2", vagy dp(n) = d teljesiil egy
d < k konstansra.

Az irodalomban szamos cikk foglalkozik a p,-sorozatok altaldnos tulaj-
donsagaval, illetve azzal, hogy milyen Osszefiiggések vannak az algebra és
a pp-sorozatanak tulajdonsagai kozott. Félcsoportok p,-sorozatainak tulaj-
donséagait vizsgaltak a kovetkezd dolgozatokban. A [CDRI1], [CR] cikkekben
leirtak az Gsszes olyan véges félcsoportot, amelyek p,,-sorozatara van polinom
korlat, azaz, van olyan k pozitiv egész, amelyre p, < n*. A [CDR2| dolgo-
zatban megadtak a korlatos p,-sorozattal rendelkezé félcsoportokat félhalok,
Boole-csoportok és derékszogii kotegek nilpotens bévitéseként.

2.3. Particidok

s,

halmazat értjiik, amelyek paronként diszjunktak (ezek a particio osztdlyai), és
egyesiteésiik az {1,...,n}. Jelolje I, az {1, ..., n} halmaz Gsszes particidinak
halmazat, és || a 7 partici6 osztalyainak szamat.

Legyen S(n,k) = [{m € II,,: |7| = k}|, az n-elemi halmaz k osztalyu
particidinak szama. Az S(n, k) szamokat mdsodfaji Stirling-szdmoknak ne-
vezzilk. Az {1,...,n} halmaz particidinak szamat B(n)-nel jeloljiik, ezek
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az ugynevezett Bell-szamok. A jeloléseinket hasznalva: B(n) = |II,| =
Yo S(n, k). A (2) formula [MW] a Bell-szamokra ad aszimptotikus becs-

lést: ]

B(n) ~ ﬁrn+%€r—n—1’ (2)
ahol rlogr = n. Barmely (> 0)-hoz létezik olyan [, amelyre ha n > [,
akkor n/logn < r < n(l + ¢)/logn. Megjegyezziik, hogy f(n) ~ g(n)
teljesiil, ha lim,, . f(n)/g(n) = 1, valamint a késébbiekben hasznalni fogjuk

az f(n) ~ieg g(n) jelolést is, amelyen a log f(n) ~ log g(n)-t értjiik.

3. Kifejezések ekvivalencidja kombinatorikus tel-
jesen O-egyszerti félcsoportok felett

Az [SSz1]-re és az [SSz2]-re tAmaszkodva kombinatorikus teljesen 0-egyszerti
féelcsoportok felett vizsgaljuk a kifejezések ekvivalenciajat. A kifejezésfiigg-
vények kiértékelésekor fontos szerepe van annak, hogy mely valtozok kovetik
egymast, ezeket az Osszefiiggéseket grafok segitségével tehetjiik szemlélete-
sebbé.

Jol latszik, hogy az 1. tablazatban szereplé M szendvicsmatrixokra az
utolso kivételével teljesiil a kovetkezd, ha my; = my; = m,,; = 1, akkor
m,; = 1. Azaz, az A, félcsoporthoz tartozo szendvicsmatrix kivételével,
az M matrixokat fel tudjuk tigy bontani csak 0-t vagy csak 1-et tartalmazo
blokkokra, hogy a blokkokat tekintve diagonalis matrixot kapjunk. Nevezziik
az ilyen tipusi matrixokat 1-blokk mdtriznak.

Az 1. tablazatban szerepld félcsoportok feletti kifejezések ekvivalencidja
két esetre bonthato aszerint, hogy az M szendvicsmatrix 1-blokk méatrix-e,
vagy sem, a 3.1. és a 3.2. fejezetben ezt a két esetet targyaljuk.

3.1. A szendvicsmatrix 1-blokk matrix

Ebben a fejezetben jelolje S az 1. tablazat valamely Ao-t6l kiilénb6z6 féleso-
portjat, és Mg pedig az S-hez tartozo szendvicsmétrixot.

Ahogy a 2.1. fejezetben mar lattuk a kombinatorikus teljesen 0-egyszerii
felcsoportok elemeire gondolhatunk tigy, mint elemparokra. Igy egy kifejezés
egy x; valtozojat is képreljik el ugy, mint egy (u;, v;) elempart. Legyen ¢t =

t(z1, e, ..., x,) egy n-valtozos kifejezés, rendeljiik t-hez a G(t) paros grafot
az alabbi modon. Legyen {uy,...,u,} a G(t) paros graf ,fels6” ponthalmaza,
és {v1,...,v,} az ,alsé” pontjainak halmaza. A v; ponthol vezet él az u;-be,

ha az z; valtozot x; koveti valahol a t kifejezésben, vagyis az z;x; részkifejezés
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t-ben. A 2. dbra a t = zyw3T0x4747371 237 Kifejezésher tartozd G(t) paros
grafot dbréazolja.

Uy U2 us3 Uy

U1 U2 U3 V4

2. abra.
t = XT1X3T9T4T4T3L1L3T

Hasonl6 félecsoport-kifejezésekhez rendelt gratkonstrukciok mashol is talalha-
tok ([Gr], [Hou], [Ma], [Tx]).

A G(t) paros grif z pontjdt tartalmazd komponensén azon pontok halma-
zét értjiik, amelyek a 2-bdl elérhetdk egy sétéval, jeloljiik Compg ) (2)-vel. A
2. abran lathato paros graf komponensei az {uy, ua, vs} és {ug, ug, v1,ve,v4}
ponthalmazok. Megjegyezziik, hogy a komponens fogalmét nem a hagyomé-
nyos értelemben hasznéljuk, ugyanis most csak pontokat tartalmaz, éleket
nem.

3.1. Allitas. |SSz2| Tegyiik fel, hogy Mg egy r x | tipusi mdtriz, és J jelilje
az azonos tipusi csak 1-et tartalmazd mdtrizot. Legyen p = p(xy, ..., x,) =

Tiy oo Ty €5q=q(x1,..., %) =4, ... x5, (i1, ik J1, -y dm €{1,...,n})
két kifejezés.

(i) Ha Mg = J, akkor S felett p = q akkor és csakis akkor, ha kovetkezdk
teljestilnek:

(a) a p-ben és a q-ban szerepld viltozok megegyeznek;
(b) har =2, akkor iy = ji;
(¢) hal =2, akkor iy, = jpn,.

(ii) Ha Mg # J, akkor S felett p = q akkor és csakis akkor, ha kovetkezdk
teljestilnek:

(a) G(p) és G(q) komponensei megegyeznek;
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(b) CompG(P) (uiy) = CompG(Q) (ujl);
(c) Compg(p) (vi),) = COHlPG(q) (v),)5
(d) ha Ms-nek van két azonos sora, akkor iy = ji;

(e) ha Ms-nek van két azonos oszlopa, akkor iy = jp,.

Egy paros graf komponensei particiokat indukdlnak a péaros graf pon-
tosztalyain. Példaul a 2. dbran lathato paros graf fels6 pontosztalyan az
{{u1,ua}, {us, us} } particiot, az also pontosztalyon pedig a {{v1, vo, v}, {vs}}
particiot indukaljidk. Ebben az esetben mindkét particid osztalyainak szama
ketts. A kovetkezG lemma arrol szol, hogy mennyivel térhet el a particiok
osztalyainak szama.

3.2. Lemma. Legyen t = t(x1,Z9,...,&n) = Ty Tiy ... Tqy, (i1,02,...,10 €
{1,2,...,n}), és t tartalmazza legaldbb egyszer mind az n vdltozét. Vala-
mint legyen a G(t) a t kifejezéshez tartozo pdaros grif az {uy, ug,...,uy} €s

{v1,v9, ..., v, } pontosztilyokkal. Ekkor a G(t) pdros grif két pontosztilydn a
komponensek olyan particiokat indukdlnak, melyek osztdlyainak szdma legfel-
jebb eggyel térhet el. Tovabba a G(t) pdros grafban legfeljebb két izoldlt pont
lehet, az w;, vagy a v, .

Bizonyitds. Mivel a G(t) paros graf pontosztalyain a graf komponensei
indukaljak a particidkat, konnyti latni, hogy az osztalyok szamaban csak tgy
lehet eltérés, ha a graf tartalmaz izolalt pontot. Mivel x;,z;,, a t részkifeje-
zése barmely j € {1,2,... k—1}-re, igy a t-hez tartoz6 G(t) paros gratban a
v, €s u;,, cstucsok kozott vezet él barmely j € {1,2,...,k—1}-re, és a t-ben
minden valtozo legalabb egyszer el6fordul. Tehat a G(t) grafban legfeljebb
két izolalt pont lehet, az u;, vagy a v;,.

|

Megjegyezziik, ha az el6z6 lemma feltételeinek megfelels G(t) paros graf-
ban az w;, izolalt pont, akkor az z;, valtoz6 pontosan egyszer fordul el6 a ¢
kifejezésben. Hasonl6an ha v;, izolalt pont, akkor a ¢ kifejezés utolso valto-
z0ja, az x;,, pontosan egyszer fordul el6 ¢-ben.

3.2. A szendvicsmatrix nem 1-blokk matrix

Az 1. tablazatban az A, az egyetlen olyan félcsoport, amelyhez tartozo szend-
vicsmatrix nem 1-blokk matrix. Az A, feletti kifejezések ekvivalencidjanak
vizsgélata egyszertibb, ha egy t kifejezéshez most nem egy paros grafot, ha-
nem egy G (t) tobbszords él nélkiili iranyitott grafot rendeliink a kovetkezd
természetes modon. Legyen t(xq1, 2, ..., x,) = t egy kifejezés Ay felett, és
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5)(t) jeloljon egy k pontn irdnyitott grafot a {vy, ve, ..., vx} ponthalmazzal.
A v;-b6l vezet €l vj-be, ha x;-t kéveti x; valahol t-ben, azaz, ha z;z; részki-
fejezés t-ben. Példaul a t = z1x32904042301 2325 kifejezés esetén az 3. abran
lathato iranyitott grafot kapjuk.

(%)

U1 Vg

U3

3. abra.
t= T1X3X2X4T4T3L1T3TQ

3.3. Allitas. [SS72| Legyen p(xy,...,xn) = x4 ... 25, €5 q(x1,...,7,) =
Ty oy, (G, 1y Jm € {1,...,n}) két kifejezés. Ekkor Ay felett
p = q akkor és csakis akkor, ha a kovetkezdk teljesiilnek:

(i) Gp) = Glg);
(ii) Liy = Tjys

(iii) z;, = ;,,.

4. Kombinatorikus teljesen 0-egyszerii félcsopor-
tok és szabad spektrum

Becslést adunk az 1. tablazatban szerepld varietdsok szabad spektrumaira.
Vizsgaljuk a generald félecsoport feletti valodi n-valtozos kifejezéstiiggvények
szamat, és az (1) Osszefliggeés segitségével becsiiljiik a szabad spektrumot.

4.1. Az SL, RNB,LNB,NB varietasok szabad spektru-

mail

Bar ezen varietasok szabad spektruma kozismert, levezetjiik a kombinatori-
kus teljesen O-egyszerti félcsoportoknél alkalmazott modszerekkel is.
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4.1. Allitas. Az SL szabad spektruma 2" — 1, n=1,2, . ...

Bizonyitds. Az SL varietast generalja az Y félcsoport, a kételemi félhalo.
Mivel a félhalok kommutativ és idempotens félcsoportok, igy egy félhalo fe-
letti kifejezésfiiggvény csak a valtozok halmazatol fiigg, azaz, az n-valtozos
kifejezésfiiggvények szama megegyezik az n-elemii halmaz Gsszes részhalma-
zainak szamaval, kivéve az iires halmazt.

4.2. Allitas. Az RNB és LN B varietdsok szabad spektruma n2"~', n =
1,2,...,

Bizonyitds. Az RNB és LN B varietasokat generalo félcsoportok duélisan
izomorfak, igy a szabad spektrumuk megegyezik. Tehat elég csak az egyik
varietas szabad spektrumat meghatarozni, legyen ez az RN B. Szamoljuk
ki a pr(R)-t elgszor. Az R félcsoportot Rees-martixfélesoport (1d. 2.1. fe-
jezet) alakban az M = [1 1} szendvicsmatrix definidlja. Mivel M-ben csak
1 szerepel, és 2 oszlopa van a 3.1. Allitas (i) pontja alapjan, két k valtozos
kifejezés pontosan akkor ekvivalens, ha azonos valtozokat tartalmaznak és az
utolsod valtozojuk megegyezik. Mivel k-féle lehetGségiink van az utolso val-
tozo kivalasztasara, igy k féle valodi k-valtozos kifejezésfiiggvény van, azaz,
pr(R) = k. Tehat a (1) formulat felhasznélva [Fryg| = > k(}) = n2" .

|

4.3. Allitas. Az N'B varietds szabad spektruma n(n +1)2"2, n=1,2,....

Bizonyitds. Az N félesoport generalja az N'B varietast. N-et Rees-matrixfél-

csoportként az M = E ﬂ definialja (1d. 1. tablazat). Mind a sorok mind az

oszlopok szama ketts M-ben, igy a 3.1. Allitas (i) pontja alapjan az elsG és
utolso valtozoknak meg kell egyezni két kifejezés ekvivalenciajanal. Tehat k2
fele valodi k-valozos kifejezésfiiggvény lehetséges N felett. Igy az (1) fomula
alapjan |Fap(n)| = Y k2(}) = n(n + 1)2"2 teljesiil.

|

4.2. A B varietas szabad spektruma

A B varietast a Bo félcsoport, az tigynevezett 6telem kombinatorikus Brandt-
félcsoport, generdlja. Ezen félcsoportot 2.1. fejezetben definidlo relacidokkal
is megadtuk a zéruselemes félcsoportok korében. A bevezetésben szerepld
Berman-tétel a B varietasra a kovetkezGt allitja: van olyan d szam, hogy
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elég nagy n-re d5" < |Fg(n)| < 57™ teljesiil, ahol o(n) = 22 (F)4" 64
Mi, felhasznalva a 3.1. fejezetben ismertetett paros graf konstrukciot, ennél
lényegesen jobb, aszimptotikus, becslést adunk a szabad spektrumra.

A B, félcsoporthoz, mint Rees-matrixfélcsoporthoz, a 2 X 2-es egységmét-
rix tartozik szendvicsmatrixként, igy a 3.1. Allitas kovetkezs specidlis esetét

kapjuk.

4.4. Allitas. Legyen p = p(x1,...,2,) = @4y ... 25, 65 q = q(21,...,7,) =
Ty ooy, (G, 1y Jm € {1,...,n}) két kifejezés. Ekkor By felett
p = q akkor és csakis akkor, ha

(i) a G(p) és a G(q) pdros grifok komponensei megegyeznek;
(ii) Compg, (uiy) = Compg, (uj);
(iii) Compg,)(vi,) = Compgy (vj,,)-

A 2.2. fejezetben definidltuk a kifejezések Osszeftizését, a kovetkezd lemma
helyessége az Gsszeftizés definiciojabol adodik.

4.5. Lemma. Legyent, = t1(xy1,...,%,) = Tj Ty . .. Ty, €5ty = to(Ty,...,2y)
= T,,T,...%j, két kifejezés, amelyre x; = x;. Hat = t; Wiy, akkor a
t-hez tartozé G(t) paros grdf potjai (élei) a G(t1) és G(ts) grafok pontjainak
(éleinek) unidja.

Az alabbi lemma a valodi n-valtozos kifejezésfiiggvényeket jellemzi Bo
felett.

4.6. Lemma. Ha at = t(xq,...,x,) kifejezés tartalmazza mind az n darab
viltozot, akkor tB2 valddi n-vdltozds.

Bizonyitds. Legyen i € {1,...,n}, és vegyiik a kovetkezs két kiértékelését
t-nek B, felett:

b=1tP2([1,1],...,[1,1]) & c=1t®2([1,1],...,[1,1],0,[1,1],...,[1,1]),

ahol a masodik esetben 0-t az z; valtozoba helyettesitettiik. Mivel az [1, 1]
idempotens és a 0 zéruselem Ba-ben, igy b = [1,1] # 0 = ¢. Tehat a ¢B2
kifejezésfiiggvény fiigg az Osszes valtozdjatol.
|
A 3.2. Lemmaban lattuk, hogy a ¢ kifejezéshez tartozd G(t) paros graf
komponensei milyen elemszamu particio-parokat indukilhatnak a pontoszta-
lyokon. A kévetkez6kben megadunk minden olyan particié-parhoz, melyek
osztalyainak szdma megegyezik, egy-egy olyan t kifejezést, amelyhez tartozo
G(t) paros graf éppen ezen particiokat indukalja a graf pontosztalyain.
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4.7. Allitas. [KSz1] Legyen m, az {uy, ..., u,}, m pedig a {vy,...,v,} hal-
maz egy-eqy olyan particidja, amelyre |m1| = |ma| = k (1 < k < n) teljesiil.
Minden ilyen w1, mo particio-pdrra létezik olyan t = 1 ...x1 n-vdltozos ki-
fejezés amelyre tB2 eqy valddi n-vdltozds kifejezésfiigguény, és a hozzdtartozo
G(t) pdaros grdf komponensei a my €s mo particickat indukdljik az {ui, ..., u,},
illetve {vy,...,v,} halmazokon.

Bizonyitds. Az allitast n szerinti indukciéval bizonyitjuk.

Az allitas nyilvanvaloan teljesiil n = 1-re, a t = x1x1 kifejezéssel. n = 2
és k = 1 esetén a t = xiwoxoxy kifejezés, n = 2, k = 2-re pedig a t =
xr1wexy kifejezés megadja a kivant paros grafot. A 4.6. Lemma alapjan ezen
kifejezések valodi kétvaltozos kifejezések.

Legyen n > 3. Tegyiik fel, hogy az allitas teljesiil minden olyan n’-re, ahol
n’ < n. Az n-elemii halmazon minden k (1 < k < n) osztalya particio-parra
mutatunk egy kifejezést.

1. eset: k=n.

Minden osztéaly egyelemi m-ben és mo-ben is. Koénnyt ellenérizni, hogy
at=xixomws. .. x,1 kifejezésher tartozo G(t) graf teljesiti a feltételeket, és
a 4.6. Lemma alapjan a tB2 valodi n-valtozos.

2. eset: k < n, és van olyan v, amelyre sem az u; sem a v; nem alkot
egyelemi osztdlyt.

Legyen u;,u; € A € m és v;,v; € B € my. Toroljiik u-t m-b6l és v;-t
mo-b6l. Két olyan particiot kapunk, 7i-t, illetve 7i-t, amelyeknek k osztalya
van az {1,2,...,i—1,i+1,...,n} indexd n — 1-elemt halmazokon.

Elgszor tegyiik fel, hogy i # 1. Az indukcios feltevés szerint van olyan
tn_1 = 21 ... 21 kifejezés, amely (n—1)-valtozos, és amelyre t22, valodi n— 1-
valtozos, tovabba G(t,—1) komponensei a 7f és 7} particiokat indukaljak.

Mivel tfﬁl valodi n — 1-valtozos, az x1,...,2; 1, i1, ..., Ty valtozok mind
szerepelenk ¢, i-ben, és igy van olyan részkifejezése t,,_1-nek, amely x,.x; és
z;xs alaka valamely r,s € {1,...,i — 1,4+ 1,...,n}-re. Tekintsiik a

t=t, Wt Wrxz, Wt

kifejezést. A 4.5. Lemma szerint a G(t) graf a G(t,—1)-hez képest két 1j
pontot, az u;-t és a v;-t, illetve két 1j élt, az u;v,.-et és az ugv;-t tartalmaz.
Mivel w,,usv; € E(G(t,—1)), igy u; és wu; és hasonléan v; és v; a G(t)
azonos komponenseihez tartoznak, és nincs két olyan kiilonb6z6 G(t,,—1)-beli
komponens, ami G/(t)-ben dsszekapcsolodna. Igy t teljesiti a feltételeket.

1. Példa. Tekintsiik az {{uq, u2, us}, {us}}, valamint a {{vy,vs}, {ve,v3}}
particiokat, amelyek teljesitik a 2. eset feltételeit (n = 4,k = 2), és i-t
valaszthatjuk 4-nek. A 4. dbran kiilonboz6 szinekkel jeloltiik a particiok
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Ui U9 us U4

° ° ° °

° °

U1 V4
4. 4bra.

osztalyait. Lathato, hogy az uy-gyel és a vy-gyel egy osztalyban van példaul
az up, illetve a vy, igy, a bizonyitas jeloléseit hasznélva, | = 7 = 1. Ha
toroljiik az ug-et és vy-et a particiokbol, ellenérizhetd, hogy az indukci6 soran
at,_ 1 = t3 = r1x301203T221 Kifejezést kapjuk, amelyhez az 5. abran lathato
paros graf tartozik. A t3 valodi 3-valtozos, igy tartalmaz x,.x, és xyxs alaka

Uq U2 us

M

5. abra.
G(t3)

részkifejezést is, valaszthatjuk az r-et 2-nek és s-et 3-nak. Igy az eredeti
particiokhoz tartozo t kifejezést a kovetkezdképpen kapjuk:

9 —
t= t3 W tg () ToXyT3 W t% = T1T3T1T3T2X1 W T1Xx3X1X3T2 () ToI4T3 W T3Tol1 =
= T1X3T1Xx3X2X1X3L1X3L2L4X3L2LT -

A 6. abran a t kifejezéshez tartozo paros grafot adtuk meg. Az 5. illetve a
6. abrakat Gsszehasonlitva jol latszik, hogy G(t) a G(t3)-hoz képest csak két
1j pontot és két 1j élt tartalmaz, a komponensek szama nem valtozik, és a
G(t) graf a kivant particiokat indukalja a pontosztalyokon.

Most legyen ¢ = 1. To6roljiik ui-t m-b6l és vi-et mo-bol.
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Ui U9 us U4

V1 (W

6. abra.
G(1)

A 7 és m), particiokat kapjuk, amelyeknek k osztalya van az n — 1-elemii
{2,3,...,n} indexi halmazokon. Ha az indukcios feltevést alkalmazzuk az x4
helyett az x5 valtozora, a t, 1 = ...z kifejezést kapjuk, amelyre a G(t,,_1)
komponensei a 7} és a 7} particiokat indukaljak. Tovabba t,_; tartalmazza
az x,x; és x;x, részkifejezéseket, valamely r, s € {2,...,n}-re. Legyen

t=ma,Wtd Wi, Wit | W,z

G(tn—1)-hez két pontot és két élt adtunk, hogy megkapjuk G(t)-t. A v;
pontot ug-sel, a v,.-t ui-gyel kotottiik Ossze, és igy a t kifejezés a m; és mo
particiokat indukélja.

2. Példa. Itt is vehetjiik az 1. példaban szerepld {{uy, ug, us}, {us}}, illetve
{{v1,v4}, {v2, v3}} particiokat, csak most i-t 1-nek valasztjuk. Az u;-gyel és
a vi-gyel egy osztalyban van a példaul az us, illetve a vy, igy, a bizonyitas
jeloléseit hasznalva, [ = 2,5 = 4. Toroljilk az ui-et, és vi-et a particiokbol.
Az indukcios feltevést xo-re alkalmazva a t,_1 = t3 = Tax423147325 Kifejezést
kapjuk. A t3 valodi 3-valtozos, igy tartalmaz x, x4 és xyx, alaka részkifejezést
is, ebben az eset r = s = 3. Igy az eredeti particiokhoz tartozo t kifejezést a
kovetkezGképpen kapjuk:

3 3
t= T1T3 () tg ) t3 W tg () T3l = 13 () T3T9 () X434 T3T9 () ToTyT3 W 31
= T1X3X2X4X3X4X3X2X4X3X1 -

Konnyen ellenérizhetd, hogy a t kifejezéshez tartozod graf a megadott par-
ticiokat indukalja a pontosztalyokon.

3. eset: k <n és barmely 1 <1 < n-re vagy u; alkot eqyelemi osztdlyt
m-ben, vagy v; alkot eqyelemid osztdlyt mo-ben.

Mind 71, mind 7y tartalmaz legalabb egy nem egyelemt osztilyt, mert
k < n és |m| = |m|. Legyen u; és v; egy-egy olyan elem, amely legalabb
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kételemt osztalybol valo. Megjegyezziik, hogy az altalanossig megszoritasa
nélkiil feltehetjiik, hogy i # 1 és j # 1. A feltevés szerint, v; és u; egyelemi
osztalyt alkot. Legyen w;,us € A € m és vj,v; € B € my. Ha tordljiik u,-t,
v;-t, uj-t és v;-t, akkor az n — 2-elemt halmazon vett 7} és 7} particiokat
kapjuk, amelyeknek k — 1 osztalya van. Az indukcids feltevés szerint van
olyan t, o = x1...x; kifejezés, amelyre a G(t,_2) a 7 és 7w particiokat
indukalja. Mint az el6z6ekben, most is taldlunk a ¢, _o-ben z,x, és x;7)
alaku részkifejezést, valamely p,r € {1,...,n} \ {i,j}-re. Legyen

t =ty o Wit oW x,mwm, Wil _,.

A G(t) graf négy 1j pontot (u;,uj, v;,v;), és harom 10j élt (u,v;, w;v;, wv,)
tartalmaz a G(t,_s)-hez képest. Azaz, v; és u; egyelemt osztalyokat alkotnak,
u; és u, egy osztalyba esnek, hasonloan v; és v is. Igy G(t) a m és m
particiokat indukélja.

3. Példa. Vegyiik az {{u1,us}, {us}, {us}}, és a {{v1}, {va}, {vs, v4}} par-
ticiokat, amelyek teljesitik a 3. eset feltételeit (n = 4,k = 3). Az ug és
a vy egy-egy olyan elem, amely nem egyelemt osztalybol vald, tovabba u,
egy osztalyban van wus-vel, vy pedig vs-mal. A bizonyitas jeloléseit hasznalva
1=2,7=3,s=1¢és1=4. A vy-t és az uz-at tartalmazo osztalyok egy-
elemiiek. Ha toroljiik us-t, vo-t, us-at és vs-at az eredeti particiokbol, akkor
az {{u1},{us}} és a {{v1},{vs}} particiokat kapjuk. Az indukcios feltevés
szerint ehhez a particio-parhoz a t,,_o =ty = x12421 kifejezés tartozik. A to
tartalmaz x,x; és x4, alaki részkifejezést is, ahol r = 4 és p = 1. Igy az
eredeti particiokhoz tartozo t kifejezést a kovetkezdképpen kapjuk:

4 _
t =1 Wi, Wayronzr, W t% = 124701 Y1204 W T4Tox301 W1 =
= T1X4T1T4T2T37 1.

A t kifejezéshez tartozo G(t) paros graf a megfelelg particiokat indukalja a

pontosztalyokon.
|

Most becslést adhatunk a By félcsoport p,-sorozatéra.

4.8. Tétel. |KSz1| Jelilje p, = p,(B2) a By feletti valddi n-vdltozos kifeje-
zésfliigguények szamdt. Ekkor

log p,, ~ 2nlogn.

Bizonyitds. A 4.6. Lemma szerint, p, megegyezik azon t = t(z1,...,x,)
kifejezések szamaval, amelyekben szerepel az osszes (z1,...,x,) valtozo. A
rovidség kedvéért, az ilyen kifejezéseket valodi n-valtozdsnak nevezziik. A
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4.4. Allitas alapjan, egy valodi n-valtozos t kifejezés By felett csak a G(t) graf
komponenseitél és a t elsé és utolso valtozojatol fiigg. Igy legfeljebb n?B(2n)
darab valodi n-valtozos kifejezés van By felett, ahol B(n) a Bell-szamokat
jeloli (Id. 2.3. fejezet). Masrészt, a 4.7. Allitasban minden azonos elem-
szami particio-parra megadtunk egy-egy valodi n-valtozos kifejezést. Tehat
a kovetkez6 egyenltlenséget kapjuk:

n

S (S(n,k))? < pa < n?B(2n), (3)

k=0

ahol S(n, k) a masodfaju Stirling-szamokat jeloli (Id. 2.3. fejezet). A négy-
zetes és a szamtani kozép kozotti egyenlGtlenséget felhasznalva becsiilhetjiik
pn-t B(n)-nel a kovetkezGképpen:

a2 Y (S(n.k)? = (Y S(n,k))*/(n+1) = B(n)*/(n +1).

Mivel f(n) ~ g(n) a lim,,_, a,/b, = 1-t jeloli, igy lim,_, log(a, — b,) = 0.
Ha n/logn-t irunk r helyébe a (2)-ben, also becslést kapunk a B(n) Bell-
szamra, barmely n-re:

1 n ntg n 1
li log B(n) —1 — Togn " -
i et G2 )
1
2

= lim (logB(n)— (nlognjti —n—1-— (n+ )loglogn)) >0,
logn

n—oo
és igy a kovetkez6t kapjuk

lim (log(B(n)2/(n +1)) — <2n logn + 9 '
n—00 logn

1
2n —2—2 (n+§) loglogn—log(n—i—l))) > 0.

Ennek segitségével also becslést adhatunk log p,,-re:

n

—2n—2— (4)

n—~0o0

lim (logpn — <2n logn + 2
logn

1
2 (n—i— 5) loglogn — log (n + 1))) > 0.

Ahhoz, hogy fels§ becslést kapjunk logp,-re, feliilr6l kell becsiilniink a
B(2n) Bell-szam logaritmusat. Legyen r egy olyan valds szam, amelyre
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rlogr = 2n. Ekkor, barmely ¢ > 0-ra, létezik [ ugy, hogyha n > [, akk-
or r < 2n(1 + ¢)/log 2n. Felhasznélva ezt (2)-ben a kovetkezdt kapjuk:

1 (2n(1 242 e
nh—>nolo (log B(2n) — log <\/ﬁ ( rlz(()g ;_ng)) 6210g2+n)_2n_1)) <0,

és igy

1
lim (log B(2n) — (2n log 2n + log (1 + ¢) (Qn + —) +

n—00 2

2n(1 1
M—Zn—l— 2n 4+ — | loglog 2n <0.
log 2n 2

Behelyettesitve a log(n?B(2n)) = log B(2n)+2logn és a log 2n = log n+log 2
kapjuk, hogy

1
lim (logpn - (2nlogn+log(1 +e¢) <2n+ 5) + (5)
2n(1 +¢)
———= —2n(1 —log2) —1—
log 2n n( 0g2)

1
<2n + 5) loglog 2n + 210gn)) <0.

A (4) als6 becslésben és az (5) felss becslésben a meghatarozo tag mindkét
esetben a 2nlogn. Igy
log p, ~ 2nlogn,

és ez az, amit bizonyitani akartunk.
|
Az el6z6 eredményt felhasznélva a B szabad spektruméara a kovetkezd
becslés adodik.

4.9. Tétel. [KSz1]
log |Fg(n)| ~ 2nlogn.

Bizonyitds. A B varietas szabad spektrumanak meghatéarozasara az (1)
Osszefiiggést hasznaljuk:

Fawl = (1)

k=0

Mivel (Z) < 2", igy nyilvanvaloan teljesiil a

S pe < [Es(n)] <2 py
k=0 k=0
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egyenlStlenség. A 4.4. Allitas és a 4.6. Lemma alapjan a (p;)5, szigorian
monoton nove, igy
pn < |Fgp(n)| < 2"np,.

A (4) és (5) egyenlttlenségeket felhasznéalva kapjuk:
log |Fs(n)| ~ 2nlogn.
|

4.3. Az LNB,, RNBy, NB, varietasok szabad spekt-
ruma

Az LN By, RN By, NB;y varietasok vizsgalata a 4.9. Kovetkezményben sze-
replé eredményen alapul. ElGszor nézziik meg, mit mondhatunk ezen varie-
tasok p,-sorozaténak és a p,(Bg) viszonyarol.

4.10. Allitas. |[KSz3| Az Ny, Ly, Ry félcsoportok feletti valodi n-vdltozds
kifejezésfiigguények szama kielégiti az aldbbi egyenldtlenségeket:

pn(B2) < pn(L2> = pn(R2) < pn(N2) < n2pn(B2)'

Bizonyitds. Mindharom félcsoport esetén egy t kifejezés altal indukalt kifeje-
zésfiiggvény a G(t) graf komponenseitdl és az elsé, illetve az utolso valtozoktol
fiigg. Szimmetriai okokbol p,(L2) = p,(Rz). Valamint By < Ly < Na, igy
Pn(B2) < pu(La) = pu(Rz) < po(Ng). A 3.1. Allitds (2) pontja alajin a
kifejezések ekvivalencidjaban kiilonbség csak az els és utolsé valtozok szere-
pében van. A By félcsoport esetén a G(t) griafhoz legalabb |Compg, (t)|? féle
kiilonbozo kifejezésfiiggvény tartozik, mig az N, esetén legalabb n? féle. Igy
pn(N2) < n?p,(Ba).

|

4.11. Tétel. [KSz3] Jeldlje V az LN By, RN Bs, N By varietdsok valamelyi-
két. Ekkor
log |Fy(n)| ~ 2nlogn.

Bizonyitds. A 4.10. Allitas szerint a fenti V varietasok barmely S generald
félcsoportjara teljesiil, hogy p,(B2) < p,(S) < n?p,(Ba), ¢és igy

[Fs(n)| < [Fyu(n)| < n’|Fp(n)].

Az kifejezések logaritmusat véve, és alkalmazva a log |F(n)| ~ 2nlogn ssze-
fiiggést a 4.9. Tételbdl, kapjuk, hogy
log Fy(n) - logF(n) 16 log Fy(n) < logF(n) N 1

3¢ — — 1.
2nlogn — 2nlogn 2nlogn — 2nlogn n
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Igy teljesiil a |Fy(n)| ~ 2nlogn dsszefiiggés.

4.4. Az A varietas szabad spektruma

A 3.2. fejezetben megadtuk, hogyan lehet egy ¢ kifejezéshez egy 6(1&) ira-
ﬁ

nyitott grafot rendelni. Ha van olyan irdnyitott séta G irdnyitott grafon,
ami tartalmazza az Osszes élt (nem koveteljiik meg, hogy pontosan egyszer),
akkor ezt a sétat Fuler-sétdnak nevezziik.

A kovetkezs lemma a 3.3. Allitas kovetkezménye:

— —

4.12. Lemma. Legyen G egy n ponti iranyitott graf. Ha G tartalmaz zdrt
Euler-sétdt, akkor pontosan n? sok nemekvivalens valédi n-vdltozds kifejezés
indukdl azonos iranyitott grdfot.

— —

Bizonyitds. Jelolje vy, ..., v, a G pontjait. Mivel G-ben van zart Euler-séta

D . 7 Y . Y

ezért van olyan zart Euler-séta, ami v;-vel kezdddik: p; = v;...v;, illetve

van v;-bél v;-be mend séta is: py = v;...v;. Igy a a p; és a py Osszeftizésére,
p = xj...x;-re, teljesiilnek a kovetkezdk:

(i) lefedi G Gsszes élét, mivel ez mar p-re is teljesiil;
(ii) vj-vel kezdddik;
(iii) v;-vel végzddik.
gy a megfelels t = xj...x; kifejezésre teljesiilnek:
(i) Gt =G
(ii) xj-vel kezdddik;
(iii) x;-vel végzddik.

Ezt a konstrukciot megismételhetjiik barmely 1 < 7,5 < n-re, igy n? sok
— P
kiilonb6z§ kifejezés indukalja G-t. Masrészt, a 3.3. Allitas szerint az Gsszes

—
olyan kifejezést felsoroltuk ezzel, ami G-t indukalja.
[

4.13. Allitas. [KSz2| Jeldlje D(n) azon n ponti irdnyitott grafok szdmidt,
amelyek rendelkeznek zdrt Euler-sétdval. Ekkor D(n) = o(2").
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Bizonyitds. Legyen E’) egy n pontu irdnyitott graf. Ha E') nem tartalmaz
zart Euler-sétat, akkor van olyan S C V(G) ponthalmaz, amelyre nem vezet
¢l S-b6l V(G)\ S-be. Legyen S pontjainak szama k. Ekkor 2¥° sok (tobbszo-
ros él nélkiili) iranyitott graf lehetséges S-en, 2(n=F)? g0k iranyitott graf van
V(G) \ S-en és 2"=F* Jehetdség van a V(G) \ S-bél S-be mend élekre. Igy
ok*9(n=k)?on=k)k qarah olyan iranyitott graf van, amely nem tartalmaz S-bél
indul6 éleket. Az S ponthalmaz elemeit (Z) féleképpen vélaszthatjuk meg.
k = 1-re és k = n — 1-re kapjuk, hogy

(711) 21791211y (n (1)) g1 —

n—1

2 2
= 2.n2" —n—+1 S nan —n+4‘

Tovabbé (Z) < 2"-b6] kvetkezik, hogy

k
1 <k <n—1 esetén pedig

(n) 2k22(n—k’)22(n—k)k < 2n2k22(n—k’)22(n—k’)k’ — 2n2+n—nk’+k’2‘

2.4 2 2_
2n +n—nk+k S 2n n+4.

Jelolje N (n) azon n pontu iranyitott grafok szamat, amelyek nem tartalmaz-
nak zart Euler-sétat. Ekkor

n—1
N(n) < Z (Z) ok?o(n—k)?o(n—k)k_
1

Az el6z6 becslést alkalmazva a kovetkezd felss korlatot kapjuk N(n)-re:
N(n) < n27 =" 4 (n — 2)27° "+ < (2 — 2)27 "+,
Mivel N(n) + D(n) = 2", igy D(n) = o(2").

4.14. Tétel. |KSz2|
[Fa(n)| ~n2".

Bizonyitds. A 3.3. Allitas szerint az A, feletti kifejezések, valamint
az iranyitott grafok és a pontparok megfelelnek egymasnak, igy a |F4(n)| <
n2mn* egyenl6tlenség teljesiil. A 4.12. Lemmabol és a 4.13. Allitasbol a valodi
n-valtozos kifejezésfiiggvények szamara kapjuk, hogy p,(As) = n? - 0(2”2).
Mivel p,(Az) < [F4(n)], igy:

[Fa(n)] = o(2m+2108™).
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4.5. Tovabbi becslések a B,-t tartalmazé varietasok sza-
bad spektrumara

A B, LNBy, RN By, N B,y varietasok szabad spektruméara adott becslések
kozel sem olyan pontosak, mint amit az |F 4(n)| elemszamra adtunk. Mig az
utobbi esetben becslésiink aszimptotikus, az els6 harom varietas esetén csak
a szabad spektrum logaritmuséira adtunk aszimptotikat. Raadasul, mindhé-
rom varietasra ugyanazt a kozelitd értéket kaptuk. Azonban teljesiilnek a
kovetkezdk:

B2<R2<N2 és B2<L2<N2,

tovabba

B<RNBy<NBy és B< LNBy<NBs,

ahol az Osszes tartalmazas valodi.
Ezért a p,-sorozatok és a szabad spektrumok kozott is valodi egyenlGt-
lenség all fenn:

pn(B2> < pn(L2) = pn(R2) < pn(N2>7

és természetesen

[Fs(n)| < [Fens,(n)] = [Fras, (n)] < [Fas,(n)]-
A 4.10. Allitas alapjan pedig

pn(N2) < n’pn(Ba) és  [Fp,(n)| < n’[Fs(n)]

is teljestil.
A kovetkezd lemma a 4.7. Allitas altalanositasanak tekinthetd.

4.15. Lemma. Legyen m az {uy,...,u,}, m pedig a {vi,...,v,} halmaz
eqy-eqy olyan particidja, amelyre |m| = |m| = k (1 < k < n) teljesiil,
és legyen 1 < 4,5 < n. Minden ilyen m, m particio-pdrra létezik olyan
t = x;...x; n-vdltozds kifejezés amelyre B2 egy valddi n-vdltozds kifejezés-
fligguény, és a hozzdtartozo G(t) pdros grif komponensei a w é€s Ty particickat
indukdljdk az {uy, ... ,u,}, illetve {vy,...,v,} halmazokon.

Bizonyitds. Legyen t = x1 ... 2, olyan n-valtozos kifejezés, amely a 7-et
és mo-t indukalja a t-hez tartozo G(t) paros graf megfeleld pontosztalyain.
Ilyen kifejezés a 4.7. Allitas alapjan létezik. A 2.2. fejezet elején bevezetett
jeloléseket hasznalva, legyen t; = t'wtwtl. Igy a t; kifejezés elss valtozoja x;,
az utolsé pedig z;. Valamint a t;-hez tartozo G(t,) paros graf tartalmazza
G(t) Osszes élét, mivel ¢ részkifejezés ti-ben. Tovabba t; a t részkifejezéseibdl
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épiil fel, igy nem tartalmaz sem extra éleket, sem extra pontokat. Tehat

teljesiil a G(t;) = G(t) egyenldség, igy a 4.7. Allitas alapjan a lemma teljesiil.

|

El6szor a By félcsoport p,-sorozatara adunk az eddigieknél jobb also és
fels6 korlatot.

4.16. Allitas. |[KSz3| A By félcsoport p,-sorozatdra az aldbbi egyenldtlensé-
gek teljesiilnek:

n n—1 n—1
> ES(n k) +2) n(k—1)S(n— Lk +> n(n—1)S(n—2,k)* <
k=1 k=1 k=1
n n—1
< REIS(n, k) 42> n(k—1)(k = 1)IS(n — 1,k)S(n, k)+
k=1 k=1
n—1

+Y n(n—1)kS(n -1,k

1

B
Il

Bizonyitds. A 4.7. Allitas bizonyitasaban minden olyan particio-parhoz,
amelyek mérete megegyezik, mutattunk olyan kifejezést, amely pont a meg-
felelg particiokat indukalja G(t)-n. Ezt hasznéltuk fel a 4.8. Tétel bizonyi-
tasanal, és igy kaptuk a (3) formulédban az als6 becslést. Ez azonban nem
feltétleniil adja a legpontosabb alsd becslést a kifejezésfiiggvények szaméra.
Ahogy a 3.2. Lemméaban mar lattuk a két particio osztalyainak szama eltér-
het, igaz, hogy csak legfeljebb 1-gyel, de mér ily modon is tobbfajta kifeje-
zéshez juthatunk. Tovabba minden particio-parhoz esetleg tobb kifejezés is
rendelhetd.

Hat =t(xy,x9,...,&n) = T4y Tiy - .. Ty, (i1, 00, .., 0 € {1,2,...,n}) olyan
kifejezés, amely tartalmazza legalabb egyszer mind az n valtozot, valamint a
G(t) a t kifejezéshez tartozo paros graf az {uy, us, ..., u,} és {v1,ve,...,v,}

pontosztalyokkal, akkor, ahogy a 3.2. Lemmaban belattuk, legfeljebb két
izolalt pont lehet G(t)-ben, az u;, vagy a v;, . Kiilonboztessiink meg harom
esetet aszerint, hogy 0, 1 vagy 2 izolalt pont van G(t)-ben, ezek fogjak rendre
adni az allitasban szerepld becslések harom Osszegzését.

1. eset: G(t)-nek nincs izoldlt pontja.

Ez az az eset, amelyet a 4.8. Tétel bizonyitdsanal hasznaltunk az also
becsléshez, a 4.7. Allitast felhasznalva, vagyis itt a két particio osztalyainak
szama megegyezik. Az ott szerepl6 konstrukcioban nem maradt izolalt pont.
A kiindulési kifejezésiinkben, x2-ben, nincs izolalt pont, az indukcios 1épések-
nél sem keletkezett tijabb izolalt pont, hisz az Gj valtoz6t mindig két masik
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valtozo kozé tettiik be. Tehéat, ha nincs izolalt pont G(t)-ben az {uq, ..., u,}
és a {vy,...,v,} halmazokon két egyforma méretii particiot indukal a graf.
Az also becslés els6 tagjat a kovetkezdképpen kapjuk. A 4.15. Lemma alap-
jan az {uy,...,u,} és a {vy,...,v,} halmazok két tetsz6leges k-elemt 7y, 7o
particiojahoz, illetve az {1,2,...,n} halmaz barmely két eleméhez létezik
olyan kifejezés, amely a 7y, mo particiokat indukalja, és a megfeleld valtozoval
kezdgdik és végzédik. Az n-elemi halmaz k-elemt particidinak szama S(n, k)
(1d: 2.3. fejezet), igy a megfelels particio-parok szama S(n, k)2, és az elsS és
utols6 valtozo a particiock barmely osztalyabol valaszthato. A 4.15. Lemma
szerint minden ilyen tulajdonsagu m, mo particio- és valtozoparhoz van leg-
alabb egy t kifejezés, igy az 1. esethez tartozo kifejezések szama legalabb
k*S(n, k)2

A 4.8. Tétel bizonyitasanal a fels§ becsléshez a 2n-elemi halmaz parti-
cioink szamat (B(2n)) hasznéltuk, ennél jobb becslés is adhato. Vizsgaljuk
meg, hogy legfeljebb hany olyan kifejezés van, amely a 7, mo particidkat in-
dukalja. Legyen |m| = |ma| = k. A graf élei egy parositast hataroznak meg
a m és a my osztalyai kozt. Az elsé és utolso helyre is k osztaly keriilhet. A
parositas m; és my osztalyai kozt pedig k! féle képpen valosithaté meg. Az
els6 esethez tehat maximum k%k!S(n, k)? kifejezés tartozik.

2. eset: G(t)-nek egy izoldlt pontja van.

At=t(z,29,...,0,) = TiTiy - .. T4, (31,92, ...,0 € {1,2,...,n}) kifeje-
zéshez tartozo G(t) grafban az izolalt pont vagy w;, vagy v;,. A szimmetria
miatt elég az egyik esetet vizsgalni, hiszen ha a ¢ kifejezéshez tartozo G(t)
grafban w;, az izolalt pont, akkor a valtozok forditott sorrendjével kapott
T, ... T, kifejezéshez tartozo graftban v;, lesz izolalt pont és forditva.

Tegyiik fel, hogy w;, az izolalt pont, igy az x;, elsd valtozd pontosan
egyszer fordul el6 a kifejezésben. Ha az els6 valtozot levagjuk a kifejezésbél,
akkor az alsé becslést az el6z6 esethez hasonléan kapjuk, csak most n — 1-
valtozosnak kell a kifejezést tekinteni, illetve az elsé valtozot n féleképpen
valaszthatjuk meg. A fels§ becslésnél az n — 1, illetve az n-elemii halmazon
kell tekinteni a k osztalyn particiot. Az osztalyok kozotti parositas (k — 1)!
feleképpen valosithato meg ebben az esetben.

3. eset: G(t)-nek két izoldlt pontja van.

Ebben az esetben mind az u;, mind a v;, izolalt pont a G(t) paros graf-
ban. Tehat mind az elsG, mind az utols6 valtoz6 pontosan egyszer szerepel
a kifejezéshen, igy ezeket n(n — 1) féleképpen lehet megvalasztani. Az also
becslésnél a megmaradt n — 2 valtozobol allo kifejezések szamét becsiiljiik.
A fels6 korlatnal pedig az n — 1 pont k osztalya particidinak szamat kell
meghatarozni. Igy megkapjuk a harmadik 6sszegzést is az also, illetve a felsé
becslésre.
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A 4.16. Allitas eredményeit felhasznalva Lo, Ry és az No félcsoportok
pp-sorozatara a kovetkezd also és felsG becsléseket kapjuk.

4.17. Allitas. |[KSz3| Az La, Ry és az Ny félcsoportok p,-sorozatira az
alabbi egyenlitlienségek teljesiilnek:

3
._.
3
|

—

anSn k) + n(k:—l)S(n—l,k)2+ n(n —1)S(n —1,k)*+

1 1

B
Il
b
Il

n—1 n
+ Zn n— 1 ’fL - 27 k)2 < pn(L2) = pn(R2> < ank'S(n, k>2+
k=1

k=1
n—1 n—1
+> n(k=1)(k=1)1S(n—1,k)S(n, k)+ Y _n(n—1)(k—1)1S(n—1,k)S(n, k)+
k=1 k=1

—

+Y n(n—1)kS(n —1,k)%

1

B
Il

-1

Zn25 n, k)? Z (n—1)S(n — 1,k)2+n2_:n(n— DS(n—2,k)?

< pu(N2) < Zn%!S(n, k)? + QHX_:n(n —1)(k=1!S(n—1,k)S(n, k)+

n—1
+) n(n— DkIS(n - 1,k)%
k=1

Bizonyitds. A 4.16. Allitasban a By p,-sorozatara adott becsléstél csak
annyiban kiilonboznek az allitasban szereplS becslések, hogy az Ly, Ry és az
N, félcsoportok feletti kifejezések ekvivalencidjanal az els6 és utolso valto-
70k megvalasztasanak is szerepe van. Ebbdl adodik, hogy az 0sszegzéseknél
més egyiitthatokat kapunk. Mivel az Ly és az Ry félcsoportok duélisan
izomorfak, a p,(La) = p,(Ra2) egyenlGség teljesiil, igy elég csak az Lg félcso-
portot vizsgalni. Legyen t = t(x1,%o,...,%n) = @i, Ty - .. Ty, (i1,02,...,10 €
{1,2,...,n}), és t tartalmazza legalabb egyszer mind az n valtozot. Vala-
mint legyen a G(t) a t kifejezéshez tartozo paros graf az {uy, us, ..., u,} és
{v1,v9,...,v,} pontosztalyokkal. A 3.2. Lemma alapjan az u;, és a v;, pon-
tok lehetnek izolaltak a G(t) grafban. Hasonloan az el6z8 bizonyitashoz, itt
is az izolalt pontok szama alapjan vizsgaljuk az eseteket.

1. eset: G(t)-nek nincs izoldlt pontja.
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A 4.16. Allitas bizonyitasahoz képest csak annyi a kiilonbség, hogy az Lo
félcsoportnal az elsG valtozot n féleképpen valaszthatjuk meg, az utolsot pedig
k féleképpen. Az Ng félcsoport esetén pedig mind az elsG, mind az utolséd
valtozo n féleképpen valaszthato. Igy kapjuk az also és felsé becslésekben
szereplG elsG Gsszegzéseket.

2. eset: G(t)-nek egy izoldlt pontja van.

Konnyen lathato, hogy ha egy pont izolalt a grafban, akkor a hozzatartozo
valtozd pontosan egyszer szerepel a kifejezésben. Mivel az Lo félcsoport
esetén az elsd és utolsé valtozd szerepe nem szimmetrikus, két esetet kell
megkiilonboztetniink.

(a) eset: Azw;, azizoldlt pont. Ekkor az els6 valtozo n féleképpen vélaszt-
hato meg, mig az utols6 k — 1 féleképpen, igy kapjuk a masodik Gsszegzést
az Lo félcsoport p,-sorozatéanak alsé és felsG becslésénél.

(b) eset: A v;, az izoldlt pont. Az els6 és utolso valtozo n(n — 1) félekép-
pen vélaszthato meg. Ez adja a harmadik Gsszegzést a p,(Lga) also és felsé
becslésében.

Az Ny félesoportnal, fiiggetleniil attol, hogy melyik pont az izolalt, n(n — 1)
feleképpen vélasztahato meg az elsG és utolsd valtozo.

3. eset: G(t)-nek két izoldlt pontja van.

Mind az els6, mind az utolsé valtozd pontosan egyszer szerepel a kifejezésben,
tehat n(n—1) féleképpen vélaszthato meg. gy a B, félcsoport p,-sorozataval
megegyezG becsléseket kapunk erre az esetre, ezek adjak az utolso Gsszegzé-
seket.

|
Koszonetnyilvanitas
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tanulhattam téle a félecsoportokrol.
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5. Osszefoglald

Legyen A egy k-elemszamu véges algebra, és V jelolje az A altal generalt va-
rietast. Ismert, hogy az n-elem altal generalt V-beli szabad algebra mérete,
|Fy(n)| legfeljebb k¥". Ha k > 2, akkor |Fy(n)| legaldbb n. A V varietas
szabad spektruman a |Fy(n)|, n = 0,1,2,... sorozatot értjiik. Példaul, a
Boole-algebrak varietasdnak szabad spektruma nagy: |Fy(n)| = 2%". R. Mc-
Kenzie kongruenciadisztributiv varietdsokra igazolta, hogy a szabad spekt-
rum nagy (Theorem 12.3 [HM]). Azonban az adott korlatok kozott sem lehet
tetszoleges a szabad spektrum, errdl szolnak az igynevezett hézagtételek.

Végesen generalt varietasoknal gyakran szoros kapcsolat van a generald
algebra struktiraja és a varietas szabad spektruma kozott. G. Higman [Hi|
és P. Neumann |Ne| bizonyitotta, hogy ha G véges csoport, akkor a G altal
generalt varietasban az n elem altal generalt relativan szabad csoport mérete
pontosan akkor exponencidlis n-ben, ha G nilpotens, egyébként pedig dupla-
exponencidlis.

Egy algebra p,-sorozatian az algebra folotti valodi n-véaltozos kifejezés-
fiiggvények szaméanak sorozatat értjiikk. A [CDR1|, |CR| cikkekben leirtak az
Osszes olyan véges félcsoportot, amelyek p,-sorozatara van polinom korlat,
azaz, van olyan k pozitiv egész, amelyre p, < n*. A [CDR2| dolgozatban
megadtak a korlatos p,-sorozattal rendelkezé félcsoportokat félhalok, Boole-
csoportok és derékszogli kotegek nilpotens bévitéseként.

Félcsoport varietasok szabad spektrumérdl eddig nagyon keveset lehet
tudni. Szab6 Csaba és a szerz6 kezdte el a félcsoportok szabad spektru-
ménak szisztematikus vizsgalatat, az értekezés ezeket az eredményeket tar-
talmazza. Ahogy a véges egyszeri csoportok tekintheték a véges csoportok
épitckoveinek, gy a véges félcsoportok alapkovei a véges teljesen 0-egyszert
félcsoportok. A kombinatorikus teljesen 0-egyszerii félcsoportok 9 varietast
generalnak, ezen varietasok szabad spektrumaira adunk becslést.

Vizsgélataink soran a kovetkez6 modszereket alkalmazzuk. A kombinato-
elemeit elemparokként abrazoljak. Ez indokolja, hogy az ilyen algebrak fe-
letti kifejezések esetén jol tudjuk alkalmazni a paros grafokat. A paros grafok
Osszefiiggd komponensei a pontosztalyokon particiokat indukalnak. A parti-
ciok szamat becsiilve adnuk becslést az tigynevezett 6telemi kombinatorikus
Brandt-félcsoport altal generalt varietdas szabad spektrumara. A kombina-
torikus teljesen 0-egyszerii félcsoportok altal generdlt 9 varietas koziil egy
esetében célszert a kifejezésekhez péaros grafok helyett iranyitott grafokat
rendelni. Ekkor az irdnyitott grafokon vett zart Euler-sétak szaméat becsiil-
jiik, és ezt alkalmazzuk a varietas szabad spektrumanak becsléséhez.
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Az értekezésben szerepld eredmények a [KSz1], [KSz2|, illetve [KSz3] dol-
gozatokban talalhatok. Kutatdsaink nyoméan a kovetkezd vizsgéalatok sziilet-
tek. S. Seif [Se| bizonyitotta, hogy egy nem ortodox monoid altal generalt
V varietasra log |Fy(n)| (mint n fiiggvénye) mindig exponencialis. 1. Dolinka
|Do| Higman—Neuman-tipusu feltételt adott arra, hogy a félcsoportok egy
osztalydnak szabad spektruma mikor nem log-exponencialis. Kétegvarieté-
sok p,-sorozatat vizsgaltak [PW|-ben, [PSz|-ben és [Pl]-ben.

El6zmények

A kovetkezd konstrukeio Rees [Ree| nevéher fiiz6dik, melynek segitségével
a kombinatorikus teljesen 0-egyszerii félcsoportok egy konnyen kezelhetd rep-
olyan A x [ tipusi méatrix, amely csak 0-t és 1-et tartalmaz, és minden sora
és minden oszlopa tartalmazza legalabb egyszer az 1-et. Az (I x A) U {0}
halmazon bevezetjiik a kévetkezG miiveletet:

. . (Za,u)7 ha m)\j = 17
7>\ Y = 7
(@A) (G 1) {07 ha my s = 0,
(1, A)0 = 0(i,\) = 00 = 0.

Az igy kapott félcsoportot nevezziik kombinatorikus Rees-matrixfélcsoportnak.
Az M matrixot szendvicsmatrixnak nevezik. Ennek a konstrukcionak a je-
lentGségét az adja, hogy a kombinatorikus teljesen 0-egyszerii félcsoportok
izomorfiatol eltekintve éppen a kombinatorikus Rees-matrixfélcsoportok.

N. Reilly [Rei| bizonyitotta, hogy pontosan 9 olyan varietas van, amit
kombinatorikus teljesen 0-egyszerii félcsoportok generalnak (1d. 2. tablazat
1. oszlopa). Ezen varietasok mindegyike generalhat6 egyetlen véges kombina-
torikus O-egyszerti félcsoporttal (Id. 2. tablazat 2. oszlopa), de ez a félcsoport
izomorfia erejéig altaldban nem egyértelmiien meghatarozott.

Szabo Cs. és S. Seif [SSz1]-ben és [SSz2|-ben kombinatorikus teljesen 0-
egyszerl félcsoportok felett vizsgalta a kifejezések ekvivalencidjat. Ezt két
esetre lehet szétbontani aszerint, hogy a félcsoporthoz tartozé M szendvics-
matrix (Id. 2. tablazat 3. oszlopa) tigynevezett 1-blokk matrix-e, vagy sem.
A kifejezésfiiggvények kiértékelésekor fontos szerepe van annak, hogy mely
valtozok kovetik egymaést, ezeket az Osszefiiggéseket grafok segitségével te-
hetjiik szemléletesebbé.

A Rees-reprezentacional lattuk, hogy egy kombinatorikus teljesen 0-egy-
szerti félcsoportok elemeire gondolhatunk tigy mint elempéarokra, ezért cél-
szerii a kifejezéseket is paros grafokként abrazolni. A 2. tablazatban az A, az
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egyetlen olyan félcsoport, amihez tartozo szendvicsmétrix nem 1-blokk méat-
rix. Ebben az esetben egy kifejezéshez a természetes moédon adodo iranyitott
grafot rendeljiik.

varietas | generalo szendvics- | a varietéds
félcsoport | matrix (M) | szabad spektruma
SC Y 1] 2" —1
CNB | L m n2n1
RNB | R [11] n2"!
[11] L
NB N 11 n(n+1)2"
[10] n
B B2 _O 1_ NlOg n2
o]
LNBy | Ly 01 ~log 12"
_O 1_
[100] "
RNBQ Rz -0 1 1_ ~log 712
[100]
N B, N, 011 ~log N1
(011}
1 1 2 TL2

2. tablazat.

Kombinatorikus teljesen 0-egyszerii félcsoportok Altal generalt va-
rietidsok szabad spektrumai

A 2. tablazat elsé négy soraban szerepls varietasok kotegvarietasok, még-
pedig rendre a félhalok, a balnormaélis kotegek, a jobbnormaélis kotegek, il-
letve a normalis kotegek varietasa. Béar ezen varietasok szabad spektruma
kozismert, levezetjiik a teljesen 0-egyszerii félcsoportoknal alkalmazott mod-
szerekkel is.

A B varietast a By félcsoport, az tgynevezett Gtelemii kombinatorikus
Brandt-félcsoport generalja. Igazoltuk [KSz1|-ben, hogy minden olyan parti-
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cioparhoz, melyek osztélyainak szama megegyezik, megadhato egy-egy olyan
t kifejezés, amely Bo-n valodi n-valtozos kifejezéstfiiggvényt definial, és a
hozza tartozd G(t) paros graf komponensei éppen ezen particiokat indukaljak
a graf pontosztalyain. Az indukalt particiok szamat becsiilve aszimptotikus
formulat kapunk a By félcsoport p,-sorozatara.

4.8. Tétel. |KSz1| Jeldlje p, = pn(B2) a By feletti valddi n-vdltozos kifeje-
zésfligguények szamdt. Ekkor

log p,, ~ 2nlogn.

Az el6z6 eredményt felhasznalva a B szabad spektrumara a kévetkezs becslés
adodik.

4.9. Tétel. [KSzl]|
log |Fg(n)| ~ 2nlogn.

Az alabbi allitds az No, La, Ro félcsoportok p,-sorozatainak, illetve a
pn(B2)-sorozatnak a viszonyat irja le.

4.10. Allitas. [KSz3| Az Ny, Ly, Ry félcsoportok feletti valodi n-vdltozds
kifejezésfiigguények szama kielégiti az aldbbi egyenldtlenségeket:

pn(B2) < pn(L2> = pn(R2) < pn(N2) < n2pn(B2)'

Az el6z6 két eredmény alapjan a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk.

4.11. Tétel. [KSz3| Jeldlje V az LN By, RN By, N By varietdsok valamelyi-
két. Ekkor
log |Fy(n)| ~ 2nlogn.

A korabbiakban emlitettiik, hogy az Ag félcsoport esetén a kifejezésekhez
irdnyitott graf rendelhets. Az A, feletti valodi n-valtozos kifejezéstiiggvények
szamat a zart FEuler-sétaval rendelkezd iranyitott n pontu grafok szamaval
becsiiljiik. Ehhez sziikségiink van a kovetkezG allitasra.

4.13. Allitas. [KSz2| Jelslje D(n) azon n ponti irdnyitott grdfok szdmidt,
amelyek rendelkeznek zdrt Fuler-sétdval. Ekkor D(n) = o(2"°).

A 4.13. Allitas segitségével asszimptotikus becslést adhatunk a A varietas
szabad spektruméra.

4.14. Tétel. |[KSz2|
IF4(n)| ~ n?2".
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Eredményeink dsszefoglalasa a 2. tablazat 4. oszlopaban talalhato, azaz becs-

lést adtunk Gsszes olyan varietas szabad spektrumara, amelyet kombinatori-
kus teljesen O-egyszerti félcsoportok generdlnak.

A B, LN By, RN By, N B, varietasok szabad spektrumara adott becslések
megegyeznek, pedig a varietasok kozott a B < LNBy < NBy, ésa B <
RN B, < NB, relaciok allnak fenn. A paros graf pontosztalyain indukalt
particiok elemszamat vizsgalva pontosithatjuk a p,-sorozatok szdméara adott
korabbi korlatokat. A kovetkezd allitas p,(Bg)-re ad meg az eddiginél jobb
also és felsd korlatot.

4.16. Allitas. |KSz3| A By félcsoport p,-sorozatdra az aldbbi egyenldtlensé-
gek teljestilnek:

n n—1 n—1
> ES(n k) +2) n(k—1)S(n— Lk +> n(n—1)S(n—2,k)* <
k=1 k=1 k=1
< pa(B2) <
n n—1
< RIS, k)? 42> n(k—1)(k = 1)IS(n — 1,k)S(n, k)+
k=1 k=1

+Y n(n—1)kS(n -1,k

1

3
—

B
Il

Hasonl6 becslések adhatok meg az Lo, Ry és az Ny félcsoportok p,-
sorozataira is. Az ezen félcsoportok feletti kifejezések ekvivalenciajanal az
elsd és utolsd valtozok megvalasztasanak is szerepe van. Ebbd6l adodik, hogy
az Osszegzéseknél méas egyiitthatokat kapunk.

6. Summary

Let A be a k-element finite algebra and let V denote the variety generated by
A. Tt is known that the size of the free algebra Fy(n) in V freely generated
by n-elements is at most k¥". If & > 2, then this number is at least n.
The free spectrum of a variety V is the sequence of cardinalities |Fy(n)],
n =0,1,2,.... For example, for the free spectrum of Boolean algebras we
have |Fy(n)| = 22". Another theorem on free spectra is Theorem 12.3 in
[HM|: If V is a nontrivial locally finite congruence distributive variety, then
for every ¢ such that 0 < ¢ < 1, and for every large n, the free spectrum of
V is bounded below by 22”". We also have some results on the free spectra
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called gap theorems. For example, Theorem 12.2 in [HM] says: Let V be a
finitely generated variety. Then either |Fy,(n)| < en® for some finite ¢ and £,
or else |Fy(n)| > 2"7% for some positive integer k and for all n.

For finitely generated varieties there is a strong connection between struc-
tural properties of the generating algebra and the free spectra of the varieties.
If G is a finite group, then the size of the n-generated relatively free group in
the variety generated by G is exponential in n if G is nilpotent and doubly
exponential if G is not nilpotent (|Hi| and |Ne]).

The p, sequence of an algebra is the number of essentially n-ary term
operations over the algebra. A full description of finite semigroups for which
the p, sequence is bounded by a polynomial (which means there exists an
integer k, such that p, < n*), is presented in [CDR1] and [CR]. Semigroups
with bounded p, sequences are described first in terms of identities and
then structurally as nilpotent extensions of semilattices, Boolean groups and
rectangular bands in [CDR2].

Csaba Szab6 and the author analyzed systematically the free spectra of
the semigroup varieties, the Ph.D. thesis contains these results. Completely
0-simple semigroups are basic blocks for semigroups, similarly, as simple
groups are building blocks for groups. There are nine varieties generated by
combinatorial completely 0-simple semigroups, we estimate the free spectra
for all of them.

In order to make our arguments more expressive, we assign certain graphs
to semigroup terms in the following way. In the Rees-representation the
elements of a combinatorial completely 0-simple semigroup are represented
as pairs of elements, therefore we assign a bipartite graph to terms of such
an algebra. The connected components of these bipartite graphs induce
partitions on the vertex sets, and we use the number of these partitions to
estimate the free spectrum of the so called five element combinatorial Brandt
semigroup. Only in one out of the nine varieties generated by comibnatorial
completely O-simple semigroups we assign directed graphs instead of biparted
graphs to semigroup terms, in which case we estimate the number of closed
Eurlerian walk in the directed graphs.

The results of the thesis are published in [KSz1], |[KSz2| and [KSz3].
Inspired by these papers the following results were obtained by others. S.
Seif |Se| proved that, for a variety V generated by a non-orthodox monoid,
log |Fy(n)| is exponential (as a function of n). I. Dolinka |Do| gave a Higman-
Neuman type condition if the free spectrum of a class of semigroups is not
log-exponential. In [PW], [PSz| and in [P]] p,, sequences of band varieties are
examined.
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Preliminaries

We use the following representation of combinatorial completely 0-simple
semigroups from [Ree|. Let A and I be nonempty sets, moreover let M =
(my;) be a A by I matrix with 0 and 1 entries such that each row and
column contains at least one nonzero element. We define an operation on
the set (I x A) U {0} as follows:

(i, )\)(]’ ,U) _ {(%M) if my; = 1,

0 if my,; =0,

(i, A)0 = 0(i, \) = 00 = 0.

That way, we get a combinatorial semigroup which is called combinatorial
Rees matrix semigroup. The matrix M is called a sandwich matrix. The
importance of the combinatorial Rees matrix semigroups is the following:
every combinatorial Rees matrix semigroup is completely O-simple, and con-
versely, each combinatorial completely 0-simple semigroup is isomorphic to
a combinatorial Rees matrix semigroup.

N. Reilly described the lattice of varieties generated by completely O-
simple semigroups in [Rei]. In particular, he proved that there are exactly
9 combinatorial varieties among them (see 1st column of Table 3). Each of
these varieties can be generated by one finite O-simple semigroup (see 2nd
column of Table 3), but the choice of which is in general not unique.

In [SSz1| and [SSz2| Cs. Szabé and S. Seif have investigated the term
equivalence problem over completely O-simple semigroups. Their analysis
distinguishes two cases depending on whether the sandwich matrix M of the
semigroup (see the 3rd column in Table 1) is a so called 1-block matrix or not.
Furthermore, the order of variables has an important role in the evaluation
of a semigroup term.

In the Rees-representation the elements of a combinatorial completely 0-
simple semigroup are represented as pairs of elements, therefore we assign a
bipartite graph to terms of such an algebra.
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Variety | generating | sandwich | free spectra
semigroup | matrix (M) | of variety
SC Y 1] 2" —1
CNB | L m n2n1
RNB | R [11] n2n!
1 1] L
NB N 11 n(n +1)2"
[10] n
B B2 _0 1_ ~log n?
o
ENBQ Lz 01 ~log n2”
_O 1_
[100] on
RNB2 Rz _O 1 1_ ~log N
[100]
N B, N, 011 ~log N2
(011}
1 1 2 TL2
Table 3

Free spectra of varieties generated by combinatorial completely 0-
simple semigroups

The varieties in the first four rows of Table 3 are varieties of bands (i.e.,
semigroups in which every element is idempotent), their names are: variety
of semilattices, left normal bands, right normal bands, and normal bands,
respectively. The free spectra of these varieties are well known.

The variety B is generated by By, the so called five element combinatorial
Brandt semigroup. We proved in [KSz1| that we can assign a pair of parti-
tions of the same size to a term ¢, such that t82 is an essentially n-ary term
operation and the corresponding bipartite graph G(t) induces these partiti-
ons on the sets of vertices. We get an asymptotic formula for the p,, sequence
of By by estimating the number of induced partitions.

Theorem 4.8. |KSz1l| Let p, = p,(B2) denote the number of essentially
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n-ary term operations of Bo. Then
log p,, ~ 2nlogn.

Using the previous result we get the following theorem for the free spectrum

of B.
Theorem 4.9. [KSz1]
log |Fs(n)| ~ 2nlogn.

The following proposition describes the connections between the p,, sequen-
ces of the Ny, La, Ry semigroups and the p,(Bs2) sequence.

Proposition 4.10. |[KSz3| The number of essentially n-ary term operations
for the algebras No, Lo, Ry satisfy the following inequalities:

Pn(B2) < pu(La) = p(R2) < pu(Nz) < n°p,(Ba).

Using the previous two results we have obtained the following theorem for
the free spectra.

Theorem 4.11. |[KSz3| Let V denote one of the varieties LN By, RN Ba,
NBQ. Then

log |Fy(n)| ~ 2nlogn.

There is a strong connection between essentially n-ary term operations over
A, and directed graphs with n vertices containing a closed Eulerian walk, so
we used the next proposition.

Proposition 4.13. [KSz2| Let D(n) denote the number of directed graphs
on n vertices with a closed Eulerian walk. Then D(n) = o(2"").

Now we give an asymptotic estimate for the free spectrum of A.

Theorem 4.14. [KSz2|
|F 4(n)| ~ n?2"

The 4th column of Table 3 contains the summary of our results, that is
we gave approximations of the free spectra of all the varieties generated by
combinatorial completely 0-simple semigroups.

The approximations of the free spectra of the varieties B, LN By, RN By

and N By coincide, and the relations B < LN By < NBsy and B < RN By <
NB; hold. We can give better bounds for the p, sequences via analizing the
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size of the partitions induced on the sets of vertices of the bipartite graph. In
the following proposition we give better lower and upper bounds for p,(B2).

of Bz

n n—1 n—1
> ES(n k) +2) n(k—1)S(n— Lk +> n(n—1)S(n—2,k)* <
k=1 k=1 k=1
n n—1
<> REIS(n, k) 42 n(k - 1)(k— DIS(n - 1,k)S(n, k)+
k=1 k=1
n—1
+) n(n— DkIS(n - 1,k)%
k=1

We get similar bounds for the p, sequence of La, Ry and Ny too, where
term equivalence depends on the choice of the first and last variables, thus
we get different coefficients.
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