Fiiggelék

a fizikai kémia laboratoriumi gyakorlatokhoz
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1. Relativ atomtomegek

1 1A 18 VIIIA
1 1A 2
H Az elemek periodusos rendszere He
1] 1,0079 4,0026
hidrogén hélium
2 A IUPAC <—csoportszam— CAS 13 A 14 IVA 15 VA 16 VIA 17 VIIA
3 4 rendszam 5 6 7 8 9 10
Li Be vegyjel B C N O F Ne
2| 6941 | 90122 periédus relativ atomtdmeg (IUPAC, 2007, 10811 | 12,011 | 14007 | 15999 | 18,998 | 20,180
- ™ maximum 5 értékes jeggyel) . . . . .
litium berillium bér szén nitrogén oxigéen fluor neon
elemnév
11 12 jelmagyarézat 13 14 . 15 16 17 18
Na | Mg Al Si P S Cl Ar
3| 22,990 24,305 26,982 28,086 30,974 32,065 35,453 39,948
natrium | magnézi- aluminium| szilicium | foszfor kén klor argon
um 3 B 4 IVB 5 VB 6 VvIB 7 ViB 8 viliB 9 viliB 10 VIIB 11 1B 12 1B
19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
K | Ca| Sc | Ti \ Cr | Mn | Fe | Co| Ni | Cu | Zn | Ga | Ge | As | Se | Br Kr
41 39,008 40,078 44,956 47,867 50,942 51,996 54,938 55,845 58,933 58,693 63,546 65,38 69,723 72,61 74,922 78,96 79,904 83,80
kalium kalcium [szkandium| titan vanadium krém mangan vas kobalt nikkel réz cink gallium |germanium| arzén szelén brém kripton
37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54
Rb | Sr Y Zr | Nb | Mo | Tc | Ru | Rh | Pd | Ag | Cd In | Sn | Sb | Te I Xe
5 85,468 87,62 88,906 91,224 92,906 95,96 (98) 101,07 102,91 106,42 107,87 112,41 114,82 118,71 121,76 127,60 126,90 131,29
rubidium | stroncium | ittrium | cirkénium | niébium | molibdén | technéci- | ruténium | rédium | palladium eziist kadmium | indium 6n antimon tellar jod xenon
um
55 56 57 L |72 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86
+ .
Cs | Ba| La'| Hf | Ta | W | Re | Os Ir Pt | Au | Hg | TI Po | Bi | Po | At Rn
6| 132,91 137,33 138,91 178,49 180,95 183,84 186,21 190,23 192,22 195,08 196,97 200,59 204,38 207,2 208,98 (209) (210) (222)
cézium barium lantan hafnium tantal volfram rénium ozmium iridium platina arany higany tallium 6lom bizmut | polénium | asztacium radon
87 88 89 104 105 106 107 108 109 110 111
a
Fr | Ra | Act| Rf | Db | Sg | Bh | Hs | Mt | Ds | Rg
7| (223 (226) (227) (267) (268) (271) (272) (270) (276) (281) (280)
francium | radium | aktinium |rutherfordi-| dubnium | seaborgi- | bohrium | hassium |meitnerium|darmstad- [réntgenium|
um um tium
—{- 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 !
lantanoidék | Ce | Pr | Nd | Pm | Sm | Eu | Gd | Tb | Dy | Ho | Er | Tm | Yb Lu
140,12 140,91 144,24 (145) 150,36 151,96 157,25 158,93 162,50 164,93 167,26 168,93 173,04 174,97
cérium | prazeodi- |neodimium|prométium |[szamarium| eurépium |gadolinium| terbium | diszprézi- | holmium | erbium talium itterbium lutécium
mium um
i 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 101 102 103
H idA * * *
aktinoidak | Th*| Pa*| U* | Np | Pu | Am | Cm | Bk | Cf | Es | Fm | Md | No Lr
232,04 | 231,04 | 238,03 (237) (244) (243) (247) (247) (251) (252) (257) (258) (259) (262)
térium | protaktini- uran neptunium | pluténium |americium| kdrium | berkélium |kalifornium| einsteini- | fermium |mendelévi-| nobélium | laurencium
um um um

* Azoknak az elemeknek, amelyeknek nincs stabilis izotdpjuk, a relativ atomtomegiik nem adhaté meg. Ezen elemek esetében a
leghosszabb élettartamii izotdpjuk tomegszamat adtuk meg zaréjelben. Ez alél harom elem kivétel (a Th, Pa és U), mert ezeknek
jellemzd osszetétele van a foldkéregben, ezért a relativ atomtomegiik megadhato.

2. A szamitasok soran elofordulo allandok értékei

Jel | Erték Név vagy leirés
¢ | 1M standard koncentraci6
F | 96485 C/mol | Faraday-alland6
po | 101325Pa 1 atm nyomads SI-mértékegységben kifejezve
p® | 10°Pa standard nyomads
J
R | 8,314 olK egyetemes gazallandé
Ty | —273,15°C abszolut nulla fok




3. A kalomel referenciaelektrod elektréodpotencialjanak homérséklet-
¢és koncentraciofiiggése

A kalomel elektrod elektrodpotencidljat (Ecy, vs. SHE) 40,1 mV-os pontossaggal lehet kiszamolni kiilonbo-
z6 KClI koncentraciékndl a 0 —50 °C-os tartomanyban a

3 .
E.a = E® c_ Z a; - (t— 25 OC)I
i=1

képlettel, ahol t a h6mérséklet °C-ban kifejezve és az E®°C, 4y, ay, valamint a3 empirikus dllandok a kovet-
kezok:

[KCI/M | Ig(IKCII/M) | EZ°C/V  a1/(VIPC)  ax/(VI°C)  a3/(V/°C)
0,1 -1 0,3337 8,75-107> 3,00-10°° 0
1,0 0 0,2801 2,75-107% 250-107% 4.107°
3,5 0,5441 0,2500 4,00-10~* 0 0
5,15* 0,7114 0,2412 6,61-107% 1,75-107% 9.10°10

* A telitett KCl-oldat koncentriciéja 25 °C-on.

Amennyiben a KCl-oldat 25 °C-on mért koncentracidja nem egyezik meg a tablazatban megadott értékekkel,
akkor a négy empirikus alland6 értékét a koncentracié logaritmusédnak fiiggvényében interpoldlni kell. Pl.,
ha [KCl1]=0,5 M, akkor a koncentracié 10-es alapu logaritmusa —0,3010, igy a

~0,301 — (—1)
0—(-1)

~ a-—300-10°
©2,50-1076—3,00-10-¢

_ E¥®C-03337
~0,2801—0,3337

—8,75-107°
2,75-10~4—8,75- 105

a3—0
4-1079-0

egyenleteket kell megoldani ahhoz, hogy E? 'C, a;, a,, valamint a3 megfelel§ értékeit megkapjuk.

4. KCl-oldatok fajlagos vezetése Kiilonb6z6 homérsékleteken és kon-
centracioknal

t/°C 18 19 20 21 22 23 24
0,01 M KCI | 0,001225 0,001251 0,001278 0,001305 0,001332 0,001359 0,001386
0,IMKCl | 0,01119 0,01143 0,01167 0,01191 0,01215 0,01239 0,01264
1,0M KC1 | 0,09822 0,10014 0,10207 0,10400 0,10554 0,10789 0,10984
t/°C 25 26 27 28 29 30
0,01 M KCI | 0,001413 0,001441 0,001468 0,001496 0,001524 0,001552
0,IMKCIl | 0,01288 0,01313 0,01337 0,01362 0,01387 0,01412
1,OMKCI | 0,11180 0,11377 0,11524 -

A tiblézatban a fajlagos vezetés Q~'cm™! mértékegységben van megadva és a koncentracié 25 °C-ra vonatkozik.

5. A viz stirdségének homérsékletfiiggése

Ot tizedesjegy pontossdggal megadja a viz siirliségét g/lcm’® mértékegységben, adott ¢ (°C-ban megadott)
hdmérsékleten a

py(t) = 1,00026 — 5,08692-107° -

tapasztalati képlet a 15 °C <r <35 °C tartoményban.



Amennyiben mds homérséklet tartomény sziikséges, akkor a kovetkezd (joval bonyolultabb) empirikus
Osszefiiggést kell haszndlni:

n
pv(t) =ao+ Z aj-t',
i=1

ahol szamolaskor a kovetkezd empirikus adatokat kell behelyettesiteni:

tartomédny | 0—55°C 0-31°C 0-55°C 0-100°C

tizglggé(?ggy 4 6 5 5
n 3 5 5 10
ao 0,99987 | 0,9998406403 | 0,9998419163 0,99984014
ai 5,291-107%| 6,801284 - 10~9| 6,694929 - 10~% 6,8755-107%
a» —7.47-107%|-9,11644-1079|—-8,91382-107%| —9,3732.107%
a3 3,36-107%8| 1,02356-10797| 8,77509-10"9%|  1,38951-10~97
as - —1,22323-107%|—7,80638- 10~ 10| —3,87034-10"%°
as - 8,11007-10~'2| 3.35582-10~'2| 1,152421-10"10
ag - - - —2,552887-107 12
as - - - 3,700248 - 10~ 14
ag - - - —3,290154-10"16
ao = - - 1,623754-10"18
aio - - - —3,3993-102!

PI., ha 54 °C-on van sziikségiink a viz siirliségére 4 tizedes jegy pontossaggal, akkor ez a
py(t) =0,99987 +5,291-107% .54 —7.47-107%.542 43 36-10"% . 54° = 0,9862g/cm’

modon szamolhato.

6. A koncentraciok szorzataval kifejezett vizionszorzat homérséklet-
és ionerosségfiiggése

A vizionszorzat negativ logaritmusét két tizedes jegy pontossaggal megadja adott t h6mérsékleten (°C-ban
megadva) és I (25 °C-ra vonatkoz0) ionerdsségnél a

pKy = 13,99 — 1,02 v/I—0,0343 - (t —25)

tapasztalati képlet a 15°C <t <30 °C tartomdnyban és 0,05 M-ndl kisebb ionerdsségeknél.

7. Keményitooldat készitése

Kb. 100 cm? ~0,5 %-os keményitd oldat készitéséhez 0,1 g szalicilsavat oldunk 100 cm? forrdsban 16vé desz-
tillalt vizben egy ~250cm3-es Erlenmeyer-lombikban. Egy kémcsében ~0,5 g burgonyakeményitét kb.
10cm? desztillalt vizzel 6sszerazunk, majd ezt a forrdsban 1év6 szalicilsav oldatba ontjiik. Az oldatot addig
forraljuk, amig az attetszGen opalizdlé nem lesz (ez nem tobb, mint két perc). Ezutin az oldatot lehfitjiik,
€és vattapamacson lesz(irjiik. Az igy kapott keményitGoldat hiitGszerkényben tarolva kb. két honapig all el.
Kukoricakeményitdvel dolgozva ugyanez az eljaras, de a keményitdoldat két hét utdn méar nem hasznalhaté.
Amennyiben a keményitéoldatot hamar (4 —5 napon beliil) felhasznéljuk, akkor a fenti eljarasbdl a szalicil-
sav kimaradhat, de minden egyebet ugyantgy kell végezni.



8. Adatok szorasa

Tobb gyakorlaton el6fordul, hogy ugyanazt az értéket, pl. egy sebességi egyiitthatot tobb mérésbdl is meg-
hatdrozunk. Ezek az értékek mérési és egyéb bizonytalansdgok miatt dltaldban nem egyeznek meg teljesen.
Tegyiik fel, hogy m-szer mértiink meg egy €rtéket €s a j-edik adatot jeloljiik z;-vel. Ekkor a legvaldsziniibb
értéknek az egyedi adatok szamtani atlagat tekintjiik, amelynek értéke (7), valamint szérésa (oz) a kovetkezd

képletekkel adhatok meg:
2
m ) m
m-y zi— ( Y a)
j=1 j=1

m-(m—1)

Péld4ul az MS Office Excel-ben ezek az értékek az ATLAG és a SZOR.M figgvények segitségével szamol-
hatok. Mads tablazatkezelGben a képlet alapjan keressék meg a megfeleld fliiggvényeket.

9. A hiba-, ill. szorasterjedés szamitasa

A hibaterjedés (pontosabban a szérasterjedé€s, de ezt a fogalmat beszédben ritkdn haszndljuk) szamitdsa gya-
kori feladat az értékeléskor. Sokak szdmara csak az alapmiiveletekre alkalmazhat6 leegyszertsitett szabély
ismert: a szordsok abszolut értékét kell osszeadni 0sszeadds €s kivonds esetén, mig szorzdsndl és osztasnal
a szorasok relativ értékei adanddak 6ssze. Ez az eljards azonban mindig tdlbecsiili az eredmény szordsat
€s a legegyszeriibb elemi fiiggvényekre (pl. négyzetgyok, logaritmus) sem alkalmazhaté. A kovetkez6kben
azokat a képleteket adjuk meg levezetések nélkiil, amelyek segitségével a szords szdmitdsa korrekt médon
elvégezhetd.

Tételezziik fel, hogy van két adatunk, amelyeknek a szérdsa is ismert: X406y és Y +0y. Ezen adatok vala-
melyikének vagy mindkettének a felhaszndlasaval akarunk egy eredményt (Z) kiszdmolni és tudni akarjuk Z
szOrasat (0z) is. Az 1. tdblazatban 0sszefoglaljuk, hogy az alapmiiveletek és a legfontosabb fiiggvénytransz-
forméaciok esetén milyen képletek alkalmazdsaval lehet az eredmény szordsat megadni. Ha az eredmény
tobb alapmiivelet vagy fliggvénytranszformdcié alkalmazasat igényli, akkor a tdblazatban megadott képlete-
ket egymds utdn tobbszor alkalmazva juthatunk el a végeredményhez. Péld4ul:

0,1
In(2,040,1)4(0,440,02)%3 = (ani 7) +(0,4%° £(]0,5-0,02-0,47%3)))

= (0,693 +0,050) + (0,632 +0,016)

= (0,693 +0,632) + (\/0,052 i0,0162>

= 1,340,05 (vagy 1,336+0,052)




1. tablazat. A szords szamitdsa az alapmiveletek és a legfontosabb fiiggvénytranszformécidk esetén. A ko-

vetkezd képletekben a-val jeloljiik az dllando, szords nélkiili értékeket, és a trigonometrikus fiiggvényeknél

a sz0g és a szbrdsa is radidnban értendS. A tobbi jelolés magyardzatat 1asd a szovegben.

mivelet vagy

eredmény szorassal

példa
fliggvény (Z+o0y)
szorzds a-val (a-X)+(Ja- o) 3.(12+03)=(3-12)+£(3-0,3) =3,6 0,9
osszeadds (X+Y)+ (w/cﬁ +612,> (2,240,3)+(8,44+0,5) =
—(22+84)+ (\/0,32 +0,52) —10,6+0,6
kivonds (X-Y)+ <\/G)2( +(512,) (3,2+0,3)—(2,4+0,5) =
—(32-24)+ (\/0,32 +0,52) — 08406
S70rz4s (X-Y)+ <\/Y2-c§ +X2-c§> (2,2+0,2)-(8,4+1,0) =
= (22-84)+ <\/842 0224222 102) — 18,5428
X Y2' 2 XZ' 2
osztds <Y> + <\/ GX;; OF ) | (22,04£2,0)/(8.4£1,0) =
22,0 8,42.2,0% 4+22,0%-1,0°
St UM | =2,6404
8.4 (\/ 8,44 e
, 1 ox 1 1 0,12
K - i(—) - (=2 ) =23+046
recipro X) X2 (0,44+0,12) (0 44> (0,442> 22202
hatvényozas (X9) £ (Ja-ox -X 1)) (3,040,5)"* = (3,012) £ (]1,2-0,5-3,0"71) =3,7+£0,7
exponencidlis (eX) £ (ox - &¥) e20505 = (e29) £ (0,5-e*9) =7,443,7
fliggvények (10%) & (In(10) - oy - 10%) 101308 = (1013) +(2,3-0,1-10"3) =20+ 5
0,1
logaritmus (InX) + (%X) In(2,0+0,1) = (In(2,0)) £ (20) = 0,69£0,05
.. Cx lb
fiiggvények 1gX)+ | ——— 12(20+ 10) = (1g(20)) + =13+02
liggvénye (IgX) <ln(10) ,X) 8( ) = (1g(20)) <2,3-2o 340,
trigono- (sinX) £ (Jcos X| - ox) sin(60° £5°) = (sing) + <‘cos73t 183) =0,87+0,04
metrikus (cosX) £ (|sinX|-ox) cos(60° £5°) = <cos§) + <‘sin73t‘ : 180> =0,5+0,08
.. Ox T 5.7 T 2
fiiggvények teX)+ [ X t 45°j:5°:(t7>j: 2t ( 7> —1,040.2
uggvenye ( g ) <(COSX)2> g( ) g4 < 180 COS4
. . . Ox .
inverz trigo- arcsinX =+ arcsin(0,87+£0,08) =
: Jix? ( )
0 1
nometrikus = | arcsin(0,87) £+ _ 908 -@:60°i9°
V/1-0,872 n
Ox
fliggvények arccos X + arccos(0,5+0,08) =
ggvény (W) ( )

Ox
arCth + <1<|»)(2)

= [ arccos(0,5)+t | —— | | -— =60°£5°
Vv 1-0,52 T

arctg(1,0+£0,2) =

0,2
= <arctg(1,0):|: <1+ 1’02>> .




10. Illesztett egyenes meredeksége, tengelymetszete és ezek statisztikai
jellemzoi. Az Excel hasznalata az illesztett paraméterek meghata-
rozasara.

A gyakorlatok soran meghatarozandoé értékeket gyakran egy egyenes illesztésébdl kapott meredekség és/vagy
tengelymetszet értékébdl szamoljuk. Ebben a részben levezetés nélkiil osszefoglaljuk azokat a képleteket,
amelyek egy egyszerii szamologéppel is lehetové teszik az illesztett egyenes paramétereinek, valamint azok
szorasainak szamoldsat. Miel6tt azonban megadnank a képleteket, két fontos megjegyzést kell tenni:

1. Az itt megadott képletek elsd latdsra riasztéan bonyolultnak tlinhetnek, azonban a hasznélatuk valé-
jéban egyszeri. Ezt konny( belatni, ha az olvas6 az aldbbiakban részletezett példat egy szamologép
segitségével sajat maga végigszamolja. Tovabbi konnyebbség lehet, hogy a tudomanyos szamologé-
pek tobbsége mar szdmol statisztikai fliggvényeket. Ezekkel a szdmoldsok még gyorsabba tehetdk,
mert a tudomdnyos szamoldgépek statisztikai modja a szamoldsok sordn sziikséges részeredményeket
automatikusan megadja.

2. Nagyon sok specidlis és altaldnos program (pl. a tdblazatkezel6k) képes egyenes paramétereinek il-
lesztésére. A laboratériumi gyakorlatok sordn valdszintileg ezek haszndlata lesz a gyakoribb. Ezek a
programok azonban a legtobbszor nem a meredekség és a tengelymetszet szordsat, hanem azok hibajat
adjdk meg statisztikai paraméterként, pedig a kettd nem ugyanaz! Néha az is el6fordul, hogy a leirds
szerint a program szOrdst szdmol, de valgjaban hibét ir ki. A szords és a hiba kozotti kapcsolatot a

széras = v/ adatok szama - hiba (1)

Osszefliggés adja meg.

Az aldbbiakban felirt képletekben a kovetkezd jeloléseket hasznaljuk:

n az illesztés sordn haszndlt adatparok szdma,
x; afiiggetlen valtozo értéke az i-edik adatparban (i =1...n),
vi afiiggd valtozé értéke az i-edik adatparban (i =1...n),
a az illesztett egyenes meredeksége (y =a-x+b vagy y =a- x),
b azillesztett egyenes tengelymetszete (y = a-x+ b),

G, az illesztett egyenes meredekségének szorasa,

o, az illesztett egyenes tengelymetszetének szordsa,

Sy €s Sy az x; és y; adatok Osszege,
Sxy az x; és y; adatok paronkénti szorzatainak Osszege,
Sy az x; adatok négyzeteinek 0sszege,

SA az y; adatok, valamint a meredekségbdl €s tengelymetszetbdl szdmolhat6 fliggd valtozok (a - x; + b)
eltérései négyzeteinek Osszege, azaz

n n n
Sx:in7 Sy:Zyia Sxy:in'yi7 Sxx:z:xi2 €s SA:Z(yi_a'xi_b)z-
i=1 i=1 i=1 j j




Ezek alapjan az illesztett egyenes meredeksége (a), valamint a meredekség szordsa (6,), amennyiben az
egyenes az origén megy keresztiil (b = 0):

Sxx
G — n SA
‘T -1 Sxx

zx)

Amennyiben az illesztett egyenes tengelymetszete nem b = 0, a meredekség és szordsa:

o n'Sxy_Sx'Sy

a 7]
n- S — 8%

b=

Sxx'Sy_Sx'Sxy
n'Sxx_S_%

n n 2
n- lez — (Zx,)
i=1 i=1

k()

\

2)

3)

“4)

&)

(6)

(7

A kovetkezdekben az egyenesillesztés szamoldsi technikdjat mutatjuk be egy részletes példdn keresztiil
az el6bbiekben definidlt jelolések segitségével. Az egyenesillesztéshez hasznalt adatparok és azok grafikus

megjelenitése a kovetkezd:

i1 2 3 4 5
x: 1,0 20 30 40 50
yvie 3,1 39 52 58 70




Ekkor a szdmolédsok részeredményei:

S = 1,04+2,0+3,0+4,0+50=150
Sy = 3,1+39+52+58+7,0=250
Sy = 1,0:3,142,0:3,943,0-524+4,0-58+5,0-7,0=84,7
See = 1,0042,0%+3,02+4,02+5,02=55,0

n-Sy—S82 = 5.550—15,0*=50,0

A meredekség €s a tengelymetszet értékei ((4) és (6) egyenletek alapjén):

5.84,7—15,0-25,0
a =

—097 & po29:250-150-847

=2,09
50,0 50,0 ’
Tovébbi részeredmény:

Sa = (3,1-0,97-1,0-2,09)%+(3,9—0,97-2,0 —2,09)> + (5,2 —0,97-3,0 — 2,09)> +
+ (5,8—0,97-4,0—2,09)%+(5,9—0,97-5,0 —2,09)% = 0,091

A meredekség €s a tengelymetszet szordsanak értékei ((5) és (7) egyenletek alapjan):

| 52 0001 5.55,0 0,091
a=\lc— =ny =012 € = L =041,
N 5-2 500 s O \/5—2 50.0

Az illesztett paraméterek szordsa helyett (mellet) gyakran hasznéljuk az illesztés josdgdnak megitélésére
az un. korrelacids egyiitthat6t (R). A kordbbiakkal anal6g médon bevezetve az

jelolést, a korreldcids egyiitthatd
n- Sxy - SX * Sy
\/(n-Sxc—83) - (n-Syy —3)

Belathatd, hogy a korrelaciés egyiitthaté —1 és +1 kozotti értéket vehet fel. Minél nagyobb abszolit érték-
ben, anndl inkabb linedris a kapcsolat, azaz anndl inkabb korreldlnak az adatok. R = 0 felel meg az korreléacio
teljes hianyanak. Az el6z0 példa adatai alapjan R = 0,9952, ami egy j6 illesztést jelent.

A korreldcios egyiitthatd helyett szokdsosabb annak négyzetének, a determinécids (regresszids) egyiitt-
haténak (R?) a haszndlata:

R =

(n-Sxy—Sx-Sy)* n-Su

(n-Sxx—S3)-(n-Syy —S3) _n'Syy_Sg'

R? =

Az el6z6 példa adatai alapjan R? = 0,9904. R? gyors diagnosztikat tesz lehetévé. Ha R? ~ 1 (S, kicsi, j6
korrelci6), akkor az x —y kapcsolat tényleg linedris. Ha R? ~ 0, (S nagyon nagy) akkor biztosan nincs
korreldcié. Mésképp megfogalmazva: az egyenes illesztésnél Sa-t minimalizaljuk, azaz R?-et maximalizal-
juk.

Id6igényes lenne minden gyakorlaton, minden illesztést a fenti médon leirtaknak megfelel6en kézzel
(szamologéppel) végrehajtani. Ezért dolgoztdk ki a kiilonboz6 tabldzatkezeld €s illesztd programokat, ame-
lyekbdl mindenki azt haszndlja, ami a legjobban tetszik, illetve amelyik rendelkezésre all. Az Oktatdsi szint
szamitogépein ilyenek pl. a QtiPlot és az MS Office Excel programok. A tovabbiakban az egyenes illesztés
(linedris regresszid) kiilonbozd lehetdségeit mutatjuk be az Excel program segitségével.
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10.1. Trendvonal felvétele

Csak illusztrdciora javasolt! Ha mar van egy kész abrdjuk a mérési adatokbdl, erre kérhetnek kiilonb6z6
elorejelzéseket, fiiggvénykapcsolatokat, in. trendvonalat. Ha a linedris trendvonalat vdlasztjdk, a program
kiszdmolja a legjobban illeszkedd egyenest az adatsorra, s lehetség van az illesztett egyenes paramétereinek
(meredekség, tengelymetszet és R?) kifratdsara is. Valaszthatnak egyparaméteres illesztést is (ha ez megfelel
a mérés elvének), ahol a tengelymetszet értékét Onok rogzitik, s a program csak a meredekséget szamolja.
A trendvonal felvételének eldnye, hogy gyors és latvanyos. Ugyanakkor hatranya, hogy nem szolgaltat sta-
tisztikai adatokat és az R? kiszamitasa egyparaméteres médban hibdsan torténik (programhiba!). Az 1. dbrdn
bemutatott példakbdl latszik, hogy a determinécids egyiitthaté (egy valds szdm négyzete) negativ lett a ma-
sodik adatsor esetén! Azon kiviil, hogy ez egy programhiba, arra is felhivja a figyelmet, hogy az adatokra
nem illeszthetd egyenes, és érdemes megnézni, mely pontokat mérték—szdmoltdk—gépelték be rosszul!

10.2. LIN.ILL fiiggvény hasznalata

Az Excel fiiggvények egyenes illesztésre leghasznosabb/gyorsabb/egyszeriibb véltozata, amely az egyenes
meredeksége és tengelymetszete mellett statisztikai paramétereket is ad. A LIN.ILL fiiggvény a legkisebb
négyzetek moédszerével kiszdmolja a megadott adatokhoz legjobban illeszkedd egyenes egyenletét, és ered-
ményként az egyenest leird tombot adja vissza. A LIN.ILL mas fiiggvényekkel egyiitt valo hasznalatidval
kiszdmithatja linedris ismeretlen paraméterekkel rendelkezd, més tipusu (péld4ul logaritmikus, polinomié-
lis, exponencidlis és hatvdnysor-) modellek statisztikdit is. Mivel ez a fiiggvény egy tombot ad eredményiil,
tombképletként kell bevinni. Azaz, pl. egy egyvaltozos esetben (csak egy fiiggetlen valtozd, x-adatsor van)

//////

= LIN.ILL (ismert_y;ismert_x;konstans;stat) ,

majd egyszerre nyomjdk meg CTRL+SHIFT+ENTER billentylikombinéciét. A kiirt értékekr6l a 2. dbran
bemutatott tdbldzat, illetve a fiiggvény sugdja ad utmutatast. A fliggvény a tengelymetszet és a meredekség
standard hibajat adja, amelybdl a szords az (1) egyenlet alapjan szamolhatd. Lathatdan a fliggvény ugyan azt
az eredményt adja, mint a kézi szdmolds, de statisztikai paraméterekkel egyiitt.

10.3. Regresszio szamitas

Py

Az Excel alapvaltozatdban a File/Beallitasok / Bévitmények menii alatt taldlnak néhany kiegészitd alkal-
mazdst, amit aktivilni lehet. Ezek egyike az Analysis ToolPak, amely statisztikai és miiszaki elemzéshez
kinal adatelemzési eszkozoket. Ha ezt aktivaljak, az ADATOK fiil lenyitasaval az utols6 sorban megjelenik
egy Adatelemzés funkci6. Ebben taldlhaté (sok mads statisztikai segédlet mellett) a Regresszio. Ez adja a
legrészletesebb statisztikat egy egyenes illesztésrdl. Meg kell jegyezni, hogy az algoritmusa eltér a LIN.ILL
szamolasatol, ezért kicsit mas eredményeket adhat.
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Adatsor lllesztés két paraméterrel lllesztés egy paraméterrel
X almeredekség) b(tengelymetszet)| a(meredekség) bltengelymetszet)
1 1 1,0200 -0,0800 0,9982 0
2 1,9 szoras szOras szOras szoras
3 2,9 0,0632 0,2098 0,0260
4 4.1 R= 0,9988
5 5 R*= 0,9977 R*= 0.9995
Példal Példal
G 6
¥ y = 1,0200x - 0,0800 Y y = 0,0982x
. R2=0,9977 _.-* ; R2=0,9971
a * 4 a
3 ',a" 3 ¢
2 e 2 i
1 [ 1 o
0 0
0 2 4 % 6 2 4 Y 6
Adatsor lllesztés két paraméterrel lllesztés egy paraméterrel
X almeredekség) b(tengelymetszet)] almeredekség) b(tengelymetszet)
1 1 0,2200 1,5200 0,6345 0
2 19 SZOras szoras szOras SZOras
3 2,9 1,0475 3.4743 0,4443
4 4.1 R= 0,2617
5 1 R*= 0,0685 R*= 0,7183
Példa2 Példa2
as 45
L ® ,-02200x+15200 ¥ 4 o
35 R?=0,0685 35 @ 3
3 ] 3 ]
25 25 o
2 L 2 L
15 15
1 ] ] 1 [ ] ¢ ]
0,5 0,5 .
0 0
0 2 4 X 5] 2 4 X b

1. dbra. A trendvonal haszndlatdnak illusztralasa egy egyenes illesztéshez megfelel6 (felsé panel) és egy arra

alkalmatlan (als6 panel) adatsor esetén. Az illesztések a korabban megadott képletek alapjan torténtek.
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Adatsor LIN.ILL eredménye
X meredekség 1,02 -0,08 tengelymetszet
1 1 st. hiba 0,028284271 0,093808 st. hiba
2 1.9 R? 0,997698504 0,089443
3 2.9 1300,5 3 szabadsagi fok
4 4.1 10,404 0,024
5 5
Példal
— ]
Y|
— 5 ™ y=1,02x - 0,08
P R? =0,9977
a %
3
o Példal
2 - « Linedris (Példal)
1 L
0
0 1 2 3 4 5 6 X 7

2. dbra. A LIN.ILL haszndlatanak illusztrdlasa kétparaméteres esetben az el6zd, egyenes illesztéshez megfe-
lel6 adatsor esetén.

10.4. A Solver bovitmény hasznalata

A Solver b6vitmény ugyanigy aktivalhatd, mint az Analysis ToolPak, és ugyanott jelenik meg az Excel me-
niiben. Itt Onoknek kell felépiteniiik az elemzést, pl. a legkisebb négyzetek médszerének alkalmazdsdval.
Azaz a Solver segitségével minimalizélni kell a(z) (mérési)adatok és az illesztett értékek kozotti kiillonbsé-
gek négyzeteinek Osszegét, s igy kapjak meg azt a két paramétert (tengelymetszet és meredekség), amely a
legjobban illeszkedd egyenest jelenti.

A 3. 4dbra egy példat mutat be a Solver haszndlatara. A beviteli adatok kozott szerepel az illesztendd
adatsor (X €s Y), valamint becsiilni kell a Kiinduldsi paramétereket. A Fiiggvénykapcsolat alapjan a prog-
ram szdmolja az lllesztett fiiggovdltozot (Y-t). A az illesztett és az illesztendd (a gyakorlat sordn a mért)
adatok kiilonbsége. A Solver alkalmazasakor a Célérték a Szum(A?) értéke, ezt minimalizalja a program.
A Viltozocelldk az a és b értékei, amelyeket illeszti a program, hogy a Célérték minimalis legyen. A Sol-
ver futtatdsa utan kapott értékek (3. dbra, alsé panel) szérastartomanyon beliill megegyeznek a kordbbikban
bemutatottakkal.

Az elobb bemutatott példa ellenére a Solver hasznalatanak nem a linedris regresszi6 a lényege, hiszen
egyenest illeszteni sokféleképpen lehet. Vegyék észre, hogy a Fiiggvénykapcsolatot Onok definialjak (II-
lesztett Y), azaz barmiféle nemlinedris fliggvény paramétereit ugyanezen mddszerrel szamolhatjdk. Nincs
korlatozas az illesztendé paraméterek szamdaban sem. Fontos: Linedris illesztésnél a kezdeti paraméterek
rossz vdlasztdasa nem okoz hibdt, mindig lesz megoldds. Nemlinedris illesztésnél a rossz kezdeti paraméter
jelentheti azt, hogy a szdmolds nem konvergdl, nem lesz igazi megoldds. A kiinduldsi paramétereket fizikai—
kémiai alapon kell megvdlasztani! A nemlinedris illesztés a linedris regressziondl leirtakkal analég médon
torténik, ahogyan ezt a 4. dbra is szemlélteti. Ha a kiinduldsi és az illesztett adatok jelentdsen eltérnek
egymadstdl, akkor a trend nem irhaté le a megadott Fiiggvénykapcsolattal és aligha fogadhat6 el az eredmény.
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X Y llesztett Y n? szum(A?) Kiindulasi paraméterek Fliggvénykapcsolat
1 1 2 1 523 a= 1 y=ax+b

2 1,9 3 1,21 b= 1

3 2,9 4 1,21

4 4,1 5 0,81

5 5 6 1

X Y llesztett Y A’ Szum(A?) Végsé paraméterek Fliggvénykapcsolat
1 1 0,998182 3,31E-06 0,029818 a= 0,998182 y=ax+b

2 1,9 1,996364 0,009286 b= 0

3 2,9 2,994545 0,008939

4 4.1 3,992727 0,011507

5 5 4,990909 8,26E-05

3. dbra. Az Excel Solver haszndlatdnak bemutatdsa: futtatds elott (felsd panel) és utdn (alsé panel).

A Solver egyébként ugyanigy / hasonl6an hasznalhaté nemlinedris egyenlet megoldasara is.
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X Y lllesztett Y A’ Szum(A’) Kiindulssi paraméterek Fiiggvénykapcsolat
1 2,67 | 26666667 1,11E-05 0,623487 a= 2 T TIx
2 3,00 28 0,04 b= 2 y=aty
3 3,20 | 2,8571429 0,117551 c= 2
4 3,33 | 2,8888889 0,194579
5 343 | 2,5080809 0,271346
B 3,50 | 2,9230769 0,33284
7 3,56 | 2,9333333 0,392711
B 3,60 | 29411765 0,434048
Y ésillesztett Y
4,0
Y 55 ® °
3,0 [ ] = . i .
! A A A A A A A
i
2,0
oy
15
A lllesztett
10
05
0,0
1 2 3 a 5 5 7 X 8
X ¥ lllesztett ¥ A* Szum(4’) Végsd paraméterek Fiiggvénykapcsolat
1 2,67  2,67013148 1,73E-08 1,06E-05 a= 2,022373 B
2 3,00  2,9995384 2, 13E-07 b= 0,961015 y=a+ 1
3 3,20  3,19857106 1,06E-06 c= 0,483371
4 3,33 3,33267984 7,18E-06
5 3,43  3,42855794 2,08E-06
3] 3,50 | 3,5006709 @ 4,5E-07
7 3,56  3,55688034 9,73E-06
8 3,60  3,60192471 3,7E-06
Y és illesztett Y
40
Y 35 a a
a & & -
2,0 a
25 B
2,0
oY
15
A lllesztett
1,0
05
0,0
1 2 3 4 5 5 7 X 8

4. dbra. Az Excel Solver haszndlatdnak bemutatdsa nemlinedris illesztés esetén: futtatds el6tt (fels6 panel) és
utan (alsé panel).
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11. Miszaki-tudoméanyos abrak készitése

Mind a kézzel, milliméterpapiron elkészitett, mind a szamitogépes dbrakkal szemben ugyanazok a kovetel-
mények:

— LehetSleg minden mért adat, vagy azok transzformaéltjai szerepeljenek az abrén.

— Legyen megfelel6 — sziikség esetén mértékegységgel ellatott — cime mind a tengelyeknek, mind az
dbranak. A feliratok mind szakmai, mind nyelvtani szempontbdl legyenek helyesek. Lehetdleg név és
ddtum is szerepeljen az abrén.

— A tengelyek beosztasanak €s a cimkefeliratoknak olyanoknak kell lenniiik, hogy az adatok konnyen
abrazolhatok €s visszaolvashatok legyenek, és minimalizdljdk az dbra haszontalan teriileteit. Ezt az
elvet mindig a konkrét feladatra kell alkalmazni, pl. egyenesillesztés esetén néha sziikséges, hogy a
tengelymetszet akkor is rajta legyen az dbrén, ha kiviil esik a mért adatok tartoméanyaén.

— Gorbeillesztés esetén az dbrdnak tartalmaznia kell mind az illesztett, mind az illesztésbdl kihagyott
adatokat (megkiilonboztetett jelzéssel!), valamint az illesztett gorbét is, az illesztett paraméterek érté-
kével egyiitt.

— Tobb gorbe és/vagy adatsor egyiittes abrdzoldsa esetén az egyes gorbék vagy adatsorok legyenek
vildgosan elkiilonithetok.

Természetesen lehetnek egyéb elvardsok is a konkrét feladattdl fiiggden. Ritkdn a kovetelmények egyike-
masika nem teljesithetd 100 %-osan (pl. ha egy rossz pont nagysagrendekkel kiillonbozik a tobbitdl, az tel-
jesen eltorzitja az abrat), de az esetek tilnyomd tobbségében a fentiek betartdsa elegendd hibatlan dbrdk
készitéséhez.

Az eddigiekbdl is kitlinhet, hogy az dbrakészité programok feliiletes ismerete sokszor nem elég. Alta-
ldban nem lehet elfogadni kész dbraként, amit egy program az adatok bevitele utdn az alapbedllitdsaival
felrajzol a képernydre, hanem olyan szinten kell megtanulni az alkalmazott program kezelését, hogy a fenti
kovetelmények teljesithetok legyenek! A tudomanyos életben ezt fokozottan kell hangsulyozni, mert a legtobb
kereskedelemben 1év6 program (f6leg a tablazatkezeldk) a kozgazdaségi és prezentdcids célokra készitett 4b-
rakhoz igazitja az alapbedllitdsokat, és nem a tudomanyos életben fokozottabban megkdvetelt pontossag és
teljesség igényéhez.

Az aldbbiak egy példan keresztiil mutatjdk be azokat a jellemzd hibdkat, amiket a leggyakrabban szoktak
elkovetni szamitogéppel torténd dbrakészités sordn. Az 5. dbra alsé és felsd panelje ugyanarra az adatsorra
torténd egyenesillesztést illusztralja. A felsd panel teljes mértékben megfelel a fentebb részletezett kove-
telményeknek, mig az alsé panel a — tapasztalat szerint — leggyakrabban el6fordulé hibdkat mutatja. Ezek
konnyen elkeriilhetdk a hasznélt program megfeleld szint(i ismeretével. A fliggelék ezen szakaszdnak tovab-
bi része a két panel Osszevetésével segiteni igyekszik a kovetkezo tipikus hibdk €s hidnyossagok elkeriilését:

Automatikus pontosszekotés: Majdnem minden program alapbedllitidsa az, hogy a bevitt pontokat vala-
milyen szimb6lummal jeloli és azokat egyenes szakaszokkal koti 6ssze. Az 6sszekotésnek a legtobb
esetben nincs értelme, csak a ,,szem vezetésére” szoktdk haszndlni tendencidk bemutatdsara, f6leg
kozgazdasagi grafikonokon. Tudomédnyos dbrdkon vonallal illesztett gorbét szokds jelolni, igy a mért
pontok 0sszekotése félrevezetd. Raaddsul érthetetlen dbrakhoz vezethet, ha az adatok nincsenek szigo-
rdan novekvd vagy csokkend sorrendben, pl. az 5. dbra alsé paneljében egyetlen nem sorrendben 1évo
pont egy felesleges vonalat ad.

Rossz tengelytartomany: Néhany program automatikusan rateszi az dbrara a koordinatarenszer origdjat.
Az dbrazoland6 pontok tartomdnyétdl fiiggden ez ahhoz vezethet, hogy az dbra kicsiny részére zsifo-
16dik 6ssze minden pont, azok menete kivehetetlen lesz.

Egyenetlen tengelybeosztas: Sok program a tengelyek minimalis és maximalis értékét az adatsorokbdl kap-
hat6 minimalis és maximélis értékhez rendeli. Az alsé panelen az y-tengely beosztdsa rossz, mert a
13—-120 tartomanyt nem lehet jol felosztani tiz részre. Rdaaddsul a beosztdsok feliratai pontatlanok,
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5. dbra. Egy kifogastalanul (fels6 panel) és egy a tipikus hibdkat bemutaté (alsé panel) szamitégépes dbra.

csak egész értékre vannak megadva. Emiatt hibds a visszaolvasds, azonos hosszusdgu tartomdnyokhoz
eltérd értékek tartoznak (pl. 120 — 109 # 109 —99)! A felhaszndlénak tudnia kell, hogyan lehet be-

allitani a tengelyek minimélis és maximadlis értékeit, a beosztds stirliségét és a beosztdsok helyét jelzd
szamok kiiratdsi formatumat!

Automatikus tengelyvalasztas: Emiatt rossz beosztds, értelmetlen vagy hidnyzé cimek €s beosztasfelira-
tok lehetnek a tengelyeken. Az alsé panelen hidnyoznak az x-tengely beosztdsainak feliratai, a sem-
mitmondé automatikus tengelycimek az adatdllomédny nevébdl és a felhasznalt oszlopok sorszamabol
addédnak, a sz€Is6 adatok pedig szinte ,,lelégnak™ az dbrardl.

Semmitmondé focim: Neheziti az dbra megértését, féleg ha az értelmezés és a készités kozott sok idé telik
el. Sok program alapértelmezése, hogy f6cimként a grafikus bedllitasokat tartalmaz6 allomany nevét
definidlja.

Név, cim vagy datum hidnya: Bosszanté informaciovesztés lehet. Példankban a rossz dbran a datum hi-
anyzik.

Rossz pozicionalds: Az dbra valamely részén szerencsésebb esetben csak komikus, rosszabb esetben infor-

macidvesztéshez vezethet. Esetiinkben a jelmagyarazo blokk annyira rossz helyen van az als6 panelen,
hogy a fele lemaradt.
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Automatikus jelmagyarazo blokk: Az automatikus jelmagyarazé blokk (angolul legend) altaldban semmit
sem mond. Vagy egyaltaldn ne hasznéljunk ilyen blokkot, vagy pontosan toltsiik ki! A jelmagyara-
76 blokknak akkor van értelme, ha egy abrin tobb gorbét tiintetiink fel és rovid utaldsokkal akarjuk
segiteni az dbra megértését.

Racsozat: Ha van, gondosan kell bedllitani. Nem segiti az dbra olvasdsat a tdl stir{i racsozat, mert szinte
elfedi a gorbéket. A ritka racsozat sem jo, mivel a fiiggvényértékeket nagyon nehéz visszaolvasni ilyen
esetekben. Sokszor tisztdbb az dbra, ha egyéltalan nincs radcsozat. Az biztosan nem j6, ha vagy csak a
vizszintes, vagy csak a fliggdleges racsvonalak vannak feltiintetve, ahogy azt a rossz dbra mutatja.

Nem megfelel6 betiitipus és/ vagy betiinagysag hasznalata: Jobb esetekben csak csinya vagy komikus
feliratokhoz vezet, rosszabb esetben félreértésre is alkalmat adhat. Az 5. dbra als6 paneljén a név
értelmetleniil csicsds €s nem ékezetes betlikkel késziilt. Abrdkon édltaldban érdemes egyszerd vonal-

vezetésl €s vastagabb betlitipusokat haszndlni (pl. Swiss, Arial, Helvetica, Tahoma, Verdana, Calibri,
stb. tipusok).

Az elhagyott pontok nem szerepelnek az abran, vagy jeloletlenek: Ha nem tiintetjiik fel az dbran az il-
lesztésnél figyelmen kiviil hagyott pontokat, akkor informécioét vesztiink a mérések valddi pontossaga-
6l és a pontelhagyasok okairdl. Ha a rossz pontokat az illesztettekkel azonos médon jeloljiik (ahogy
ez a rossz abran lathatd), akkor a szdmitott adatok reprodukdldsa lesz nehéz.
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