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1. Bevezetés

A disszertacidoban vizsgalt kutatasi problémak mindegyike a konvex testek
politopokkal torténs kozelitésérsl szol. Az eredményeink két nagy teriiletre
esnek, a legjobban kozelitd politopok elméletébe, illetve a véletlen politopok
elméletébe.

Az értekezés a szerz6 kovetkez6 négy publikicidjan alapszik:

e [. Barany, F. Fodor, V. Vigh: Intrinsic volumes of inscribed random
polytopes in smooth convex bodies,Adv. Appl. Probab. (2009), 1-17,
kozlésre benytjtva, elektronikusan elérhetd arXiv:0906.0309v1.

e K. J. Boroczky, F. Fodor, M. Reitzner, V. Vigh: Mean width of ran-
dom polytopes in a reasonable smooth convex body, J. Multivariate
Anal., 100 (2009), 2287-2295.

e K. J. Boroczky, F. Fodor, V. Vigh: Approximating 3-dimensional con-
vex bodies by polytopes with a restricted number of edges, Beitrige
Algebra Geom., 49 (2008), no. 1, 177-193.

e V. Vigh: Typical faces of best approximating polytopes with a rest-
ricted number of edges, Acta Sci. Math. (Szeged), 75 (2009), no. 1-2,
313-327.

A tézistiizetben talalhato jelolések és szamozéasok megegyeznek a disszer-

tacioban hasznaltakkal.

2. Legjobban kozelit6 politépok

Legyen K egy konvex test az E? térben, tovabba rogzitsiink egy 0 < k <
d — 1 pozitiv egész szamot. Az egyik leggyakrabban targyalt kérdés, hogy

milyen jol lehet K-t kozelieni olyan politopokkal, amelyeknek k-dimenzios



lapjainak szamat el6irjuk. FEzt a problémakort az utobbi 30 évben ala-
posan koriiljartédk, és a legfontosabb kérdéseket meg is valaszoltak abban
az esetben, ha k£ = 0 vagy k = d — 1, azaz a cstucsok vagy lapok szama
korlatozott. A kapott eredmények nagyrészt aszimptotikus természetiek,
legtobbjiik R. Schneider, P. M. Gruber, M. Ludwig és ifj. Bordczky Kéaroly
nevéhez fiizodik. Azonban csak néhany eredmény ismert azokban az ese-
tekben, ha valamilyen koztes dimenzios lapok szamét szoritjuk meg, vagyis
1 <k < d-—2. 2000-ben ifj. Boroczky Kéaroly [17] részben megoldotta
ezeket a problémakat, nagységrendileg helyes also és felsé becslést igazolva.
Aszimptotikus formulak azonban egészen a legutobbi évekig egyaltalan nem
voltak ismertek. A 2.2.1. tételben az egyik els6 felmeriils kérdést véalaszol-
juk meg, aszimptotikus formulét bizonyitunk abban az esetben, ha d = 3 és
k= 1. A tavolsdgot Hausdorff-metrikaval fogjuk mérni. Az analog allitast
térfogatapproximacioé esetén ifj. Boroczky Karoly, S. S. Gomez és P. Tick
oldotta meg [22].

A probléma pontos megfogalmazasa a kovetkezs. Legyen K egy 3-
dimenzios konvex test, aminek a hatara C? sima, és legyen P¢ azon 3-
dimenzios politopok halmaza, amelyeknek legfeljebb n éle van és tartal-
mazzak K-t. Hasonléan legyen P! azon 3-dimenziés politépok halmaza,

amelyeknek legfeljebb n éliikk van és benne vannak K-ban.
Pe .= {P | P D K olyan politop, amelynek legfeljebb n éle van} |

P! .= {P | P C K olyan politép, amelynek legfeljebb n éle van} .
Ekkor létezik egy (nem feltétlentil egyértelmi) P¢ € PS politop, és egy
P! € P! politop tgy, hogy

Sg(P, K) = Pig?gc(SH(P,K) és Op(P,K) = Piggi 5g (P, K),

vagyis a K-to6l vett 0z (P¢, K) és 0 (P!, K) Hausdorff tavolsaguk minimélis.
A 2. fejezet elsG 16 eredménye a 2.2.1. tétel.



2.2.1. Tétel (13. old., [21] Boroczky, Fodor, Vigh)

. 1 1
ou(K, P, 6y (K, P)) ~ 5/ kY2 (z) da - - amint n — oco. (1)
0K

A formuldban k(x) az x € OK pontban vett Gauss-gorbiiletet jeldli, és
OK-n a 2-dimenzios Hausdorff-mérték szerint integralunk.

P. M. Gruber [36], [37] munkéi, valamint ifj. Boroczky Karoly, Tick
Péter és Wintsche Gergely [24] dolgozata nyoman természetesen meriil fel a
kérdés, hogy mondhatunk-e tébbet a legjobban kozelité politopok geomet-
ridjarol? A kérdésre pozitiv vélaszt adhatunk abban az értelemben, hogy
aszimptotikusan meghatarozhatjuk a legjobban kozelité politépok lapjai-
nak alakjat és méretét is. Ezt fogalmaztuk meg a 2. fejezet mésodik {6

eredményében, 2.2.2. tételben.

2.2.2. Tétel (14. old., [72] Vigh)
A 2.2.1. tételben tdargyalt P! és PS politopsorozatok tipikus lapjai a Iil/z(ﬂf)

sturiségfigguény szerinti négyzetek, amint n — o0.

A tétel lényegi jelentése a kovetkezs. Legyen F' a P, politoép egy lapja
és v € OK olyan pont K hataran, ahol a K-hoz huzott kiilsé normaélis
merGleges F' lap sikjara. P, majdnem minden F' lapja egy olyan négyszog,
ami nagyon kozel van egy az rp € K pontban tekintett masodik alapforma

szerinti négyzethez, aminek a teriilete

Jox k12 (2)dx
f(n)k!2(zp)

Itt f(n) a P, politop lapjainak szaméat jelenti.

A 2.2.1. tétel bizonyitasa két részbdl all, azonos nagysagu felsé és also
becslést adtunk a 0y (K, P¢) téavolsagra. Mindkét részben az egyik {6 gon-
dolat az, hogy osszuk fel K hatarét elég kis foltokra, és minden ilyen foltot
kozelitsiink a feliilet egy oszkulalé paraboloidjaval. A fels6 korlat eseté-
ben ehhez megkonstrualtunk olyan K-t jol kozelité politopokat, amelyek-

nek el6re megadott szamu éle van. Az als6é becsléshez kiilonb6z6 algebrai

3



és geometriai egyenlGtlenségeket hasznaltunk. A 2.2.2. tételhez a (1) also
becsléséhez hasznélt egyenlGtlenségek stabilitdsara volt sziikség.
A bizonyitasok hatterében a kovetkezd geometriai lemma all, amely ro-

konsagot mutat Fejes Toth Laszlo Momentum tételével [28).

2.5.5 Lemma (19. old., [21] Bor6czky, Fodor, Vigh és [72] Vigh)
Legyen q(x) egy pozitiv definit kvadratikus alak R*-n és oo < 0 wvalds szdm.
Legyen tovdbbd G = [p1,po, ..., k] egy k-sz0g {p;} csicsokkal. Ekkor

2
max(g(x) @) = > - A(@)y/det g )
HAS
Tovdbbd, ha k # 4, akkor
2
_ 1.04.2.
I;leaé((q(CE) a) > 1,0 p
Valamint, ha € < 0,01 és

max(q(z) — a) < (1 + &) % L A(G)/det, (4)

reG

akkor G O(\/e)-kizel van egy q-négyzethez.

3. Véletlen politépok

A 3. fejezetben a politopapproximaciok masik aspektusarol irunk, vagyis vé-
letlen politopokkal torténd kozelitést vizsgalunk. A leggyakrabban hasznalt
modell, amellyel véletlen politopot definidlhatunk a koévetkezs: legyen K
olyan konvex test az E¢ térben, amelynek térfogata egységnyi, igy az egyen-
letes eloszlashoz tartozo valoszintiségi mérték K-n megegyezik a Lebesgue-
mértékkel. Véalasszuk az xq, o, ..., z, véletlen pontokat K-bol egyméstol
fiiggetleniil, az egyenletes eloszlas szerint. A pontok conv (x4, ..., z,) kon-
vex burkat a K-ba irt uniform véletlen politépnak hivjuk és K,-nel jeloljiik.
A sztochasztikus geometria egyik kozponti problémaja a K, test viselkedé-
sének megértése. A legfontosabb kérdés a K-t leird geometriai funkcionédlok

meghatéarozasa.



A kezdetektsl fogva vildgos, hogy K, uniform véletlen politop viselke-
dése erGsen fiigg a K anyatest hataranak szerkezetétsl, az eddigi eredmé-
nyek és a hasznalt technikak is mutatjak, hogy a két eset, amikor K hatéra
sima, illetve amikor K politop lényegesen eltér. Abban az esetben ha a
K test OK hatara C® sima, és igy k(z) > 0 minden x € 9K esetén, R.
Schneider és J.A. Wieacker [66]-ban bizonyitotta, hogy

) L2 1
,11 2 / K“(x) wde - —, (5)
+1 /Qd/ic‘l“_‘ll 0K nd+i

ahol W () az &tlagszélességet jeloli, kg a d-dimenzios egységgoémb térfo-

=

oT'(
d(d+1)

S8
+

W(K) — EW(K,) ~

sH

Q

gata, E( - ) pedig a varhato értéket jelenti. 2004-ben a simaségi feltételt M.
Reitzner |53] C2-ra gyengitette.

Az els6 célunk az (5) formuldhoz sziikséges simasagi feltétel tovabbi élta-
lanositdsa. Azt mondjuk, hogy a K konvex testnek van gordiil6 gombje,
ha létezik egy o > 0 pozitiv valos szam gy, hogy minden x € 0K pontot
tartalmaz egy olyan o sugart gémb, amit tartalmaz K. D. Hug [41] meg-
mutatta, hogy a gordiil§ gomb létezése ekvivalens azzal, hogy az © € 0K
pontban hizott kiils6 normalis vektor az x Lipschitz-folytonos fiiggvénye. A
3. fejezet els6 {6 eredményében tovabb bévittettiik (5) formula érvényességi

korét.

3.1.2. Tétel (45. old., [20] Boroczky, Fodor, Reitzner, Vigh)
Az (5) aszimptotikus formula minden olyan K konvex testre érvényes,

amelynek létezik gordild gombje.

Tovabba a 45. oldalon taldlhato 3.1.3. példa szerint létezik egy olyan
K konvex test, amelynek hatara egy pont kivételével C'° sima, és abban
az egy pontban is C', de a (5) formula nem teljesiil K testre. Ez a példa
mutatja, hogy 3.1.2. tétel allitdsa lényegében optimalis.

3.1.3. Példa (45. old., [20] Borocezky, Fodor, Reitzner, Vigh) Legyen

K € K% d-dimenzids konvex test amire a kévetkezdk teljesilnek: o € 0K,
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3d+1

0K C sima minden OK\o pontban, valamint az f(x) = ||z|| ™5 figy-
vény RN BY halmazon vett grafikonja része OK -nak. Ekkor E(W (K) —

W(K,)) > yn3e ahol y > 0 csak d-tdl fiigg, és by < -2,

A nagy szamok erds torvényének igazoldsahoz, valamint centralis hatér-
eloszlas tételekhez sziikségiink van a szorésra adott aszimptotikus alsé és
felsG becslésekre, lasd példaul [12] és [13]. A 3. fejezet masodik 6 eredmé-
nyében nagysagrendileg helyes also és felsd becslést adtunk a K, uniform
véletlen politop minden kevert térfogatanak szorasara abban az esetben, ha

a K anyatest hatara C? sima.

3.1.5. Tétel (48. old., [10] Barany, Fodor, Vigh)

Legyen K olyan konvex test az E? térben, amelynek hatdra C’i sima. Ekkor
minden s = 1,...,d esetén léteznek v1 és o d-tdl, s-tél és K-tol fiiggd
konstansok gy, hogy

d+3

'yln_% < Var Vi(K,,) < yon =t (6)
amint n — oo. Vi(+) az s-edik kevert térfogatot jeliili.

Tovabba, 3.1.2. tételhez hasonléan, 3.1.6. tételben megmutattuk, hogy
az atlagszélesség esetén a szorasra adott becslések a K-ra tett gyengébb

simaségi feltétel mellett is érvényesek.

3.1.6. Tétel (48. old., [20] Boroczky, Fodor, Reitzner, Vigh)
Ha K egységnyi térfogati, d-dimenzios konvex test, amelynek létezik gor-
dild gombje, akkor

" n- T < VarW (K,,) < 72 n*%ﬁ,
ahol a vy, konstansok d-tdl és K-tol fiiggenek.

Megjegyezziik, hogy 3.1.5. tétel bizonyitasat teljes részletességgel csak

abban az esetben végeztiik el, amikor K az egységgomb, az altaldnos esethez
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sziikséges modositasokat csak vazoltuk. Ennek oka, hogy a bizonyitas a
gomb esetén és az altalanos esetben lényegileg megegyezik, csak aprobb
technikai moédositasok sziikségesek.

A 3.1.5. tételben és a 3.1.6. tételben az als6 korlatok igazolasa nagyon
hasonloan torténik, ezért csak a 3.1.5. tétel esetén igazoltuk az allitast. Az
also becslések bizonyitasanak alapotlete az, hogy kicsi, "fiiggetlen" sapkakat
definidlunk, és megmutatjuk, hogy a szoéras minden ilyen sapkaban "nagy".
Az allitas ezek utan a szoréds tulajdonsagaibol adodik.

A fels6 becslések bizonyitésa a 3.1.5. tételben és a 3.1.6. tételben viszont
teljesen eltérs. Egyrészrél a 3.1.6. tétel bizonyitasdban integralgeometriai
eszkozoket hasznaltunk. Mésrészt a 3.1.5. tételben a kulcslépés Baradny és
Larman [11]| gazdasagos sapkafedési tételének alkalmazasa.

A K d-dimenzios konvex test sapkajanak nevezziik a C = K N H,
halmazt, ahol H, a H hipersikhoz tartozé zart féltér. Minden x € K pont-
hoz hozzérendelhetjiik az 6t tartalmazo sapkik koziil a minimalis térfogatu

térfogatat:
v(x) = min{\;(C) | x € C és C sapkija K-nak}.
A K test t paraméterhez tartozo K (t) vizes részén a kovetkezdt értjiik:
Kit)={rze K|v(x) <t}

Gazdasagos sapkafedési tétel ([11] Barany, Larman)
Legyen K € K eqységnyi térfogati konvex test és 0 < € < (2d)~2? pozitiv
valds szam. Ekkor léteznek K-nak Cy,Cy, ..., Cy, sapkdi, és C1,CY, ..., Cl

konvex halmazok gy, hogy a kiévetkezdk mindegyike teljesiil:
i) minden i =1,...,m esetén C! C C;,
i) UPCH C K(e) C UGy,

iii) minden i =1,...,m esetén \g(C;) K € és \g(C]) > ¢,



w) minden € térfogati C sapkdt tartalmaz egy alkalmas C; sapka.

A (6) formula felss becslésébdl, felhasznalva a [3] és [53] cikkek {6 ered-
ményeit, levezetheté a nagy szdmok erds torvénye. Egzt 3.1.7. tételben

fogalmaztuk meg.

3.1.7. Tétel (49. old, [10] Barany, Fodor, Vigh)
Ha K eqy konver test, amelynek hatdra Ci sima, K, pedig a K-ba irt

uniform véletlen politop, akkor

2

im (VA(K) = Vi) 0780 = g (raa(@) 57 0) o

n—oo

1 valosziniséggel teljestil.
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