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Bevezetés

Jelen disszertacié elso felében elméleti eredményeket targyaltunk az elméletrevizié témakorébdl. Az
elméletrevizié — a tanuldselmélet részeként — azt vizsgalja, hogyan tud a tanulé hatékonyan rekon-
strudlni egy ismeretlen fi,, fliggvény kiilonbozé (az adott tanuldsi modell dltal meghatdrozott) pro-
tokollokon keresztil informaciot szerezve réla. A tanulds szokasos alapszituacidjatdl eltéréen azonban
itt feltessziik, hogy a tanulé mar rendelkezik valamilyen elGismerettel err6l a fliggvényrdl, pontosab-
ban, hogy van egy kiindulé hipotézise (valamilyen formula képében), mely a tanulandé fliggvényt
bizonyos értelemben jél kozeliti. A valds életben tipikusan ilyen jellegli szitudcié adddik egy szakértoi
rendszer osszeallitdsakor, melynek els6 valtozatat még tovabb kell finomitani a rendelkezésre allé
példak és egyéb informacidk felhaszndlasaval. A kezdeti hipotézis ismeretében a tanulds vélhetGen
joval hatékonyabban valdsithaté meg; ezen alapgondolat egyértelmiien mutatja a modell fontossagat,
és szolgal motivacidul annak elméleti vizsgalatdhoz.

A jelen disszertacidban ismertetett elméletreviziés eredmények mind Boole-formuldk valamilyen
osztalydra vonatkoztak; read-once (egyszer olvasd), kiiszobfiiggvények és projektiv DNF formuldk
hatékony revizionalhatdsagdt vizsgaltuk elméleti szemszoghal.

A disszertacié masodik felében karakterizacidés eredményeket vizsgaltunk, melyek mind Boole-
fuggvények valamely szemantikus, illetve szintaktikus tulajdonsagai kozott mutattak ekvivalenciat. A
szintaktikus tulajdonsagok kozt szerepeltek DNF formuldk bizonyos irredundas alakjai, Horn formulak
(melyek osztdlya igen intenziven kutatott a mesterséges intelligencia témakorében), diszjunkt DNF-
ek (olyan DNF-ek, melyekben a termek pdronként iitkoznek), és dontési fak (melyek fontossiga a
szamitastudomanyban megintcsak kiemelked6 — és amelyek szintén felfoghaték a DNF formulak egy
részosztdlyaként). A szemantikus tulajdonsagok kozt vizsgdlat targyat képezték az n-dimenzids kocka
részkockdkkal valé lefedésére adott bizonyos megkotések, Boole-fliggvények értelmezési tartomanyaval
kapcsolatos lokélis restrikcidk, valamely fuggvény igazsdghalmazanak egy specidlis kritérium szerinti
kiterjesztése, és végul bizonyos extrém tulajdonsagok.

A tézisflizetben szereplo tételek, lemmak, stb. szimozdsa megegyezik a disszertaciéban szereplovel.
Mindazondltal — célul a minél egyszer(ibb targyaldsmddot kitlizve — a megfogalmazasok helyenként
jellegiikben is eltérhetnek az ott szereploktol.

Elméletreviziés eredmények

Elméletreviziés rendszerekkel viszonylag széles korben foglakoznak [17; 27; 28; 34; 35]. Mooney az
els6k kozott volt, akik a téma elméleti vonatkozasait vizsgaltak [25]. O bizonyos reviziés operatorokat
vezetett be, melyek a kezdeti hipotézis egyszerii, elére megadott szintaktikus &4talakitasit teszik
lehetdvé (mint példaul egy literal kitorlése a formulabdl vagy ahhoz valé hozzdirasa), és azt vizsgalta,
hogy annak fliggvényében, hogy milyen nagysagrendi ilyen atalakitdsra van minimalisan szikség a
revizidhoz, milyen korldtok adhatdk a tanulé dltal felhasznalt véletlen példak szamara az Gn. PAC mo-
dellben. Greiner, egy hasonlé jellegli modellben, a hipotéziskeresés szamitasi bonyolultsagat vizsgélta
[11].

A jelen disszertacidban hasznalt mindkét reviziés modell Mooney megkozelitésének természetes
kiterjesztése valamely ismert tanuldsi modellre: a query modelre (tanulds kérdések &ltal) illetve a
mistake bounded modelre (hibakorldtos tanulds). Ezekben a modellekben a ¢ kezdeti hipotézis és a



firg tanulandé fiiggvény dist(yp, fig) reviziés tavolsaga azt mondja meg, hogy minimalian hanyszor
kell reviziés operatorokat alkalmaznunk, hogy a kezdeti formulabdl egy olyan formulat kapjunk, mely
ekvivalens a tanulandé fuggvénnyel.

A query learning modelben a tanuld egy uUn. ordkulumnak tehet fel kérdéseket a tanulandé
fliggvényrdl, aki ezen kérdéseket konstans idében megvélaszolja. (A modellt Angluin vezette be [3]
cikkében.) A legelterjedtebben haszndlt kérdéstipusok a membership query (értékre kérdezés) —
mikor a tanulé az fi;s valamely x inputon felvett értékét kérdezi le —, illetve az equivalence query
(ekvivalencidra kérdezés), mikor a tanulé azt kérdezi meg, hogy firg ekvivalens-e az altala konstrualt
¢’ formuldval.

3.1. definicié (Elméletrevizié, query learning model) Adott R formulaosztdly esetén egy algo-
ritmus revizids algoritmus az R formulaosztalyhoz p query komplexitassal, ha barmely olyan firg
fliggvény esetén, mely reprezentalhaté valamely R-beli formulaval, az algoritmusnak valamely ¢ € R
formulat inputként adva az legfeljebb p(é,logn) kérdést feltéve az orakulumnak végiil visszaadja firg
egy reprezentacidjat, ahol é = dist(yp, firg). Az algoritmus ezen feliil hatékony reviziés algoritmus
az R formulaoszadlyhoz, ha p polinom, és a futdsid6 a ¢ méretében, é-ben és a valtozok szamaban
polinomalisan korlatos. Azt mondjuk, hogy R query komplexitasa legalabb q, ha az R-hez adhato
barmely reviziés algoritmus query komplexitdsa €)(q).

Az is gyakran felmeril kulonboz6 formulaosztdlyok revizidja sordn, hogy vajon elég-e csak az
egyik kérdéstipus a hatékony revizidhoz. Ezt a kérdést a disszertacidban is érintettiik a query modellel
foglalkozd fejezetekben. Végiil, egy equivalence query-t szabalyosnak mondunk, ha a kérdéses formula
R-beli.

A mistake bounded model (hibakorldtos tanulds) egy on-line tanulasi modell, melyben a tanulasi
folyamat korokre van bontva. Egy-egy korben el6szor a tanulé mindig kap egy x osztdlyozandé in-
putot, majd az algoritmusnak vissza kell adnia egy értéket; végiil pedig az algoritmus kap egy cimkét.
(Zajmentes modellben ez az érték megegyezik azzal, amit fi;s szamit x-en.) Ha ez a két érték (a cimke
illetve az algoritmus outputja) eltér, az algoritmus hibat kovetett el. Az algoritmus hibakorlatja a
hibdinak maximalis szdma az fi;; tanulandé fliggvény méretében (mely a legrovidebb R-beli formula
hossza, mely ekvivalens f,o-el) a korok Osszes lehetséges sorozatdt figyelembe véve.

3.2. definicié (Elméletrevizié, mistake bounded model) Adott R formulaosztaly esetén egy al-
goritmus reviziés algoritmus az R formulaosztalyhoz p hibakorlattal, ha barmely olyan fi., fiiggvény
esetén, mely reprezentalhato valamely R-beli formuldval, az algoritmusnak valamely ¢ € R formulat
inputként adva az legfeljebb p(é,logn) hibat kovet el, ahol ¢ = dist(y, firg). Az algoritmus ezen
feliil hatékony revizids algoritmus az R formulaoszédlyhoz, ha p polinom, és ha a futdsidé (minden
korben, az adott kortél fiiggetleniil) a ¢ méretében, é-ben és a vadltozék szamaban polinomalisan
korlatos.

Tovédbbi (a jelen disszertacidban nem szerepld) elméletrevizids eredmények taldlhatdk a [8-10]
cikkekben.



Read-once formulak

A 4. fejezetben read-once fliggvényekkel foglalkoztunk (egy fliggvény read-once — azaz egyszer
olvasé —, ha reprezentélhaté olyan formuldval, melyben minden véltozé legfeljebb egyszer fordul el6);
ezen vizsgdlatok alapjdul a [9] cikk idevdagd eredményei szolgaltak. Ezen fiiggvényosztaly elméleti
szempontbdl igen jelents, tekintve, hogy Boole-fliggvényeknek egy olyan, nemtrividlis részhalmaza,
melynek elemei (sok tekintetben) algoritmikusan hatékonyan kezelhetdk, raddasul egy kellemes sze-
mantikus karakterizacidja is ismert [12; 16; 26]. A fliggvényosztalyrdl az is ismert (ldsd [5]), hogy
hatékonyan tanulhaté a query model keretein beliil, ha a tanulé hasznalhat mind membership mind
equivalence query-t. A fejezet f6 eredménye, hogy az ott ismertetett ReviseReadOnce algoritmus
a fuiggvényosztaly hatékony revizi6jat valdsitja meg a csak-torléses esetben. (A csak-térléses eset
azt jelenti, hogy a kezdeti formuldbdl részformuldk eltavolitasaval eldallithaté egy, az fire tanulandd
fliggvénnyel ekvivalens formula.)

4.7. tétel Legyen p egy n-vadltozds read-once formula, és tegyiik fel, hogy az fis tanulandd fiiggvény
eléallithaté -bdl részformuldk eltavolitasaval. Ekkor teljesiil, hogy ReviseReadOnce(yp), legfeljebb
O(élogn) query-t hasznalva végiil visszaadja fis egy reprezentdcicjat, ahol é = dist(yp, firg).

Tovéabbi eredményként ismertettiik, hogy az algoritmus altal hasznalt kérdések mennyisége nagy-
sdgrendben kozel all az optimélishoz.

4.11. tétel A read-once formuldk revizidjanak query komplexitdsa )(élog(n/é)) a csak-térléses es-
etben, ahol n a kezdeti formula valtozéinak szama, é pedig a kezdeti formula és a tanulandé fiiggvény
revizids tavolsaga.

Végul azt mutattuk meg, hogy az algoritmusban hasznalatos két kérdéstipus barmelyikét mellozve
a fuggvényosztaly revizidja nem valdsithaté meg hatékonyan:

4.13. tétel A read-once formuldk revizidjanak query komplexitdsa a csak-torléses esetben, mellézve
a membership query-ket és csak szabélyos equivalence query-ket hasznalva legalabb |n/2] — 1 (ahol
n a kezdeti formula relevans valtozéinak szama) még abban az esetben is, ha a revizios tavolsag 1.

4.14. tétel Jelolje é a kezdeti formula és a tanulandd fiiggvény revizids tavolsagat, és tegyiik fel,
hogy tanuld csak é — 1 equivalence query-t kérdezhet (ezzel szemben a membership query-k szamat
nem korlatozzuk). Ezen meggszoritasok esetén a read-once formulak reviziéjanak query komplexitdsa
a csak-torléses esetben legalabb n — é, ahol n a kezdeti formula relevans valtozéinak szama.

Kiuszobfiuggvények

Az 5. fejezetben kiiszobfiiggvényekkel foglalkoztunk; ezen vizsgdlatok alapjul a [31] cikk idevagd
eredményei szolgaltak. (Egy fiiggvényt kiiszobfiiggvénynek tekintiink, ha reprezentalhaté véltozdk
egy R halmazaval és egy 6 kiiszob értékkel olyan médon, hogy a fliggvény pontosan azon értékaddsok
esetén ad 1-et, melyek az R-beli valtozék kozill legaldbb H-hoz 1-et rendelnek értékiil.) A kiiszob-
fliggvények jelentdségét jelzi, hogy (habdr a fentinél dltaldnosabb formdban megadva) a mesterséges
neuronhaldk illetve SVM-ek (support vector machine-ek) egyik alap épitékoveként haszndlatosak.
Klszobfuggvényekrdl is ismert, hogy hatékonyan tanulhaték a query model keretein beliil, am ezen
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fliggvényosztaly esetén ehhez elég csak a membership query-k haszndlata (lasd a [14] cikkben is-
mertetett algoritmust). A fejezet f6 eredménye, hogy az ott ismertetett ReviseThreshold algoritmus
a fliggvényosztaly hatékony revizidjat valdsitja meg az altalanos esetben.

5.5. tétel Legyen ¢ a kezdeti formula, fi., pedig a tanulando fiiggvény, mindketten n-valtozos
kiiszobfiiggvények. Ekkor ReviseThreshold(yp), legfeljebb O(élogn) query-t hasznalva végiil vissza-
adja fig egy reprezentacicjat, ahol é = dist(y, firg).

Ezen felul bizonyitasra kertilt, hogy az algoritmus altal hasznalt kérdések mennyisége nagysagrendileg
lényegében optimdlis.

5.8. allitas Kiiszobfiiggvények revizidjanak query komplexitdsa 2(élog(n/é)), ahol n a kezdeti for-
mula valtozdinak szama, é pedig a kezdeti formula és a tanulandé fiiggvény revizids tavolsaga.

Figyelembe véve, hogy — amint az fent emlitetésre kerlilt — a fliggvényosztaly hatékonyan tanulhaté
csak membership query-k hasznalatdval is, jelen esetben még aktudlisabb a kérdés, hogy vajon a
hatékony reviziéhoz sziikség van-e mindkettore. A vdlasz megintcsak igenlo.

5.6. tétel Tegyiik fel, hogy a kiiszob értéke mind a kezdeti formulaban, mind a tanuland¢ fiiggvényben
t, és hogy a tanuld is csak olyan kiiszobfiiggvényekre kérdezhet equivalence query-t, amelyekben a
kiiszob szintén t. (Ezzel szemben a membership query-kre semmiféle megkdtést nem tesziink.) Ezen
megszoritasok esetén a kiiszobfiiggvények revizidjanak query komplexitdsa legalabb n — 1 (ahol n
valtozék szama) még abban az esetben is, amikor a reviziés tdvolsag minddssze 1.

5.7. tétel Csak equivalence query-t hasznadlva a kiszobfiiggvények revizicjanak query komplexitdsa
legalabbn—1 (aholn a vdltozék szima) még abban az esetben is, amikor a revizids tavolsag mindéssze
1.

Végezetil megmutattuk, hogy Littlestone hires Winnow algoritmusa (mely a [22] cikkben keriilt
ismertetésre), illetve annak egy megfeleld, természetes elméletrevizids kiterjesztése nem hatékony
revizids algoritmus ezen fliggvényosztalyra.

5.9. allitas Winnow nem hatékony reviziés algoritmus a kiiszobfiiggvények osztalyahoz. Pontosabban
fogalmazva: barmilyen kezdeti silyvektorral is inditjuk el, Thzl)l,...,vn kezdeti hipotézis és Th%1
tanulando fliggvény esetén Winnow bizonyos esetekben n hibat kovet el.

yeeesUn

Ez azért is meglepd, mert ezen algoritmus az altal valt hiressé, hogy bizonyos fliggvények tanulasat
kimagasléan hatékonyan valdsitja meg, és rdaddsul (altalanosabb értelemben vett) kiiszobfiiggvényként
reprezentdlja a mindenkori hipotézisét.

Projektiv DNF formulak

A 6. fejezetben, az elméletrevizidval foglalkozé elsé rész zardsaként, projektiv . DNF formuldkkal
foglalkoztunk; ezen vizsgalatok alapjaul a [30] cikk idevagd eredményei szolgéltak.



6.1. definicié Egy p = p1t1 V- -V ppty, DNF formula k-projektiv DNF, vagy k-PDNF, ha teljesiil,
hogy i =1,..., 0 esetén p; egy k-term, t; tetsz6leges term és p;p = p;t;. Az n-valtozds, k-projektiv
DNF Formulakkal reprezentalhato fliggvények halmazat k-PDNF,, jeloli.

A diszjunktiv normélformajd formuldk részosztdlyat alkotd projektiv DNF formuldk Valiant [33]
cikkében keriiltek bevezetésre. (A DNF-ek kiilonbozé részosztédlyainak vizsgdlata azéltal kapott még
nagyobb hangsilyt, hogy Alekhnovich-ék [2] cikkiikben megmutattdk, hogy — hacsak az NP és RP
osztalyok nem egyenléek — a DNF-ek osztdlya nem tanulhaté hatékonyan.) A formulaosztély je-
lentéségét az szolgaltatta Valiant szdmdra, hogy alkalmasnak bizonyultak az un. projektiv tanulasra,
melynek lényege, hogy a tanulds, a biolégidban megfigyelheté mds folyamatokhoz hasonléan, tobb
szinten, osztott mddon torténik. A fejezet f6 eredménye, hogy az ott ismertetett RevWinn algoritmus,
mely Valiant tanuldalgoritmusanak egy természetes kiterjesztése, a projektiv DNF formuldk hatékony
revizi6jat valdsitja meg a mistake bounded model (hibakorlatozott modell) keretein beliil

6.3. tétel Jelolje v a kezdbhipotézist, fi.s pedig a tanulandd fiiggvényt. Ekkor a Rev-k-PDNF algo-
ritmus hatékonyan fut, és O(éklogn) hibat vét, ahol é = dist(¢, firg).

Az algoritmus, Valiant eredeti algoritmusahoz hasonldan, két szintbdl tevédik ossze. Az alsé szin-
ten egy egyszer(i tanuldalgoritmus tobb példanya kerul futtatasra, melyek mind a tanulandé fliggvény
(pontosabban a fiiggvény értelmezési tartomanydnak) egy kis szeletére (avagy projekcidjara) figyel-
nek csak. A felsé szinten megintcsak egy egyszer(i tanuldalgoritmus hasznalatos (ezuttal viszont csak
egy darab), egyrészt azzal a céllal, hogy megtanulja, hogyan kell az alsé szinten futtatott egyszerii
tanuldalgoritmusok altal reprezentalt hipotéziseket osszekapcsolni, masrészt azzal, hogy — megsziirve
az informaciét — az alsé szinten |évé minden egyes algoritmusnak csak az 6 szamara relevans in-
formaciét tovabbitsa.

A fejezet masodik részében el6szor azt mutattuk meg, hogy a k-PDNF formuldk definicidja
lényegében tisztan szemantikus. (Ezen eredmény megfogalmazasihoz sziikségiink van néhany tovabbi
fogalomra. Egy f Boole fiiggvény igazsaghalmaza az a 7 (f) halmaz, mely pontosan az 6t kielégit6
inputokbdl all. Egy term igazsdghalmazit kockanak hivjuk.)

6.5. lemma

(a) Egy f fiiggvény pontosan akkor k-projektiv, ha barmely x € T(f) esetén létezik egy olyan p
k-konjunkcié, hogy x € T (p) és T (f) N7 (p) egy kocka.

(b) Ha minden x € T(f) esetén létezik egy olyan p k-konjunkcid, hogy T (f) NT (p) = {x}, akkor
f k-projektiv.

Ezek utan ratértiink a formulaosztaly egy, a tanuldssal kapcsolatos paraméterének, az (n. exclu-
sion dimension (kizardsi dimenzié) paraméterének a vizsgdlatara (ezen paraméterrél bévebben Idsd a
[4; 15] cikkeket). Ezen eredményt, valamint az exclusion dimension és a query complexity (kérdési
bonyolultsdg) kozott fennalld, ismert Osszefliggéseket felhasznalva alsd, illetve felsé korlatokat adtunk
ezen formulaosztaly query komplexitdsara.

6.9. allitas A k-PDNF,, osztdly tanulhaté O (n ok (Z)2> membership és szabalyos equivalence query

pt ¢ s . .z [n/4]
hasznalataval. Masrészrél az osztaly query komplexitasa < H ) — 1.



Karakterizacios Eredmények

A karakterizaciés eredmények rendkiviil valtozatos formaban vannak jelen (és alkamazva) a matem-
atika és a szamitdstudomany minden teriletén. Ezek egyik formdja, amikor valamely szintaktikus
formdban megadott objektumot szemantikus médon is leirhatunk (példaul, hogy egy tizes szdmrend-
szerben felirt szdm akkor és csakis akkor oszthaté ottel, ha az utolsé szdmjegye 0 vagy 5). Tulaj-
donképpen a kilonbozé matematikai objektumok vizsgalatanak egyik legalapvetobb mddja, hogy egy
alternativ reprezentacidjat vessziik elé (vagy vezetjiik le) és annak a segitségével dolgozunk tovabb.
Ez egyrészt mélyebb bepillantdst engedhet az adott objektum valamely tulajdonsdgdhoz, mdsrészt
(ahogy ez lenni szokott) djabb kérdéseket vet fel. Mindezek egy jeles képvisel6je a fliggvények Fourier
transzformacidja, melynek lényege, hogy valamely fliggvényt egy ortonormalt rendszer linearis kom-
bindcidjaként irjunk le. A mddszer rendkivil széles korben alkalmazott a gyakorlatban, és igen in-
tenziven kutatott az elméletben.

A disszertacié ezen felében karakterizaciés eredményekkel foglalkoztunk. Elsoként, az egyik revizids
algoritmus 4ltal motivélva, projektiv DNF formuldk egy osztdlydnak elemeihez adtunk struktdralis
jellemzést. Ezutdn k-term DNF-eket vizsgaltunk, azon formuldk teljes leirdsdt megadva, melyek prim-
implikansainak szdma a lehet6 legnagyobb. Ezen eredmény korabbi ismert eredmények sorat egésziti
ki. Kovetkezoként egy ezzel kapcsolatos eredményt mutattunk meg DNF tautoldgiakra, melyek tel-
jesitenek egy bizonyos tavolsag kritériumot. Végezetil a belief revision témakor egy problémaja altal
motivalva (mely témakor rokonsdgban &ll bizonyos fokon az elméletrevizidval) Horn formuldk komple-
menseinek létezésére adtunk sziikséges és elégséges feltételeket.

1-projektiv DNF formulak

A 7. fejezetben tovabbi, karakterizacids jellegli kérdéseket vizsgdltunk a projektiv DNF formulakkal
kapcsolatosan; ezen vizsgalatok alapjaul a [30] cikk idevagd eredménye szolgalt. A projektiv DNF-eket
szemantikus médon definidltuk (melyet taldn a 6.5. Lemma (a) pontja hangstilyoz ki a legldtvanyosabban),
ezért is érdekes a fejezet eredménye, mely ezen formulaosztdly egy részosztalyanak, az 1-projektiv
DNF-eknek egy szemantikus leirasat adja meg. Az egyszer(ibb megfogalmazas (és bizonyitas) kedvéért
egy specialis (egyszerii, természetes kovetelményeken alapuld) irredundancia fogalmat vezettiink be.
(Lit(t) jeloli t-ben eléfordulé literdlok, Var(t) a benne eléfordulé valtozék halmazat.)

7.1. definicié A 1I-PDNF formula o = p1t1V---V pgty is p-irredundans, ha teljesiilnek a kovetkezé
feltételek:

(a) Lit(p;t;) € Lit(p;t;) minden kiilonbozéi,j € {1,...,{} esetén,

(b) pi, pi & Var(t;) minden 1 < i < ( esetén,

(c) ha ¢ >3, akkor p; # pj minden kiilonb6z8 i, j € {1,...,(} esetén.
Egyébként ¢ p-redundans.

Azt is targyaltuk, hogy barmely 1-PDNF formula konnyen p-irredundans alakra hozhaté.



7.3. tétel Egy ¢ formula akkor és csakis akkor p-irredundans alakd 1-PDNF, ha ¢ vagy
S
o=V (piati V-V pigti),
i=1
alakd, ahol p;, & Var(t;) és p;, € Lit(t;) minden kiilonb6zé i, j € {1,...,s} és minden 1 < r < ¥,
esetén, és ezen feliil az is teljesiil, hogy a p;, projekciok mind kiilonb6zé valtozékon alapulnak; vagy

o =vtVot
alakd, ahol v & Var(t) ésv ¢ Var(t').

k-term-DNF formulak a lehet6 legnagyobb szamu primimplikansokkal

Egy t term implikansa egy Boole fuggvénynek, ha a t-t kielégito értékadasok a fluiggvényt is mind
kielégitik, illetve primimplikansa, ha ez a tulajdonsdg mar egy olyan termre sem teljesil, melyet
t-bdl literalok elhagydsdval kaphatunk. A 8. fejezetben egy DNF termjeinek illetve primimplikdnsainak
szama kozti kapcsolatot vizsgaltuk; ezen vizsgélatok alapjdul a [29] cikk eredményei szolgaltak.

Elészor, a 8.3. szekcidban a témaban ismert kordbbi eredményeket ismertettiik (a teljesség kedvéért
bizonyitassal egyiitt); tobbek kdzt azt, hogy egy K tagi DNF-nek legfeljebb 2 — 1 primimplikansa
lehet [6; 21; 24|, és hogy ez a korlat éles [19; 21; 24]. A fejezet f6 eredménye, hogy teljes karak-
terizacidjat adja azon DNF-eknek, melyek primimplikdnsainak szdma eléri ezt a fels6 korlatot. (Az
ilyen DNF-eket maximalis DNF-eknek nevezziik.)

Az eredmény kimonddsa el6tt néhdny fogalmat kell bevezetniink. Egy DNF tautolégia BT-DNF,
ha fa-struktdraji, azaz ha van egy olyan v véltozd, mely a formula minden termjében el6fordul; van egy
olyan u valtozd, mely a formula minden olyan termjében el6fordul, amiben v negaltan szerepel, és van
egy olyan w valtozd, mely a formula minden olyan termjében el6fordul, amiben v negalatlanul szerepel;
és igy tovabb. Egy DNF tautolégiat ND-nek neveziink, ha az egy olyan BT-DNF, melyben minden
term minden masik termmel pontosan egy véltozdban litkozik. (Két term uitk6zik egy valtozéban,
ha az az egyikben negéltan, a masikban pedig negalatlanul szerepel.) Egy DNF-re azt mondjuk, hogy
NUD, ha teljesul rd, hogy minden olyan vdltozét elhagyva bel6le, mely vagy csak negdltan, vagy
csak negalatlanul szerepel benne, akkor az igy el6allé DNF egy ND. Ezek utan kimondhatjuk a 6
eredményt.

8.1. tétel Egy DNF pontosan akkor maximalis DNF, ha NUD.

A bizonyitds sordn a problémat visszavezettiik arra a felismerésre, hogy az ND definiciéjabdl
elhagyhaté az a feltétel, hogy BT-DNF.

8.11. lemma (ND lemma [18]) Ha egy DNF tautolégidban minden tag minden masik taggal pon-
tosan egy valtozoban (itkozik, akkor az egy ND.

Diszjunkt DNF tautologiak kettes utkozési korlattal

A 9. fejezetben az ND lemma egy altaldnositasat vizsgaltuk. Ezen vizsgélatok alapjdul a [32] cikk
eredményei szolgdltak. Azt mutattuk meg, hogy ha egy DNF-ben minden tag minden mdsik taggal
legalabb egy, de legfeljebb két valtozéban utkozik, akkor szintén rendelkezik a fent emlitett fa jellegii
struktdraval.



9.1. tétel Ha egy DNF-ben minden tag minden masik taggal egy vagy két valtozoban iitkozik, akkor
az BT-DNF.

(Kifejtettiik tovabb3 azt is, hogy ez az eredmény hogyan viszonyul kiilonb6zé tovabbi, szemantikus
illetve szintaktikus megfontoldsok altal vezérelt dltaldnositdsokhoz.) Egy példan keresztiil demonstrélva
azt is szemléltettiik, hogy ha a megengedett litkozések szamat hdromra noveljiik, akkor ez a struktdra
mar nem jelenik meg minden esetben. Ez a probléma egy specidlis esete a [23] cikkben targyalt
problémdnak, mely azzal foglalkozik, hogy egy adott DNF tautoldégia esetén mekkora a legkisebb
olyan dontési fa, amely olyan DNF tautolégiat general, aminek minden tagja az adott DNF valamely
termjének kibovitése plusz literdlokkal.

Felbonthaté Horn formulak

Horn formula egy olyan CNF formula, amelyben minden kl6z legfeljebb egy negélatlan véltozét tartal-
maz. Horn fliggvény egy olyan fiiggvény, mely reprezentalhaté Horn formulaval. A 10. fejezetben (n.
felbonthaté Horn formuldkat vizsgaltunk; ezen vizsgalatok alapjaul a [20] cikk eredményei szolgéltak.

A felbonthaté Horn formuldk a Horn komplemensek segitségével keriiltek bevezetésre. (f < g azt

jeloli, hogy f implikdlja g-t; f < g pedig azt, hogy f < g, de [ # g.)

10.5. definicié (f-komplemens) Adott f és g Horn fiiggvények esetén, ahol f < g, egy h Horn
fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy f-komplemense g-nek, ha f < h és f = (g A h).

10.6. definicié (felbonthaté Horn fiiggvény) Egy f Horn fiiggvény felbonthatd, ha minden f <
g # 1 Horn fiiggvénynek van f-komplemense.

A Horn formuldk igen fontos szerepet jatszanak a mesterséges intelligencidban, illetve altaldban
a szamitdstudomanyban, melynek alapja, hogy a formulaosztaly kifejezoképessége relative igen j6, és
emellett algoritmikusan hatékonyan kezelhetd. A felbonthatdsag fogalma a belief revision témakorébal
szarmazik !, mely témakor féként tuddsbazisok (hétkoznapi értelemben vett) racionalitdsi tulaj-
donsagokat teljesito revizidjaval foglalkozik, melyeket tipikusan posztuldtumok formdjaban fogalmaz-
nak meg. A felbonthatdsag fogalmat altalanos logikdkra fogalmaztak meg a [7] cikkben, ahol meg-
mutattdk, hogy az AGM posztulatumok [1] (a legismertebb posztulatumok egyike a témakorben) tel-
jestilésének sziikséges és elégséges feltétele, hogy az adott logikdban létezzen un. felbonthaté revizids
operator. A fejezet f6 eredménye a 10.10. tétel, melyben karakterizaltuk, hogy milyen esetkben van
egy Horn formuldnak egy mdsik (6t implikalé) Horn formulara nézve komplemense.

10.10. tétel Adott p £ 1 és ¢ < 1 Horn formuldkra a kovetkez6k ekvivalensek:
(a) v-nek van -komplemense,
(b) & £ ¢,
(c) ¥ valamely D klézdra B,(D) £ D.

1Ezen témakor rokon az elméletrevizidval, igy a disszertacié végén egy fejezet erejéig bizonyos értelemben djra
talalkozik a disszertacié két fé6 témdja.



Sziikségiink van még a majdnem anti-monoton fliggvény fogalmara is. (Egy fliggvény anti-
monoton, ha hagyomdnyos értelemben véve monoton csokkend.)

10.3. definicié (majdnem anti-monoton) Egy fiiggvény majdnem anti-monoton, ha létezik olyan
g monoton fiiggvény, melyre T (f) =7 (g) U {1},

A 10.10. tétel felhaszndldsaval végiil megadtuk a felbonthaté Horn formulak egy teljes leirdsat.
10.13. tétel Egy Boole-fiiggvény pontosan akkor Horn fiiggvény, ha majdnem anti-monoton.

Mint megmutattuk, ha létezik, a komplemens hatékonyan konstrudlhatd, szemben az irodalomban
egy korabban vizsgalt, valamelyest szigoribb komplemens fogalommal, melynek meglétének eldontése
NP-nehéz. Az eredmény a kozolt formaban pusztan kombinatorikai jellegli, dm mindez egy Horn
formula alapd mdédszer els6 |épéseként keriilt vizsgédlatra a [20] cikkben, melynek jovébeni célja a
hatékony revizié otvozése a belief revison altal vizsgélt racionalitasi tulajdonsiagokkal.
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