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PhD-értekezés tézisei
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Bevezetés

Jelen disszertáció első felében elméleti eredményeket tárgyaltunk az elméletrev́ızió témaköréből. Az

elméletrev́ızió – a tanuláselmélet részeként – azt vizsgálja, hogyan tud a tanuló hatékonyan rekon-

struálni egy ismeretlen ftrg függvény különböző (az adott tanulási modell által meghatározott) pro-

tokollokon keresztül információt szerezve róla. A tanulás szokásos alapszituációjától eltérően azonban

itt feltesszük, hogy a tanuló már rendelkezik valamilyen előismerettel erről a függvényről, pontosab-

ban, hogy van egy kiinduló hipotézise (valamilyen formula képében), mely a tanulandó függvényt

bizonyos értelemben jól közeĺıti. A valós életben tipikusan ilyen jellegű szituáció adódik egy szakértői

rendszer összeálĺıtásakor, melynek első változatát még tovább kell finoḿıtani a rendelkezésre álló

példák és egyéb információk felhasználásával. A kezdeti hipotézis ismeretében a tanulás vélhetően

jóval hatékonyabban valóśıtható meg; ezen alapgondolat egyértelműen mutatja a modell fontosságát,

és szolgál motivációul annak elméleti vizsgálatához.

A jelen disszertációban ismertetett elméletrev́ıziós eredmények mind Boole-formulák valamilyen

osztályára vonatkoztak; read-once (egyszer olvasó), küszöbfüggvények és projekt́ıv DNF formulák

hatékony rev́ızionálhatóságát vizsgáltuk elméleti szemszögből.

A disszertáció második felében karakterizációs eredményeket vizsgáltunk, melyek mind Boole-

függvények valamely szemantikus, illetve szintaktikus tulajdonságai között mutattak ekvivalenciát. A

szintaktikus tulajdonságok közt szerepeltek DNF formulák bizonyos irredundás alakjai, Horn formulák

(melyek osztálya igen intenźıven kutatott a mesterséges intelligencia témakörében), diszjunkt DNF-

ek (olyan DNF-ek, melyekben a termek páronként ütköznek), és döntési fák (melyek fontossága a

száḿıtástudományban megintcsak kiemelkedő – és amelyek szintén felfoghatók a DNF formulák egy

részosztályaként). A szemantikus tulajdonságok közt vizsgálat tárgyát képezték az n-dimenziós kocka

részkockákkal való lefedésére adott bizonyos megkötések, Boole-függvények értelmezési tartományával

kapcsolatos lokális restrikciók, valamely függvény igazsághalmazának egy speciális kritérium szerinti

kiterjesztése, és végül bizonyos extrém tulajdonságok.

A tézisfüzetben szereplő tételek, lemmák, stb. számozása megegyezik a disszertációban szereplővel.

Mindazonáltal – célul a minél egyszerűbb tárgyalásmódot kitűzve – a megfogalmazások helyenként

jellegükben is eltérhetnek az ott szereplőktől.

Elméletrev́ıziós eredmények

Elméletrev́ıziós rendszerekkel viszonylag széles körben foglakoznak [17; 27; 28; 34; 35]. Mooney az

elsők között volt, akik a téma elméleti vonatkozásait vizsgálták [25]. Ő bizonyos rev́ıziós operátorokat

vezetett be, melyek a kezdeti hipotézis egyszerű, előre megadott szintaktikus átalaḱıtását teszik

lehetővé (mint például egy literál kitörlése a formulából vagy ahhoz való hozzá́ırása), és azt vizsgálta,

hogy annak függvényében, hogy milyen nagyságrendű ilyen átalaḱıtásra van minimálisan szükség a

rev́ızióhoz, milyen korlátok adhatók a tanuló által felhasznált véletlen példák számára az ún. PAC mo-

dellben. Greiner, egy hasonló jellegű modellben, a hipotéziskeresés száḿıtási bonyolultságát vizsgálta

[11].

A jelen disszertációban használt mindkét rev́ıziós modell Mooney megközeĺıtésének természetes

kiterjesztése valamely ismert tanulási modellre: a query modelre (tanulás kérdések által) illetve a

mistake bounded modelre (hibakorlátos tanulás). Ezekben a modellekben a ϕ kezdeti hipotézis és a
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ftrg tanulandó függvény dist(ϕ, ftrg) rev́ıziós távolsága azt mondja meg, hogy minimálian hányszor

kell rev́ıziós operátorokat alkalmaznunk, hogy a kezdeti formulából egy olyan formulát kapjunk, mely

ekvivalens a tanulandó függvénnyel.

A query learning modelben a tanuló egy ún. orákulumnak tehet fel kérdéseket a tanulandó

függvényről, aki ezen kérdéseket konstans időben megválaszolja. (A modellt Angluin vezette be [3]

cikkében.) A legelterjedtebben használt kérdést́ıpusok a membership query (értékre kérdezés) –

mikor a tanuló az ftrg valamely x inputon felvett értékét kérdezi le –, illetve az equivalence query

(ekvivalenciára kérdezés), mikor a tanuló azt kérdezi meg, hogy ftrg ekvivalens-e az általa konstruált

ϕ′ formulával.

3.1. defińıció (Elméletrev́ızió, query learning model) Adott R formulaosztály esetén egy algo-

ritmus rev́ıziós algoritmus az R formulaosztályhoz p query komplexitással, ha bármely olyan ftrg

függvény esetén, mely reprezentálható valamely R-beli formulával, az algoritmusnak valamely ϕ ∈ R
formulát inputként adva az legfeljebb p(ê, log n) kérdést feltéve az orákulumnak végül visszaadja ftrg

egy reprezentációját, ahol ê = dist(ϕ, ftrg). Az algoritmus ezen felül hatékony rev́ıziós algoritmus

az R formulaoszályhoz, ha p polinom, és a futásidő a ϕ méretében, ê-ben és a változók számában

polinomálisan korlátos. Azt mondjuk, hogy R query komplexitása legalább q, ha az R-hez adható

bármely rev́ıziós algoritmus query komplexitása Ω(q).

Az is gyakran felmerül különböző formulaosztályok rev́ıziója során, hogy vajon elég-e csak az

egyik kérdést́ıpus a hatékony rev́ızióhoz. Ezt a kérdést a disszertációban is érintettük a query modellel

foglalkozó fejezetekben. Végül, egy equivalence query-t szabályosnak mondunk, ha a kérdéses formula

R-beli.

A mistake bounded model (hibakorlátos tanulás) egy on-line tanulási modell, melyben a tanulási

folyamat körökre van bontva. Egy-egy körben először a tanuló mindig kap egy x osztályozandó in-

putot, majd az algoritmusnak vissza kell adnia egy értéket; végül pedig az algoritmus kap egy ćımkét.

(Zajmentes modellben ez az érték megegyezik azzal, amit ftrg száḿıt x-en.) Ha ez a két érték (a ćımke

illetve az algoritmus outputja) eltér, az algoritmus hibát követett el. Az algoritmus hibakorlátja a

hibáinak maximális száma az ftrg tanulandó függvény méretében (mely a legrövidebb R-beli formula

hossza, mely ekvivalens ftrg-el) a körök összes lehetséges sorozatát figyelembe véve.

3.2. defińıció (Elméletrev́ızió, mistake bounded model) Adott R formulaosztály esetén egy al-

goritmus rev́ıziós algoritmus az R formulaosztályhoz p hibakorláttal, ha bármely olyan ftrg függvény

esetén, mely reprezentálható valamely R-beli formulával, az algoritmusnak valamely ϕ ∈ R formulát

inputként adva az legfeljebb p(ê, log n) hibát követ el, ahol ê = dist(ϕ, ftrg). Az algoritmus ezen

felül hatékony rev́ıziós algoritmus az R formulaoszályhoz, ha p polinom, és ha a futásidő (minden

körben, az adott körtől függetlenül) a ϕ méretében, ê-ben és a változók számában polinomálisan

korlátos.

További (a jelen disszertációban nem szereplő) elméletrev́ıziós eredmények találhatók a [8–10]

cikkekben.
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Read-once formulák

A 4. fejezetben read-once függvényekkel foglalkoztunk (egy függvény read-once – azaz egyszer

olvasó –, ha reprezentálható olyan formulával, melyben minden változó legfeljebb egyszer fordul elő);

ezen vizsgálatok alapjául a [9] cikk idevágó eredményei szolgáltak. Ezen függvényosztály elméleti

szempontból igen jelentős, tekintve, hogy Boole-függvényeknek egy olyan, nemtriviális részhalmaza,

melynek elemei (sok tekintetben) algoritmikusan hatékonyan kezelhetők, ráádasul egy kellemes sze-

mantikus karakterizációja is ismert [12; 16; 26]. A függvényosztályról az is ismert (lásd [5]), hogy

hatékonyan tanulható a query model keretein belül, ha a tanuló használhat mind membership mind

equivalence query-t. A fejezet fő eredménye, hogy az ott ismertetett ReviseReadOnce algoritmus

a függvényosztály hatékony rev́ızióját valóśıtja meg a csak-törléses esetben. (A csak-törléses eset

azt jelenti, hogy a kezdeti formulából részformulák eltávoĺıtásával előálĺıtható egy, az ftrg tanulandó

függvénnyel ekvivalens formula.)

4.7. tétel Legyen ϕ egy n-változós read-once formula, és tegyük fel, hogy az ftrg tanulandó függvény

előálĺıtható ϕ-ből részformulák eltávoĺıtásával. Ekkor teljesül, hogy ReviseReadOnce(ϕ), legfeljebb

O(ê log n) query-t használva végül visszaadja ftrg egy reprezentációját, ahol ê = dist(ϕ, ftrg).

További eredményként ismertettük, hogy az algoritmus által használt kérdések mennyisége nagy-

ságrendben közel áll az optimálishoz.

4.11. tétel A read-once formulák rev́ıziójának query komplexitása Ω(ê log(n/ê)) a csak-törléses es-

etben, ahol n a kezdeti formula változóinak száma, ê pedig a kezdeti formula és a tanulandó függvény

rev́ıziós távolsága.

Végül azt mutattuk meg, hogy az algoritmusban használatos két kérdést́ıpus bármelyikét mellőzve

a függvényosztály rev́ıziója nem valóśıtható meg hatékonyan:

4.13. tétel A read-once formulák rev́ıziójának query komplexitása a csak-törléses esetben, mellőzve

a membership query-ket és csak szabályos equivalence query-ket használva legalább �n/2� − 1 (ahol

n a kezdeti formula releváns változóinak száma) még abban az esetben is, ha a rev́ıziós távolság 1.

4.14. tétel Jelölje ê a kezdeti formula és a tanulandó függvény rev́ıziós távolságát, és tegyük fel,

hogy tanuló csak ê − 1 equivalence query-t kérdezhet (ezzel szemben a membership query-k számát

nem korlátozzuk). Ezen meggszoŕıtások esetén a read-once formulák rev́ıziójának query komplexitása

a csak-törléses esetben legalább n − ê, ahol n a kezdeti formula releváns változóinak száma.

Küszöbfüggvények

Az 5. fejezetben küszöbfüggvényekkel foglalkoztunk; ezen vizsgálatok alapjául a [31] cikk idevágó

eredményei szolgáltak. (Egy függvényt küszöbfüggvénynek tekintünk, ha reprezentálható változók

egy R halmazával és egy θ küszöb értékkel olyan módon, hogy a függvény pontosan azon értékadások

esetén ad 1-et, melyek az R-beli változók közül legalább θ-hoz 1-et rendelnek értékül.) A küszöb-

függvények jelentőségét jelzi, hogy (habár a fentinél általánosabb formában megadva) a mesterséges

neuronhálók illetve SVM-ek (support vector machine-ek) egyik alap éṕıtőköveként használatosak.

Küszöbfüggvényekről is ismert, hogy hatékonyan tanulhatók a query model keretein belül, ám ezen
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függvényosztály esetén ehhez elég csak a membership query-k használata (lásd a [14] cikkben is-

mertetett algoritmust). A fejezet fő eredménye, hogy az ott ismertetett ReviseThreshold algoritmus

a függvényosztály hatékony rev́ızióját valóśıtja meg az általános esetben.

5.5. tétel Legyen ϕ a kezdeti formula, ftrg pedig a tanulandó függvény; mindketten n-változós

küszöbfüggvények. Ekkor ReviseThreshold(ϕ), legfeljebb O(ê log n) query-t használva végül vissza-

adja ftrg egy reprezentációját, ahol ê = dist(ϕ, ftrg).

Ezen felül bizonýıtásra került, hogy az algoritmus által használt kérdések mennyisége nagyságrendileg

lényegében optimális.

5.8. álĺıtás Küszöbfüggvények rev́ıziójának query komplexitása Ω(ê log(n/ê)), ahol n a kezdeti for-

mula változóinak száma, ê pedig a kezdeti formula és a tanulandó függvény rev́ıziós távolsága.

Figyelembe véve, hogy – amint az fent emĺıtetésre került – a függvényosztály hatékonyan tanulható

csak membership query-k használatával is, jelen esetben még aktuálisabb a kérdés, hogy vajon a

hatékony rev́ızióhoz szükség van-e mindkettőre. A válasz megintcsak igenlő.

5.6. tétel Tegyük fel, hogy a küszöb értéke mind a kezdeti formulában, mind a tanulandó függvényben

t, és hogy a tanuló is csak olyan küszöbfüggvényekre kérdezhet equivalence query-t, amelyekben a

küszöb szintén t. (Ezzel szemben a membership query-kre semmiféle megkötést nem teszünk.) Ezen

megszoŕıtások esetén a küszöbfüggvények rev́ıziójának query komplexitása legalább n − 1 (ahol n

változók száma) még abban az esetben is, amikor a rev́ıziós távolság mindössze 1.

5.7. tétel Csak equivalence query-t használva a küszöbfüggvények rev́ıziójának query komplexitása

legalább n−1 (ahol n a változók száma) még abban az esetben is, amikor a rev́ıziós távolság mindössze

1.

Végezetül megmutattuk, hogy Littlestone h́ıres Winnow algoritmusa (mely a [22] cikkben került

ismertetésre), illetve annak egy megfelelő, természetes elméletrev́ıziós kiterjesztése nem hatékony

rev́ıziós algoritmus ezen függvényosztályra.

5.9. álĺıtás Winnow nem hatékony rev́ıziós algoritmus a küszöbfüggvények osztályához. Pontosabban

fogalmazva: bármilyen kezdeti súlyvektorral is ind́ıtjuk el, Th1
v1,...,vn

kezdeti hipotézis és Th2
v1,...,vn

tanulandó függvény esetén Winnow bizonyos esetekben n hibát követ el.

Ez azért is meglepő, mert ezen algoritmus az által vált h́ıressé, hogy bizonyos függvények tanulását

kimagaslóan hatékonyan valóśıtja meg, és ráadásul (általánosabb értelemben vett) küszöbfüggvényként

reprezentálja a mindenkori hipotézisét.

Projekt́ıv DNF formulák

A 6. fejezetben, az elméletrev́ızióval foglalkozó első rész zárásaként, projekt́ıv DNF formulákkal

foglalkoztunk; ezen vizsgálatok alapjául a [30] cikk idevágó eredményei szolgáltak.
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6.1. defińıció Egy ϕ = ρ1t1∨· · ·∨ρ�t�, DNF formula k-projekt́ıv DNF, vagy k-PDNF, ha teljesül,

hogy i = 1, . . . , � esetén ρi egy k-term, ti tetszőleges term és ρiϕ ≡ ρiti. Az n-változós, k-projekt́ıv

DNF Formulákkal reprezentálható függvények halmazát k-PDNFn jelöli.

A diszjunkt́ıv normálformájú formulák részosztályát alkotó projekt́ıv DNF formulák Valiant [33]

cikkében kerültek bevezetésre. (A DNF-ek különböző részosztályainak vizsgálata azáltal kapott még

nagyobb hangsúlyt, hogy Alekhnovich-ék [2] cikkükben megmutatták, hogy – hacsak az NP és RP

osztályok nem egyenlőek – a DNF-ek osztálya nem tanulható hatékonyan.) A formulaosztály je-

lentőségét az szolgáltatta Valiant számára, hogy alkalmasnak bizonyultak az ún. projekt́ıv tanulásra,

melynek lényege, hogy a tanulás, a biológiában megfigyelhető más folyamatokhoz hasonlóan, több

szinten, osztott módon történik. A fejezet fő eredménye, hogy az ott ismertetett RevWinn algoritmus,

mely Valiant tanulóalgoritmusának egy természetes kiterjesztése, a projekt́ıv DNF formulák hatékony

rev́ızióját valóśıtja meg a mistake bounded model (hibakorlátozott modell) keretein belül

6.3. tétel Jelölje ϕ a kezdőhipotézist, ftrg pedig a tanulandó függvényt. Ekkor a Rev-k-PDNF algo-

ritmus hatékonyan fut, és O(êk log n) hibát vét, ahol ê = dist(ϕ, ftrg).

Az algoritmus, Valiant eredeti algoritmusához hasonlóan, két szintből tevődik össze. Az alsó szin-

ten egy egyszerű tanulóalgoritmus több példánya kerül futtatásra, melyek mind a tanulandó függvény

(pontosabban a függvény értelmezési tartományának) egy kis szeletére (avagy projekciójára) figyel-

nek csak. A felső szinten megintcsak egy egyszerű tanulóalgoritmus használatos (ezúttal viszont csak

egy darab), egyrészt azzal a céllal, hogy megtanulja, hogyan kell az alsó szinten futtatott egyszerű

tanulóalgoritmusok által reprezentált hipotéziseket összekapcsolni, másrészt azzal, hogy – megszűrve

az információt – az alsó szinten lévő minden egyes algoritmusnak csak az ő számára releváns in-

formációt tovább́ıtsa.

A fejezet második részében először azt mutattuk meg, hogy a k-PDNF formulák defińıciója

lényegében tisztán szemantikus. (Ezen eredmény megfogalmazásához szükségünk van néhány további

fogalomra. Egy f Boole függvény igazsághalmaza az a T (f) halmaz, mely pontosan az őt kieléǵıtő

inputokból áll. Egy term igazsághalmazát kockának h́ıvjuk.)

6.5. lemma

(a) Egy f függvény pontosan akkor k-projekt́ıv, ha bármely x ∈ T (f) esetén létezik egy olyan ρ

k-konjunkció, hogy x ∈ T (ρ) és T (f) ∩ T (ρ) egy kocka.

(b) Ha minden x ∈ T (f) esetén létezik egy olyan ρ k-konjunkció, hogy T (f) ∩ T (ρ) = {x}, akkor

f k-projekt́ıv.

Ezek után rátértünk a formulaosztály egy, a tanulással kapcsolatos paraméterének, az ún. exclu-

sion dimension (kizárási dimenzió) paraméterének a vizsgálatára (ezen paraméterről bővebben lásd a

[4; 15] cikkeket). Ezen eredményt, valamint az exclusion dimension és a query complexity (kérdési

bonyolultság) között fennálló, ismert összefüggéseket felhasználva alsó, illetve felső korlátokat adtunk

ezen formulaosztály query komplexitására.

6.9. álĺıtás A k-PDNFn osztály tanulható O
(
n 2k

(n
k

)2
)

membership és szabályos equivalence query

használatával. Másrészről az osztály query komplexitása
(
�n/4�

k

)
− 1.
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Karakterizációs Eredmények

A karakterizációs eredmények rendḱıvül változatos formában vannak jelen (és alkamazva) a matem-

atika és a száḿıtástudomány minden területén. Ezek egyik formája, amikor valamely szintaktikus

formában megadott objektumot szemantikus módon is léırhatunk (például, hogy egy t́ızes számrend-

szerben feĺırt szám akkor és csakis akkor osztható öttel, ha az utolsó számjegye 0 vagy 5). Tulaj-

donképpen a különböző matematikai objektumok vizsgálatának egyik legalapvetőbb módja, hogy egy

alternat́ıv reprezentációját vesszük elő (vagy vezetjük le) és annak a seǵıtségével dolgozunk tovább.

Ez egyrészt mélyebb bepillantást engedhet az adott objektum valamely tulajdonságához, másrészt

(ahogy ez lenni szokott) újabb kérdéseket vet fel. Mindezek egy jeles képviselője a függvények Fourier

transzformációja, melynek lényege, hogy valamely függvényt egy ortonormált rendszer lineáris kom-

binációjaként ı́rjunk le. A módszer rendḱıvül széles körben alkalmazott a gyakorlatban, és igen in-

tenźıven kutatott az elméletben.

A disszertáció ezen felében karakterizációs eredményekkel foglalkoztunk. Elsőként, az egyik rev́ıziós

algoritmus által motiválva, projekt́ıv DNF formulák egy osztályának elemeihez adtunk struktúrális

jellemzést. Ezután k-term DNF-eket vizsgáltunk, azon formulák teljes léırását megadva, melyek pŕım-

implikánsainak száma a lehető legnagyobb. Ezen eredmény korábbi ismert eredmények sorát egésźıti

ki. Következőként egy ezzel kapcsolatos eredményt mutattunk meg DNF tautológiákra, melyek tel-

jeśıtenek egy bizonyos távolság kritériumot. Végezetül a belief revision témakör egy problémája által

motiválva (mely témakör rokonságban áll bizonyos fokon az elméletrev́ızióval) Horn formulák komple-

menseinek létezésére adtunk szükséges és elégséges feltételeket.

1-projekt́ıv DNF formulák

A 7. fejezetben további, karakterizációs jellegű kérdéseket vizsgáltunk a projekt́ıv DNF formulákkal

kapcsolatosan; ezen vizsgálatok alapjául a [30] cikk idevágó eredménye szolgált. A projekt́ıv DNF-eket

szemantikus módon definiáltuk (melyet talán a 6.5. Lemma (a) pontja hangsúlyoz ki a leglátványosabban),

ezért is érdekes a fejezet eredménye, mely ezen formulaosztály egy részosztályának, az 1-projekt́ıv

DNF-eknek egy szemantikus léırását adja meg. Az egyszerűbb megfogalmazás (és bizonýıtás) kedvéért

egy speciális (egyszerű, természetes követelményeken alapuló) irredundancia fogalmat vezettünk be.

(Lit(t) jelöli t-ben előforduló literálok, Var(t) a benne előforduló változók halmazát.)

7.1. defińıció A 1-PDNF formula ϕ = ρ1t1∨· · ·∨ρ�t� is p-irredundáns, ha teljesülnek a következő

feltételek:

(a) Lit(ρiti) �⊆ Lit(ρjtj) minden különböző i, j ∈ {1, . . . , �} esetén,

(b) ρi, ρi �∈ Var(ti) minden 1 ≤ i ≤ � esetén,

(c) ha � ≥ 3, akkor ρi �= ρj minden különböző i, j ∈ {1, . . . , �} esetén.

Egyébként ϕ p-redundáns.

Azt is tárgyaltuk, hogy bármely 1-PDNF formula könnyen p-irredundáns alakra hozható.
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7.3. tétel Egy ϕ formula akkor és csakis akkor p-irredundáns alakú 1-PDNF, ha ϕ vagy

ϕ =
s∨

i=1

(ρi,1ti ∨ · · · ∨ ρi,�i
ti),

alakú, ahol ρi,r �∈ Var(ti) és ρi,r ∈ Lit(tj) minden különböző i, j ∈ {1, . . . , s} és minden 1 ≤ r ≤ �i

esetén, és ezen felül az is teljesül, hogy a ρi,r projekciók mind különböző változókon alapulnak; vagy

ϕ = vt ∨ vt′ ,

alakú, ahol v �∈ Var(t) és v �∈ Var(t′).

k-term-DNF formulák a lehető legnagyobb számú pŕımimplikánsokkal

Egy t term implikánsa egy Boole függvénynek, ha a t-t kieléǵıtő értékadások a függvényt is mind

kieléǵıtik, illetve pŕımimplikánsa, ha ez a tulajdonság már egy olyan termre sem teljesül, melyet

t-ből literálok elhagyásával kaphatunk. A 8. fejezetben egy DNF termjeinek illetve pŕımimplikánsainak

száma közti kapcsolatot vizsgáltuk; ezen vizsgálatok alapjául a [29] cikk eredményei szolgáltak.

Először, a 8.3. szekcióban a témában ismert korábbi eredményeket ismertettük (a teljesség kedvéért

bizonýıtással együtt); többek közt azt, hogy egy K tagú DNF-nek legfeljebb 2K − 1 pŕımimplikánsa

lehet [6; 21; 24], és hogy ez a korlát éles [19; 21; 24]. A fejezet fő eredménye, hogy teljes karak-

terizációját adja azon DNF-eknek, melyek pŕımimplikánsainak száma eléri ezt a felső korlátot. (Az

ilyen DNF-eket maximális DNF-eknek nevezzük.)

Az eredmény kimondása előtt néhány fogalmat kell bevezetnünk. Egy DNF tautológia BT-DNF,

ha fa-struktúrájú, azaz ha van egy olyan v változó, mely a formula minden termjében előfordul; van egy

olyan u változó, mely a formula minden olyan termjében előfordul, amiben v negáltan szerepel, és van

egy olyan w változó, mely a formula minden olyan termjében előfordul, amiben v negálatlanul szerepel;

és ı́gy tovább. Egy DNF tautológiát ND-nek nevezünk, ha az egy olyan BT-DNF, melyben minden

term minden másik termmel pontosan egy változóban ütközik. (Két term ütközik egy változóban,

ha az az egyikben negáltan, a másikban pedig negálatlanul szerepel.) Egy DNF-re azt mondjuk, hogy

NUD, ha teljesül rá, hogy minden olyan változót elhagyva belőle, mely vagy csak negáltan, vagy

csak negálatlanul szerepel benne, akkor az ı́gy előálló DNF egy ND. Ezek után kimondhatjuk a fő

eredményt.

8.1. tétel Egy DNF pontosan akkor maximális DNF, ha NUD.

A bizonýıtás során a problémát visszavezettük arra a felismerésre, hogy az ND defińıciójából

elhagyható az a feltétel, hogy BT-DNF.

8.11. lemma (ND lemma [18]) Ha egy DNF tautológiában minden tag minden másik taggal pon-

tosan egy változóban ütközik, akkor az egy ND.

Diszjunkt DNF tautológiák kettes ütközési korláttal

A 9. fejezetben az ND lemma egy általánośıtását vizsgáltuk. Ezen vizsgálatok alapjául a [32] cikk

eredményei szolgáltak. Azt mutattuk meg, hogy ha egy DNF-ben minden tag minden másik taggal

legalább egy, de legfeljebb két változóban ütközik, akkor szintén rendelkezik a fent emĺıtett fa jellegű

struktúrával.
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9.1. tétel Ha egy DNF-ben minden tag minden másik taggal egy vagy két változóban ütközik, akkor

az BT-DNF.

(Kifejtettük továbbá azt is, hogy ez az eredmény hogyan viszonyul különböző további, szemantikus

illetve szintaktikus megfontolások által vezérelt általánośıtásokhoz.) Egy példán keresztül demonstrálva

azt is szemléltettük, hogy ha a megengedett ütközések számát háromra növeljük, akkor ez a struktúra

már nem jelenik meg minden esetben. Ez a probléma egy speciális esete a [23] cikkben tárgyalt

problémának, mely azzal foglalkozik, hogy egy adott DNF tautológia esetén mekkora a legkisebb

olyan döntési fa, amely olyan DNF tautológiát generál, aminek minden tagja az adott DNF valamely

termjének kibőv́ıtése plusz literálokkal.

Felbontható Horn formulák

Horn formula egy olyan CNF formula, amelyben minden klóz legfeljebb egy negálatlan változót tartal-

maz. Horn függvény egy olyan függvény, mely reprezentálható Horn formulával. A 10. fejezetben ún.

felbontható Horn formulákat vizsgáltunk; ezen vizsgálatok alapjául a [20] cikk eredményei szolgáltak.

A felbontható Horn formulák a Horn komplemensek seǵıtségével kerültek bevezetésre. (f ≤ g azt

jelöli, hogy f implikálja g-t; f ≤ g pedig azt, hogy f ≤ g, de f �= g.)

10.5. defińıció (f-komplemens) Adott f és g Horn függvények esetén, ahol f ≤ g, egy h Horn

függvényről azt mondjuk, hogy f-komplemense g-nek, ha f � h és f = (g ∧ h).

10.6. defińıció (felbontható Horn függvény) Egy f Horn függvény felbontható, ha minden f ≤
g �= 1 Horn függvénynek van f -komplemense.

A Horn formulák igen fontos szerepet játszanak a mesterséges intelligenciában, illetve általában

a száḿıtástudományban, melynek alapja, hogy a formulaosztály kifejezőképessége relat́ıve igen jó, és

emellett algoritmikusan hatékonyan kezelhető. A felbonthatóság fogalma a belief revision témaköréből

származik 1, mely témakör főként tudásbázisok (hétköznapi értelemben vett) racionalitási tulaj-

donságokat teljeśıtő rev́ıziójával foglalkozik, melyeket tipikusan posztulátumok formájában fogalmaz-

nak meg. A felbonthatóság fogalmát általános logikákra fogalmazták meg a [7] cikkben, ahol meg-

mutatták, hogy az AGM posztulátumok [1] (a legismertebb posztulátumok egyike a témakörben) tel-

jesülésének szükséges és elégséges feltétele, hogy az adott logikában létezzen ún. felbontható rev́ıziós

operátor. A fejezet fő eredménye a 10.10. tétel, melyben karakterizáltuk, hogy milyen esetkben van

egy Horn formulának egy másik (őt implikáló) Horn formulára nézve komplemense.

10.10. tétel Adott ϕ �≡ 1 és ϕ ≤ ψ Horn formulákra a következők ekvivalensek:

(a) ψ-nek van ϕ-komplemense,

(b) ϕ̂ �≤ ψ,

(c) ψ valamely D klózára Bϕ(D) �≤ D.

1Ezen témakör rokon az elméletrev́ızióval, ı́gy a disszertáció végén egy fejezet erejéig bizonyos értelemben újra
találkozik a disszertáció két fő témája.
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Szükségünk van még a majdnem anti-monoton függvény fogalmára is. (Egy függvény anti-

monoton, ha hagyományos értelemben véve monoton csökkenő.)

10.3. defińıció (majdnem anti-monoton) Egy függvény majdnem anti-monoton, ha létezik olyan

g monoton függvény, melyre T (f) = T (g) ∪ {1},

A 10.10. tétel felhasználásával végül megadtuk a felbontható Horn formulák egy teljes léırását.

10.13. tétel Egy Boole-függvény pontosan akkor Horn függvény, ha majdnem anti-monoton.

Mint megmutattuk, ha létezik, a komplemens hatékonyan konstruálható, szemben az irodalomban

egy korábban vizsgált, valamelyest szigorúbb komplemens fogalommal, melynek meglétének eldöntése

NP-nehéz. Az eredmény a közölt formában pusztán kombinatorikai jellegű, ám mindez egy Horn

formula alapú módszer első lépéseként került vizsgálatra a [20] cikkben, melynek jövőbeni célja a

hatékony rev́ızió ötvözése a belief revison által vizsgált racionalitási tulajdonságokkal.
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fonction du nombre de conjunctions de l’une de ses formes normales. Discrete Mathematics,

32:209–212, 1980.
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