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Bevezetés

Kutatasaim a kombimatorikus topolégia témakorén beliil a grafok multikroma-
tikus szédmaira vonatkoz6 topologikus alsokorlat tételek vizsgdlata koré osszponto-
sulnak. Ezen teriilet kezdépontja Lovasz Laszlénak a Kneser sejtésre adott 1978-as
bizonyitasa [22], mely cikkben egy tetszbleges G graf kromatikus szamara a G graf
szomszédsagi komplexusanak topologikus Osszefliggdségi szamaval ad alsé korlatot. A
Lovasz altal kidolgozott topologikus mdédszerrel tovabbi alsékorlat tételek sziilettek:
J.W. Walker elegdns funktoridlis bizonyitast tartalmazé [35] cikkében a Lovasz komp-
lexus Zs-indexével korlatozza alulrdl a kromatikus szamot. J. Matousek és G.M. Zieg-
ler a Lovasz komplexussal homotop ekvivalens Box komplexus Zs-indexét hasznaltak
[24]-ben. Napjainkban az ugyancsak Lovasz Laszl6 dltal definidlt grafhomomorfizmus
komplexussal dolgoznak E. Babson és D.N. Kozlov [2], [3].

A grafok s-szeres szinezését ugyancsak az 1970-es években vezették be szamos
gyakorlati probléma &altal vezérelve [18], [27]. Ezzel kapcsolatos els6 eredményeket
Saul Stahl 1978-as [32] cikke tartalmazza. Stahl a Kneser sejtés altal motivilva,
valamint a Kneser grafoknak a s-szeres szinezésekben betoltott kozponti szerepete
kapcsan megfogalmazta a Kneser sejtés altalanositasat, a Kneser grafok multikro-
matikus szamaira vonatkozd sejtését. Ezt ma Stahl sejtésnek nevezziik. A Kneser
grafok multikromatikus szamainak viselkedésének szamos tulajdonsagat fogalmazta
meg, tobb esetben kiszamolta ezeket [32] és [33] cikkeiben.

Eddigi kutatasaim soran a Stahl sejtés altal motivalva a fent emlitett, grafok kro-
matikus szaméra vonatkozo topologikus alsokorlat tételek multikromatikus szamokra
val6 atvitelét vizsgaltuk. Valamint ezen tételeket alkalmazva alsé korldtot adtunk a
Kneser grafok kromatikus szamaira.

A tételek szamozasa a disszertacidoban és a tézisfiizetben a konnyebb hivatkozha-
tosag végett megegyezik.

1. Kombinatorikus topolégiai médszerek

A disszertacioban alkalmazott modszerek a kombinatorikus topolégia témako-
réhez tartoznak. A dolgozatban szamos komplexus homotépia tipusat, illetve topo-
logikus invaridnsat hataroztuk meg. Adott K szimplicidlis komplexusok homotopia
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tipusanak meghatarozasara a szimplicialis atfejthet6ségére vonatkozé parcialis parosi-
tasi technikat [20], illetve a R. Forman [14] altal kidolgozott diszkrét Morse elméletet
hasznaltuk. Ugyancsak tobbszor alkalmaztuk adott K szimplicialis komplexusok to-
pologikus sszefliggdségi szdmanak kiszamolasara az Ideg tétel [6].

2. Topologikus alsékorlat tételek a kromatikus szamra

Lovész Laszl6 a Kneser sejtés [19] bizonyitdsahoz egy dltaldnos, topologikus graf-
szinezhet&ségi tételt igazolt [22]-ben. A Lovasz tételt szamos grafszinezhetdségre vo-
natkozé topologikus akadaly tétel kovette, melyek mindegyikében az alabbi eljarast
alkalmaztdk.

G graf — K(G) grafkomplexus

!
alsé korlat x(G)-re «— K(G) topologikus tulajdonsiaga

Lovész egy tetszbleges G grathoz definidlta az NK(G) szomszédsdgi komplexust.
Az NK(G) csticshalmaza legyen G csicshalmaza, és a cstcsok egy A részhalmaza
szimplex, ha van kozos szomszédjuk G-ben. Ezen komplexust vizsgalva az alabbi
topologikus gréfszinezhetdségi tételt bizonyitotta Lovasz [22]-ben.

15. Tétel. (Lovasz [22]) Ha a G grdf szomszédsdgi komplexusa (t — 1)-dsszefiiggd,
akkor a G grdf nem szinezhetd t + 1 szinnel.

Az, tgyszintén Lovasz altal [22]-ben definialt, cng : 2V() — 2V(%) szomszédsagi
leképezés a csticsok egy A halmazhoz a kozos szomszédjaik halmazat rendeli, azaz a

eng(A) :={v € V(G) : (v,a) € E(G) minden a € A-ra}.

halmazt. Walker az NK(G) szomszédségi komplexus baricentrikus felosztdsdnak
cng o eng leképezés fixpontjai altal indukalt részkomplexusaként definidlta a G graf
LK(G) Lovdsz komplexusdt. Az LK(G) és NK(G) komplexusok homotdp ekviva-
lensek, am mig NXC(G) altaldban nem Zs-komplexus, addig LIC(G) egy szimplicidlis
Zs-komplexus. Ugyanis LIC(G)-n cng indukél egy szimplicdlis Zo-hatést (idempotens,
fixpontmentes szimplicialis leképezés). Walker a kovetkez6 alsé korlatot adta a G kro-
matikus szdmdra az LI(G) komplexus topologikus Zs-invaridnsdval, az ind(LIC(G))
Zo-indexével.

21. Tétel. (Walker [35]) Tetszbleges G grdfra
X(G) > ind(LK(G)) + 2.

2



A Hom(H,G) grafhomomorfizmus komplexus konstrukcidja ugyancsak Lovasz
Lészléhoz flizédik. Tetszéleges G és H gréfokra vegyiik az Gsszes olyan n: V(H) —
2V(G\ {(} leképezés posetjét, melyre n(u) minden csticsa n(v) minden csticsdval dssze
van kotve, minden wv € E(H) élre. A Hom(H,G) grdafhomomorfizmus komplexust
ezen poset rendezési komplexusaként definialjuk. A Hom(K,,G) grathomomorfizmus
komplexus ugyancsak szimplicialis Zo-komplexussda tehetd.

Babson és Kozlov [2]-ben a G graf kromatikus szdmara vonatkozé topologikus
alsékorlét tételt fogalmazott meg a Hom(K,,, G) komplexus topologikus invaridnsaval,
a w(Hom(K,,G)) Stiefel-Whitney osztéllyal. Ennek a Zs-indexxel megfogalmazott
valtozata:

23. Tétel. (Babson és Kozlov [2]) Tetszdleges n > 2 egész és G grdf esetén

X(G) > ind(Hom(K,,G)) + n.

3. Grafok s-szeres szinezése

Tetszoleges s pozitiv egész esetén, egy G graf s-szeres szinezése soran a graf
minden cstucsdhoz s darab szint rendeliik gy, hogy szomszédos csicsokhoz diszjunkt
szin s-es tartozik. Vilagos, hogy a G graf s-szeres szinezése a hagyomadanyos szinezés
altalanositasa, amikor minden csicshoz egy szint rendeliink. Tegyiik fel, hogy a G
graf s-szeres szinezése sordn Osszesen t szint hasznaltunk fel. Ekkor a G graf s-szeres
szinezésére a Stahl [32] cikkébben taldlhaté, kiilonb6z6 nézépontokbdl tekinthetiink.
Eloszor a grafhomomorfizmus fogalmat haszndalva:

Egy G grdf s-szeres szinezése t szinnel eqy v : G — KGy s grafhomomorfizmus.

Az s-szeres szinezés egy, a hagyomanyos szinezésen keresztiil valo értelmezését
is adhatjuk a G[K;] graf segitségével, a G graf K, teljes graffal vett lexikografikus

szorzatat hasznalva.

Egy G grdf s-szeres szinezése t szinnel pontosan a G[K| grdf hagyomdnyos szi-
nezése t szinnel.

Legyen x(G) az a legkisebb ¢ szdm, melyre létezik G-nek s-szeres szinezése
t szinnel. A x(G) szdmot a G graf s-edik multikromatikus szdmanak nevezziik,
s = 1,2,.... Megjegyezziik, hogy ez a definicié a graf hagyomanyos kromatikus
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szamanak egy altalanositasa, ugyanis a G graf hagyomanyos kromatikus szama éppen
a x1(G). A G[K] lexikografikus szorzat kromatikus szdma megegyezik a G graf s-dik

multikromatikus szamaval.

A KG; s Kneser grafok elobb latott kozponti szerepe kapcsdn Stahl vizsgélta a
multikromatikus szamaikat, melyeket tobb esetben kiszamolt. Ezek alapjan megfo-
galmazta a Kneser sejtés altalanositasat, amely megadnd az osszes multikromatikus

szamot.

30. Sejtés. (Stahl [32]) Tetszdleges n és m > 2n esetén legyen s = qn—r, ahol 0 < q
és 0 < r <n egészek, ekkor

Xs(KGmn) = qgm — 2.

Az s = 1 eset éppen a Kneser sejtés, amit Lovasz igazolt [22]-ben. Stahl kévetkez6
1998-as [33] cikkében az Erdds-Chao Ko-Rado és a Hilton-Milner tételeket hasznélva
alsékorlétot adott K G, n-beli s-szeresen fedd fiiggetlen csicshalmazok szadmara, s
ezzel a KG, 2 és KG,, 3 Kneser grafokra igazolta a sejtés. Tovdbbd az alabbi alsé
korlatot adta.

31. Tétel. (Stahl [33]) Tetszbleges n és m > 2n esetén legyen s = qn —r, ahol 0 < q
és 0 < r <n egészek, ekkor

Xs(KGmn) > gm —2r — (n* — 3n + 4).
A sejtést igazolnd a xgn(KGmn) €8 Xgnt1(K G, ) multikromatikus szdmok

kozti m — 2n + 2-es ugras bizonyitasa, ugyanis Stahl megmutatta, hogy xs+1 > xs+2
minden s pozitiv egészre. Az el6bbi tételben szereplé alsé korlat s = gn + 1 esetén,

Xan+1(KGmn) = Xqn(KGmn) +m —2n — (n* —3n+4),

éppen azt mutatja, hogy a Xgn(KGm.n) és Xgn+1(K G, ) multikromatikus szamok
kozott rogzitett n esetén akarmilyen nagy ugras lehet.



4. Topologikus alsékorlat tételek a multikromatikus szamokra

A Stahl sejtés altal motivalva a kordabban ismertetett topologikus alsokorlat té-
telek multikromatikus szamokra vonatkozo altalanositasai lehetOségeit vizsgaltam.

A Walker-féle tétel altalanositasa

A hagyomanyos kromatikus szamra vonatkozé Walker-féle topologikus alsékorlat
tételnek a multikromatikus szamra vonatkozé dltaldnositasat egyszertien levezethetjiik
az L(KGy,s) Lovasz komplexus ismert homotépia tipusabdl. A G graf ¢ szinnel val6
s-szeres szinezése, egy v : G — KGy s grafhomomorfizmus indukal egy ¢ : |L(G)| —
|L(K Gy s)| Zo-leképezést, igy

ind(£(G)) < ind(L(KGhy)).

A KG; s Kneser graf Lovasz komplexusardl ismert, hogy homotép ekvivalens egy
(t — 2s)-dimenziés gémbcsokorral, igy ind(L(KGys)) = t — 2s. Tehdt azt kaptuk,

hogy
ind(£(G)) < ind(L(KGy5)) =t — 2s.

Ezzel a Walker-féle topologikus alsékorlat tétel altalanositasat kaptuk a xs(G) mul-
tikromatikus szamokra:

33. Tétel. (Osztényi) Tetszbleges G grif esetén és s > 1-re

xs(G) > ind(L(G)) + 2s.

A Babson-Kozlov-féle tétel altalanositasa

A Babson-Kozlov-féle topologikus alsokorlat tétel altalanositdsdhoz ismét tegytik
fel, hogy létezik ¢ szinnel valé s-szeres szinezése a G grafnak, azaz G — KG, , graf-
homomorfizmus, ekkor létezik Hom(K,,G) — Hom(K,, KG: ) Zs-leképezés. A
Hom(K,, KG; ) komplexus homotdpia tipusat [29]-ben meghatdroztam meg.

34. Tétel. (Osztényi [29]) A Hom(K,, KG; ) komplexus homotop ekvivalens (t —

ns)-dimenzios gombcesokorral.

fgy
ind(Hom(K;,G)) < ind(Hom(K;, KG¢5)) =t — sl.
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Ezzel a kovetkezo topologikus alsokorlat tételt kaptuk a multikromatikus szamokra.
36. Tétel. (Osztényi [29]) Tetszbleges G grdfra, s és | > 2 pozitiv egész szamokra

Xs(G) > ind(Hom(K;, G)) + sl.

A Lovasz-féle alsékorlat tétel a lexikografikus szorzatra

A G gréf s-szeres szinezése ekvivalens a G[Kj| lexikografikus szorzat egyszeres
szinezésével, igy a Lovasz-féle alsékorlat tételt alkalmazva a kévetkezd

Xs(G) = conn(NK(G[K,])) + 3
alsé korlatot kapjuk G multikromatikus szamaira.

A G[K;] lexikografikus szorzat szomszédsagi komplexusdnak topologikus Gssze-
fiiggosége és a G graf ugynevezett kiegészitett szomszédsagi komplexusanak topo-
logikus osszefliggésége kozotti kapcsolatot [12]-ben mutattuk meg. Az NK(G[K,])
szomszédsagi komplexus egy jé felbontasara alkalmazva az Ideg tételt az alabbi Gssze-
fliggést kaptuk.

41. Tétel.(Osztényi [12]) Tetszdleges s > | > 2 egészek és G grdf esetén az
NK(G[Ks)) komplexus akkor és csakis akkor -6sszefiiggd, ha az EN(G) komplezus

l-6sszefliggo.

Ez azt is jelenti, hogy conn(EN(G)) végessége esetén conn(NK(G[K,])) =
conn(EN(G)) minden s > conn(EN(G)) + 2-re. Igy a Lovész-féle alsé korldt eb-
ben az esetben

Xs(G) > conn(EN(G)) + 3,

minden s > conn(EN(G)) + 2-re. A Stahl megmutatta, hogy xs(G) szigorian mono-
ton né s-ben, igy conn(EN(G)) végessége esetén Lovéasz-féle alsé korldt és a multik-
romatikus szam kozti kiillonbség akarmilyen nagy lehet.

Babson-Kozlov-féle als6é korlat tétel a lexikografikus szorzatra

A Babson-Kozlov-féle alsékorlat tételt alkalmazva a G[K;] lexikografikus szor-

zatra a

Xs(G) = ind(Hom(K3, G[K])) + 2
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alsé korlatot adja. A Hom(Ks, G[K;]) graf homomorfizmus komplexus Zs-indexe és
a G grafban taldlhaté legnagyobb teljes részgraf mérete kozti kapcsolatot [12]-ben
mutattuk meg.

42. Tétel. (Csorba [12]) Tetszdleges G graf és s > |V (QG)| egész esetén

ind(Hom (K2, G[Ks))) + 2 = s - w(G).

Ez a kovetkezo trivialis alsé korlatot adja a multikromatikus szamokra.
43. Tétel. (Csorba [12]) Tetszbleges G grdf és s > |V (G)| egész esetén

Xs(G) > s w(G).

5. A Stahl sejtés vizsgalata
Topologikus alsé korlatok

A Walker-féle, illetve Babson-Kozlov-féle tételek altalanositasai csak bizonyos,
mar eddig is ismert, esetekben oldjak meg a sejtést, a tobbi esetben nem adnak
éles alsé korlatot a K G, , Kneser graf multikromatikus szdmaira. Az EN(KG.y, )
komplexus Gsszefliggéségérol megmutattuk [12]-ben, hogy véges. Ebbdl az deriilt ki,
hogy a Lovész-féle alsé korlatot alkalmazva KG,, ,[K| grafra az nem oldja meg
a Stahl sejtést. Az 43. tételt alkalmazva a KG,, , Kneser grafra csak a Babson-
Kozlov-féle tétel altaldnositasaval (36. tétel) adott alsé korlattal megegyezzé vagy
annal gyengébb alsé korlatot kapunk.

Poset also korlat

A KG,,n Kneser graf s-szeres szinezése t szinnel megegyezik egy KG,,,, —
KGy s grathomomorfizmussal. A Stahl sejtés éppen azt mondja meg, hogy mely
indexekre léteznek ilyen grathomomorfizmusok. Egy v : KG,,, — KG¢ s graf-
homomorfizmus létezése esetén valamennyi K(-) Zo-grafkomplexusra létezik egy c :
IK(KGmpn)| — [K(KGys)| Zo-leképezés. Egy ilyen c leképezés 1étezésének akadalya
a Borsuk-Ulam tétel szerint, ha |IC(K G, »)|-ben nagyobb dimenzids Zs-gombfeliilet
van, mint |[[C(K Gy s)|-ben. Az altalunk vizsgélt topologikus alsé korlatok életlensége
abbdl adddik, hogy a vizsgalt esetek nagy részében ez éppen forditva van. Azaz ha
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m —2n < t —2s, akkor |[C(K G, s)|-ben nagyobb dimenzids Zg-gémbfeliiletek vannak,
mint [C(K G, pn)|-ben. Tehat |[LK(KGp )| — |[LK(KGys)| Zo-leképezés 1étezhet,
ham—2n <t — 2s.

A KG,, n, Kneser graf s-edik multikromatikus szdmara vonatkozé tjabb alsé
korlatot kapunk, ha a KG,, , — KG; s grifhomomorfizmusok altal indukalt, a Lovéasz
posetek kozti, LP(KG,, ) — LP(KG, ) ortoleképezések létezését vizsgaljuk. Az
(LP(KGmpn),cnka,,.,) ortoposetet J. Walker definidlta az altala konstrualt, grafok
és Zo-terek kategériai kozti funktor kozteslépéseként [35]-ben. Az LP(KG,, ) —
LP(KG,s) ortoleképezések érzékenyek a gémbfeliiletek ”szimplicidlis méretére” is a
dimenz6 mellett. Az LP(KG,, ) ortoposetbeli szimplicidlis egy dimenzids ortokorok
méretét vizsgalva a kévetkezd alsé korlatot kaptuk [28]-ban.

50. Tétel. (Osztényi [28]) Tetszdleges 0 < m,n,q és 0 < r < n egészek esetén legyen
[ egész olyan, hogy 1 <1 <m —2n, 0 <r <lIn/(m —2n). Ekkor

an—r(KGm,n) > qm — 2r — 1.

Ez megadja a xs(K G, n) multikromatikus szdmokat a gn — | —25-| < s < ¢qn

m—2n

esetekben, tetszdleges m,n és q pozitiv egészekre. Ami m < 3n esetén djabb, eddig
nem bizonyitott, részesetekben igazolja a sejtést.

Amint azt a fenti tétel is mutatja az LP(KG,, ) ortoposetbeli a gémbfeliile-
tek 7szimplicidlis méretét” vizsgélva djabb xs(K G, ) multikromatikus szdmokat
hatarozhatunk meg. Am az egy dimenzids esethez képeset a magasabb dimenzids
esetekben tovabbi nehézségek addédnak, melyek lekiizdése a tovabbi kutatasok targya
lehet.
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