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1. Bevezetés: kompetitiv elemzés

Az online algoritmusokat kortilbeliil 30 éve vizsgéljak. Hatékonysaguk mérésének egyik f6
modszere egyfajta , legrosszabb eset elemzés”, az igynevezett kompetitiv analizis. Egy online
problémaban az input részletenként érkezik. Az inputsorozaton adott egy rendezés, a sorozat
tagjai eszerint a rendezés szerint egyesével jonnek, és az online algoritmusnak olyan dontések
sorozatat kell hoznia veliik kapcsolatban, amelyeknek hatésa lesz a teljes hatékonysag végso
minoségére. Mindezen dontéseket a mar megérkezett inputrész alapjan kell hozni anélkiil,
hogy barmilyen informacidja lenne a jovore vonatkozdan.

Minden [ inputhoz lehetséges outputok egy halmaza tartozik, és minden lehetséges out-
puthoz hozza van rendelve egy pozitiv valds érték, amely az output koltsége I inputon.
Ezek koziil a minimélisat opt([/)-vel jeloljiikk. Az A algoritmus minden [ inputra kiszamit
egy lehetséges outputot. Az ehhez tartozo koltséget A(1)-vel jeloljik.

Egy online algoritmus c-kompetitiv (szigori értelemben) valamely ¢ > 0-ra, ha minden véges
inputsorozatra

A(I) < c-opt(]).

A versenyképességi hanyadosa a legkisebb olyan ¢, amelyre A c-kompetitiv. Egy A algo-
ritmus gyengén c-kompetitiv, ha van olyan a konstans, hogy minden véges I inputsorozat
esetén

A(I) < c-opt(l) + a.

A gyenge versenyképességi hanyadosa a legkisebb olyan ¢, amelyre A gyengén c-kompetitiv.

2. Visszautasitasos gépkoltséges litemezés

Az iitemezési problémédknak nagy irodalma van, és tobb modellje ismert (Id. [18]).
Az egyik legalapvetobb és legegyszeriibb a lista modell, amelyben rogzitett szama gép
adott és a munkak egy listabdl érkeznek. Minden munkanak van végrehajtdsi ideje. A
,,parhuzamos gépek esetében” adott m gép. Egy munka belitemezésén valamely géphez
valé hozzarendelését értjik. Minden munkat be kell iitemezni valamely gépre és egy gép
nem futtathat két munkat parhuzamosan. Egy gép futasi ideje a hozza rendelt munkakhoz
tartozo végrehajtasi idok Osszege. A koltség a futdsi idok maximuma, ennélfogva a cél ennek
minimalizélasa.

A probléma online véltozatdban a munkdk (és a hozzajuk tartozé végrehajtdsi idék)
egyesével jelennek meg. Amikor egy munka megérkezik, hozza kell rendelni egy géphez
anélkiil, hogy barmilyen informdciénk lenne a jovébeli munkdkrél. A Graham [7] altal
1966-ban fejlesztett LZST algoritmus az elsé ebben a modellben. Amikor a j-edik mun-
ka megjelenik, a LZST algoritmus ahhoz a géphez rendeli, amelynek az aktualis futasi ideje
minimdlis. Graham [7] bebizonyitotta, hogy a LZIS7T algoritmus versenyképességi hdnyadosa
2—1/m.

A gépkoltséges iitemezési problémat [8]-ben definidltdk. Ebben a modellben a gépek szama
nem a probléma adott paramétere: az algoritmusnak meg kell vasarolnia a gépeket, és a cél a



gépek vasarlasara forditott koltség plusz a futdsi id6k maximumanak minimalizdldsa. [8]-ben
vizsgaltak azt a problémat, amelyben minden gép vasarlasi koltsége 1. A munkak egyesével
érkeznek és a dontéshozonak minden 1épésben dontenie kell az 0j gépek vasarlasarol majd be
kell titemezni a legutobb érkezett munkat egy méar megvasarolt gépre, mindezt anélkiil, hogy
barmilyen informdaciéval rendelkezne a jovébeli munkakkal kapcsolatban. Imreh és Noga [8]
megkonstrualtdk az A, algoritmust, ahol p = (0 = py, p2, ..., p;,...) egy névekvé sorozat.
Bebizonyitottdk, hogy az A, algoritmus versenyképességi hanyadosa ¢ = (1 + \/3) /2 a
p=1(0,4,9,16,...,4% ...) sorozatra.

A visszautasitdsos iitemezési problémat [3]-ban definidltdk. Ebben a modellben lehetdség
van a munkak elutasitasara. A munkdkat a végrehajtasi idejiilk és a hozzajuk tartozo
biintetés jellemzi. A koltség a futasi id6k maximuma plusz az elutasitott munkak biintetése
ebben a problémaban. Bartal és mtsai [3] algoritmusa a Reject-Total-Penalty(a). Ennek
a paramétere kiiszOb szerepet jatszik. A szerzék bebizonyitottdk, hogy az RTP (¢ — 1)
algoritmus (1 + ¢)-kompetitiv.

A fejezet kovetkezd eredményei [14]-ben talalhat6ak.

Itt az altalanosabb MCR modellt tekintetiik, amely a fenti két megkozelités kombinacidja.
Ebben a gépek nem adottak elére, de az algoritmus megvasarolhatja azokat, ezenkiviil a
munkakat el is lehet utasitani. A koltség a gépek vasarlasara forditott koltség plusz a futasi
idék maximuma plusz az elutasitott munkak biintetése, ezt az Gsszeget kell minimalizalni.
Feltessziik, hogy a gépek ara 1.

A problémabann a j-edik munkdnak p; a végrehajtdsi ideje, és w; az elutasitdsdval jar6
biintetés. Py = > p; és Wy = > w;.

jEH jEH
Mivel a gépvasarlasos és az elutasitdasos modellt otvoztiik, természetes otlet kombinalni
a két eredeti modell algroitmusait Ugy, hogy az Osszetett problémat oldja meg. Az els6
részben megmutattuk azt a meglep6 eredményt, hogy az az emlitett algoritmusok egyszerii
kombinacidéinak nincs konstans versenyképességi hanyadosa.

Ezutan adtunk egy szofisztikaltabb algoritmust. Az alapotlet a relaxalt valtozat vizsgalata
az eredeti probléma helyett, amelyben az iitemezés koltségét (gépek dra plusz a futdsi id6k
maximuma) helyettesitjiikk annak egy alsé korlatjaval.

Tegytik fel, hogy elfogadtuk munkak egy halmazat, jeldlje indexeik halmazat A, tovabba m
gépet vasaroltunk, és az aktualis futasi idok maximuma M. Ekkor az iitemezés koltségére
teljesiil az M +m > M + Pa/M Osszefiiggés. Definidltuk a kovetkezd kifejezést:

Ma = max{vPA,lA}, ifPA> 1
471 otherwise

Indexek egy tetszéleges A halmazara

Py .
My+-2 if A
Ty = { Matyg, HA#0
0 if A=10



Definialtuk a relazdlt problémdt: munkék érkeznek, mindegyikhez tartozik végrehajtasi ido
és biintetés. Olyan megoldast kell talalni, amelyre az elutasitott munkak Osszbiintetése és
az elfogadott munkakhoz tartozd Ty érték Osszege minimalis. Indexek egy J halmazéara a
relaxdlt probléma optimdlis megoldasanak koltségét jelolje ropt(J). a kdvetkezd allitasok
igazak.

13. kovetkezmény Munkdk indexeinek tetszéleges J halmazdra ropt(J) < opt(J).

Ahhoz, hogy az Optcopy algoritmust megkonstrualjuk, a relaxalt probléma optimalis
megoldasanak strukturajat kell megvizsgalnunk. Indexek egy J halmaza esetén Ji jeldlje
J az els6 k indexének halmazat. Ekkor a kovetkezo allitas teljesiil.

14. lemma Tegyiik fel, hogy a Ji_1 halmazon a relazdlt probléma egy optimdlis megolddshoz
tartozo elfogadott halmaz A, ,. Ekkor a J, halmazon a relazdlt problémdnak van olyan
megolddsa, amelyre A, , részhalmaza az elfogadott munkdkhoz tartozé indevek halmazdnak.

A relaxdlt probléma polinom idében megoldhaté.A problémat megold6 algoritmus a
kovetkezo strukturalis tulajdonsagon alapul.

15. lemma A j-edik munkdhoz tekintsik a REL(j) problémdt, amely a megszoritott relazdlt
probléma, amelyben j a legnagyobb elfogadott munka indexe. Rendezzik a j-nél nem nagy-
obb indexd munkdkat p;/w; szerinti novekvd sorba. Ekkor REL(j)-nek van olyan optimdlis
megoldasa, amely eqy kezddszelete ennek a sorozatnak.

A 15. lemma alapjan polinom idejii algoritmus, amely olyan optimaélis megoldast ad a
relaxdlt problémakra, amelyek a 14. lemmat is kielégitik. Ezt az algoritmust Reloptnak
nevezziik. Jeldlje a J-bdl elfogadott munkak indexeinek halmazat A, és az elutasitott
munkdk indexeinek halmazat R,. Ennélfogva A7 C A, ha i < k. a kovetkezd &llitasok
igazak.

16. lemma A fent definidlt halmazokra a kévetkezd egyenltlenségek teljesiilnek:
J

n
E :WR;_lmA’f < TA;;-
j=1

Definidltuk az Optcopy, algoritmusok halmazat.

OC, algoritmus

Uj munka érkezésekor hajtsuk végre a kovetkezo |épéseket.
(i) Ha Relopt elutasitja, utasitsuk el, kiilonben menjiink a (ii) Iépésre
(i) Utemezziik a munkat A, szerint, ahol a gépvasarldsi szabalyokat csak az elfo-
gadott munkak alapjan alkalmazzuk.

17. tétel Az OC, algoritmus a p = (0,4,9,16,...,i%,...) sorozattal (¢ + 1)-kompetitiv.



3. Grafok és hipergrafok szinezése

Az online graf fogalma [11]-ban jelent meg, majd az online hipergrafot, amely az online graf
altaldnositasa, [1]-ben definidltak elészor. Az online hipergrdf egy H~ = (H, <) struktira,
ahol H = (V| E) egy hipergraf és < a cstcsok egy rendezése. H; jeloli a < szerinti elsé ¢
csucesbol allo V; halmaz dltal feszitett hipergrafot. Egy online hipergrafszinezé algoritmus az
i-edik csucsot kizardlag a H; részhipergraf ismeretében szinezi. Egy A online algoritmus és
H~™ online hipergraf esetén a koltség az A algoritmus &ltal hasznalt szinek szama, amelyet
XA(H™)-val jeloliink. Nyilvan, opt(H~) = x(H). Egy H hipergraf esetén x4(H) jeloli a
XA(H™) értékek maximumat az Osszes < rendezésen. Az online grafszinezést tobb cikkben
vizsgaltdk, részletesen errdl a [9] 6sszefoglalé munkaban olvashatunk.

3.1. Tiltott részgrafokra vonatkozé eredmények

Az alfejezet eredményei [13]-ben taldlhatdak.

A G graf g(G) derékbésége a legrovidebb kérének hossza, a g,(G) pedig a péaratlan
derékbisége, amely a legrovidebb paratlan korének hossza. Az u és v cstcsok dist(u,v)
tavolsaga a legrovidebb uw it hossza. Egy d pozitiv egészre Ny(v) a v-tél legfeljebb d poz-
itiv tavolsagra 1évé csticsok halmaza. Ngoqqa(v) azon csticsok halmaza, amelyek téavolsdga
v-tdl legfeljebb d paratlan. Minden S C V/(H)-ra definidljuk Ng(S) = J,cq Na(v) \ S és
Naodd(S) = Upes Naoda(v) \ S halmazokat. Legyen N7 (v) azon v-t megel6z6 csiicsok hal-
maza, amelyek tavolsaga v-tol legfeljebb d pozitiv.

A [10]-ben ismertetett B,, algoritmus kevesebb mint 2n'/? szinnel szinezi az n csicst Cs- és

Cs-mentes grafokat. Ezt az algoritmust altalanositottuk nagy derékbdségli grafokra.

B, algoritmus
Tekintsiik a G™ graf v;<...<uv, inputsorozatdt, amelyre g(G) > 4d + 1. Inicial-
izdljuk U; = () halmazokat minden i > dn'/(@+1)_re.

s-edik 1épés:

(i) Ha van i € [dn'/(@*D], hogy v, nem szomszédos egyik i szinii csticcsal, akkor
szinezzuk vs-t a legkisebb ilyen i-vel.

(i) Kiilonben ha van olyan i > dn'/(4*1) hogy v, € N4(U;), akkor szinezziik vs-t
a legkisebb ilyen -vel.

d+1)

iii) Kilonben legyen j a legkisebb ¢ > dn egész, amelyre U; = . Allitsuk be
iii) Kilonben |  a legkisebb i > dn!/( 3 lyre U; = 0. Allitsuk b

U; = N} (vs)-t és szinezziik v,-t j-vel.

21. tétel A B, 4 algoritmus azn csicsi g > 4d+1 derékbdségli G grdfot jolszinezi legfeljebb
(d+ 1)nY@+D szinmel.

A masodik éltalanositds BO,, 4, amely Lovasz n' csticsi paros grafokat legfeljebb log, n'/
szinnel szinezé AA algoritmusat (1d. [9]) hasznélja segédalgoritmusként.
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BO,, . algoritmus
Tekintsiik a G~ graf v;< ... <v, inputsorozatat, amelyre g,(G) > 4d + 1. Legyen
r = (n/(2dlog, 2d))*/2. Inicializéljuk S; = () halmazokat minden i € [r]-re és U; = 0)
halmazokat minden i > r-re.

s-edik 1épés:

(i) Ha van olyan i € [r], hogy az S; U {v,} altal feszitett részgraf 2-szinezhetd és
AA legfeljebb 2log, 2d szint hasznal S; U {vs} kiszinezésére, akkor legyen j a
legkisebb ilyen i. Legyen S; = S;U{v,}-t és szinezziik vyt (az S; altal feszitett
részgrafban) az AA algoritmus szerint a 2(j — 1)log,2d + 1,...,25log, 2d
szineket haszndlva.

(ii) Kilonben ha van olyan i > r, hogy vs € Ngoaa(U;), akkor szinezziik vs-t a
legkisebb ilyen i-vel.

(iii) Killdnben legyen j a legkisebb i > r egész, amelyre U; = 0. Allitsuk be U, =
Ngoaa(vs) N (Uj=y Se)-t és szinezziik v,-t j-vel.

23. tétel A BO, 4 algoritmus az n csicsi g > 4d + 1 pdratlan derékbéségli G~ grdfot
jolszinezi legfeljebb 2(2nlog, 2d/d)Y/? szinnel.

3.2. Eredmények hipergrafokon

Az alfejezet eredményei [15]-ben taldlhatdak.

Ebben a részben 2-szinezheté k-uniform hipergrafokat tekintettiink k& > 3-ra Egy természe-
tes online hipergrafszinez6 algoritmus a First Fit (FF). Amikor egy csics érkezik, FF a
legkisebb olyan szint rendeli hozza, amely nem eredményez egyszinii élet.

A kovetkezoket bizonyitottuk.

24. tétel Minden A online hipergrdfszinezd algoritmushoz létezik n csicsi 2-szinezhetd k-
uniform H hipergradf, amelyre x 4(H) > [n/(k—1)]. Ha H egy n csicsi k-uniform hipergrdf,
akkor xr7(H) < [n)(k — 1)].

A tétel azt mutatja, hogy FF versenyképességi hanyados [n/(k—1)]/2 és nem is lehet jobb
algoritmust adni hipergrafoknak ezen osztalyan. Tovabbd ez a tétel azt is bizonyitja (k = 3
vélasztasaval), hogy ellentétben az online grafokkal hipergrafok esetében nincs szublinedris
versenyképességi hanyadosi online algoritmus.

Vizsgaltuk a 2-szinezheté k maximalis fokd hipergrafokat is. Konnyt latni, hogy minden k
maximalis fokt hipergraf k + 1-szinezhetd, mivel FF legfeljebb k4 1 szint haszndlva szinezi
oket.

27. tétel Minden A online hipergrdafszinezd algoritmushoz és d > 2 egészhez létezik %

csucsu 2-szinezhetd k maximdlis foki H hipergrdaf, amelyre x 4(H) > k + 1.

Tekintve hipergrafok azon osztalyat, amelyben a fliggetlen élrendszerek maximalis elem-
szama korlatos, FF a kovetkez6 hatékonysagot tudja elérni.
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28. tétel Minden H hipergrafra FF a H-t legfeljebb 2 - v(H) + 1 szinnel szinezi.

Mivel egy véges projektiv sik barmely két egyenese metsz6 (a fiiggetlen élrendszerek max-
imalis elemszama 1), azt is kaptuk, hogy FF legfeljebb 3 szinnel szinezi a véges projektiv
sikokat. Masrészt amint a kovetkezo allitds mutatja, nincs olyan online algoritmus, amely
kevesebb szint hasznalna, mint FF ebben az esetben.

30. tétel Nincs olyan online algoritmus, amely 3-nal kevesebb szinnel szinezne valamely
véges projektiv sikot.

4. A k-szerver probléma

A k-szerver probléma a kovetkezo. Adott egy metrikus tér & mozgathato szerverrel, amelyek
a tér kiilonbozé pontjain foglalnak helyet és a kérések (pontok) egy sorozata. Minden egyes
kérést ki kell szolgalni egy szerver odamozgatasaval a kért pontra. A cél minimalizalni a
teljes koltséget, ami a szerverek altal bejart tavolsagok Osszege. Az optimaélis koltséget a
o sorozaton opt(k, o)-val jeldljiik. Egy k-szerver algoritmus online, ha minden kérést azon-
nal kiszolgal, amikor az megérkezik (barmilyen, a jovObeli kérésekre vonatkozé el6zetes in-
formécié nélkiil).

4.1. Egy véletlen algoritmus felbonthaté terekre

Az alfejezet eredményeit [12] tartalmazza. Ezek az eredmények [4] és [5] nyomén sziilettek.

A probléma egy megszoritasat vizsgaltuk, nevezetesen a ,,u-HST”-nek nevezett tereken ker-
estiink hatékony algoritmust. Ezeket a tereket [2]-ben definidltdk a kovetkezdképp:

32. definicié p > 1-re egy p-hierarchikusan jélszepardlhaté fa (u-HST) egy gyokeres T fa
levelein definidlt metrikus tér. Minden w € T csicshoz hozzd van rendelve egy A(u) > 0
cimke, amely pontosan akkor 0, ha u a T fa levele. a cimkékre teljestil, hogy ha az u csics a
v csucs gyereke, akkor A(u) < A(v)/u. A tdvolsig x,y € T csucsok kézdtt A(lca(x,y))-nak
definidljuk, ahol lca(z,y) az x ésy csucsok legkisebb kozds 6se a T fdaban.

A p-felbonthaté terek fogalma [17]-ben keriiltek bevezetésre. Ennek tekintettiik egy specidlis
esetét.

33. definicié Legyen M egy metrikus tér. M -et uiform modon pu-felbonthatonak nevezzik
valamely p > 1-re, ha a pontjait > 2 blokkba particiondlhatok ugy, hogy a kovetkezd feltételek
teljestljenek:

1. ha z,y € M kiilonbézo blokkokban vannak, akkor a tdvolsdguk pontosan A, amely M
atméraoje;

2. minden egyes B; blokk dtmérdje legfeljebb A/p.

Egy adott o kéréssorozat esetén a sorozat i-edik tagjat jeloli p;, és a o sorozat i hosszu
kezddszeletét pedig p<;.



Azon pontok halmazat, amelyeken a szerverek elhelyezkednek, konfigurdcionak nevezziik.
Adott By blokkra, ¢ kéréssorozatra és C' kezd konfigurdciéra Bs-ben jelolje As(C, o) az
A algoritmus altal szamitott koltséget o azon részsorozatéra, amely a B, blokkba érkezo
kérésekbél all. Minden ¢ szerverszam esetén jelélje Ag(f, 0) a maxjcj—¢ As(C, 0)-t, ahol C
végigfut az Osszes ¢ szerverbdl allé kezdSkonfiguracion Bg-ben. Tovabba jeldlje opt,(C, o)
az optimalis koltséget a C' kezdokonfiguraciobol indulva o azon részsorozatara, amely a B,
blokkba érkez6 kérésekbdl &ll, és legyen opt, (¢, o) = minjcj—; opt,(C, 0). Ennélfogva — ha o
nemiires — opt, (0, 0)-t végtelennek definialjuk.

Algoritmusunk a kovetkez6 fogalmon alapszik.

34. definicio A B, blokk igénye a o kéréssorozatra

Dy(0) := min{l|opt,(¢, 0) + (A = min{opt,(j, 0) + jA}},
J

ha o nemiires, kilonben 0.
Bevezettiink egy technikai jelolést is.

36. definicié Tegyiik fel, hogy N metrikus tér, A eqy véletlen online algoritmus, f valds
fugguény és > 0 valds szamok kielégitik a kovetkezo feltételeket:

1. f(€)/logl monoton nemcsokkend;

2. minden 0 < £ < p és N-beli o kéréssorozat esetén,

f)-¢- diam(./\/).

E[A(L,0)] < f(£)-opt(l, o)+ log

Ekkor A-t az N téren (f, p)-hatékony algoritmusnak nevezzik.
A kovetkezo tételt bizonyitottuk:

37. tétel Tegyuk fel, hogy M uniform modon p-felbonthato tér és A eqy, a tér minden
blokkjan (f, u)-hatékony algoritmus. Ekkor létezik a M téren eqy (f', u)-hatékony algoritmus,
ahol f'(x) = c- f(x)logz valamely ¢ > 0 abszolit konstansra.

A tételbeli algoritmus az A algoritmust szubrutinként hasznélja és fazisokban miikodik.
Jelolje o a p-edik fazis kéréssorozatat. A fazisban a Shell algoritmus a kovetkezéképp
miikodik:

SH algoritmus

Kezdetben megjeloljiik azokat a blokkokat, amelyek nem tartalmaznak szervert.

Amikor ¢, a fézis i-edik kérése a B, blokkba érkezik, kiszdmitjuk a D, (o)) igényt

es
Do) = max{D,(o?))]j < i}

J

a maximalis igényt a blokkra (megjegyezziik, hogy ezek az értékek mas blokkokban
nem valtoznak).



(i) Ha D;(QE”)) kisebb, mint a B;-beli szerverek pillanatnyi szdma, akkor a kérést
A algoritmus szerint szolgaljuk ki a B, blokkon beliil.

(i) Ha D:(ggp)) egyenlévé vélik Bg-beli szerverek pillanatnyi szdmdval, akkor a
kérést A algoritmus szerint szolgaljuk ki a B, blokkon beliil és a B, blokkot
megjeloljuk.

(iii) Ha D2 (0"} nagyobb, mint a B,-beli szerverek pillanatnyi szdma, a B, blokkot
megjeloljuk és addig hajtjuk végre ismételten az aldbbi részt, amig D;(ggp))
szerver nem lesz a blokkban vagy nem tudjuk végrehajtani a |épéseket (ez
akkor torténik, ha minden blokk jeldltté valt)

Valasszunk egy jeloletlen B, blokkot véletlentl egyenletes eloszlas szerint
és egy szerver ebben a blokkban szintén véletlenil. Mozgassuk a valasztott
szervert a B; blokkba (ezt a mozgast ugrdsnak hivjuk) vagy a kért pontra,
vagy ha ott mar van szerver, akkor véletlenul vélasszunk egy nem foglalt
pontot Bs-ben egyenletes eloszlas szerint. Ha a By-beli szerverek szdma
D;‘,(QE”)) lesz az ugrds miatt, jeloljik meg azt a blokkot. Mind Bs-ben,
mind Bgy-ben inditsuk Gjra az A algoritmust a blokkok aktualis konfigura-
ciéjabdl.

Ha nem tudjuk D:(ggp))—ig novelni a szerverek szdmdt a B, blokkban a fenti [épések
ismétlésével (minden blokk jeloltté valt), akkor p+ 1-edik fazist kezdjiik és a legutolsd
kérés mar ehhez az (j fazishoz tartozik.

Valamely clog k-kompetitiv algoritmusbdl indulva a 37. tétel ismételt alkalmazasdval a
kovetkez6 eredményt kapjuk:

43. kovetkezmény Minden h magas p-HST-re (u > k) létezik (cilogk)™-kompetitiv
véletlen online algoritmus, ahol c; eqy konstans. Kovetkezésképpen ha h < m,
ez az algoritmus o(k)-kompetitiv.

4.2. Az elutasitasos k-szerver problémaval kapcsolatos eredmények

Egy altalanosabb modellt vizsgalunk, amelyben a kéréseket el lehet utasitani. Az alfejezet
eredményei [16]-ben taldlhat6ak. Ebben a problémdaban az i-edik kérés egy (o;, w;) par min-
den i-re, ahol p; egy pont w; > 0 a biintetés az elutasitas esetén. Minden kérés kiszolgalhato
ugyanazon a mdédon, mint kordbban, vagy elutasithaté a kéréshez adott biintetés kifizetése
mellett. Egy algoritmus koltsége a szerverek &ltal bejart tavolsdgok osszege plusz az elu-
tasitott kérések biuintetéseinek osszege. A kovetkezdket bizonyitottuk.

44. tétel Semmilyen ¢ < 2k esetén nem létezik gyengén c-kompetitiv algoritmus az elu-
tasitasos k-szerver problémara uniform téren.

Adtunk egy Threshold nevii gyengén kompetitiv algoritmust az elutasitdsos k-szerver
problémara uniform téren. A Threshold algoritmus a kordbban latott jelold eljarast alka-
Imazza és valogatos. Legyen t > 0 rogzitett szam.
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T'H, algoritmus

Minden ponthoz tartozik egy szamldlé. Kezdetben minden szamlalé értéke O és a
pontok jeloletlenek. Minden kérés utdn a jeloléseket frissitjiik, ezutan ha sziikséges,
szervert mozgatunk a kovetkezoképp:

Noveljuk meg a kért pont szamlaldjat a kéréshez tartozd buntetéssel.

Ha a kért pont szdmlaldja legalabb ¢, jeloljik meg a pontot. Abban a pillanat-
ban, amint k£ + 1 pont jeldltté valt, minden jelolést (beleértve a legutolsét)
toroljik és minden szamlalét 0-ra llitunk.

Ha a kért ponton van szerver, akkor nincs szervermozgas.
Ha a kért pont jeloletlen és nincs rajta szerver, elutasitjuk.

Ha a kért pont jelolt és nincs rajta szerver, akkor a legrégebben mozgott szervert
mozgatjuk a kért pontra.

45. tétel THy algoritmus gyengén (2k + 1)-kompetitiv uniform tereken.

Végiil a TH, algoritmus véletlen valtozatat vizsgaltuk. Legyen ¢ > 0 rogzitett szam.

RTH,; algoritmus

Minden ponthoz tartozik egy szamldlé. Kezdetben minden szamlalé értéke O és a
pontok jeloletlenek. Minden kérés utdn a jeloléseket frissitjik, ezutdn ha szikséges,
szervert mozgatunk a kovetkezoképp:

Noveljik meg a kért pont szamlaldjat a kéréshez tartozd buntetéssel.

Ha a kért pont szdmlaldja legalabb ¢, jeloljik meg a pontot. Abban a pillanat-
ban, amint k£ + 1 pont jeldltté valt, minden jelolést (beleértve a legutolsét)
toroljik és minden szamlalét 0-ra allitunk.

Ha a kért ponton van szerver, akkor nincs szervermozgas.
Ha a kért pont jeloletlen és nincs rajta szerver, elutasitjuk.

Ha a kért pont jelolt és nincs rajta szerver, akkor véletleniil egyenletes eloszlas
szerint valasztunk a jeloletlen pontokon [évo szerverek koziil és a kért pontra
mozgatjuk.

46. tétel RT H,y algoritmus (6Hy + 2)-kompetitiv uniform tereken.
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