
Erős kavics kezelésű
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1. Előkészületek és a számı́tási modell

A fatranszformációk fontos szerepet töltenek be többek között a programozási nyelvek
szintaxis-vezérelt szemantikájának modellezésében [Iro61, Knu68, Knu71, WM95], a
fa struktúrájú adatokon dolgozó funkcionális programozásban [Vog91], valamint a
különböző XML transzformációk [MN01, BMN02, MBPS05] és XML lekérdező nyelvek
[Via01] specifikációiban és implementációiban.

A fatranszformátorok olyan számı́tási eszközök, amelyek a gyakorlatban előforduló fa-
transzformációk absztrakt tulajdonságait modellezik. Például, a makró fatranszfor-
mátorok [Eng80, Eng81, CF82, EV85] a szintaxis-vezérelt ford́ıtások alkalmas modell-
jei, az attribútumos fatranszformátorok [Fül81, FV98] az attribútum nyelvtanokkal
[Knu68, Knu71] megvalóśıtott ford́ıtások modelljei, mı́g az n-kavics fatranszformáto-
rokkal [MSV03] jól tudjuk modellezni az XML lekérdezéseket és transzformációkat.
Az n-kavics makró fatranszformátor [EM03] a makró fatranszformátor és az n-kavics
fatranszformátor kombinációja, tehát alkalmas arra, hogy seǵıtségével az n-kavics fa-
transzformátorok és a makró fatranszformátorok közötti kapcsolatot tanulmányozzuk.
Az emĺıtett fatranszformátorok mindegyikének szemantikája az általa kiszámı́tott fa-
transzformáció, vagyis absztrakt fák (rangolt fák) feletti kétváltozós reláció.

A disszertáció témája kavics makró fatranszformátorok vizsgálata. Egy (erős kavics
kezelésű) n-kavics makró fatranszformátor egy olyan M , véges állapotú eszköz, amely-
ben az input és output ábécé elemein ḱıvül maguk az állapotok is rangolt szimbó-
lumok. M szabályai 〈q, σ, b, j〉(y1, . . . , ym) → ζ alakúak, ahol q egy állapot, σ egy
input szimbólum, b egy legfeljebb n hosszúságú bit vektor, j egy nemnegat́ıv egész,
y1, . . . , ym paraméter változók, továbbá ζ egy olyan rangolt fa, melynek csúcsai output
szimbólumok, 〈p, ϕ〉 alakú állapot-utaśıtás párok és (levélben) y1, . . . , ym. Megjegyez-
zük, hogy 〈p, ϕ〉 rangja megegyezik a p állapot rangjával, valamint a ϕ utaśıtás stay ,
up vagy down i alakú lehet.

M rendelkezik egy mutatóval, amely egy s input fa tetszőleges csúcsára mutathat és an-
nak élein mozoghat, továbbá M veremszerűen elhelyezheti-felszedheti az 1, . . . , n számú
kavicsokat s csúcsain. Az s-en elhelyezett kavicsok bizonyos információt nyújthatnak
M -nek, amelyet az figyelembe vehet a számı́tás során.

M az s input fán vándorolva mondatformák egy sorozatát számı́tja ki. Mondatforma
alatt egy olyan ξ fát értünk, amely output szimbólumokból és 〈p, (u, [u1; . . . ;ul])〉 alakú
konfigurációkból áll valamely 0 ≤ l ≤ n-re, ahol p a konfiguráció állapota, u egy s-
beli csúcs, amelyre M mutatója mutat, végül u1, . . . , ul szintén s-beli csúcsok, ame-
lyek azon helyeket jelölik, ahová az 1, . . . , l számú kavicsok el vannak helyezve. Egy
〈p, (u, [u1; . . . ;ul])〉 konfiguráció (u, [u1; . . . ;ul]) részét kavics konfigurációnak mondjuk.
Megjegyezzük, hogy 〈p, (u, [u1; . . . ;ul])〉 rangja megegyezik p rangjával.

A számı́tás egy speciális mondatformával, a 〈q0, (ε, [ ])〉 kezdőkonfigurációval indul, ahol
q0 jelenti M kezdőállapotát, ε a gyökérre mutató pointert, [ ] pedig kavics poźıcióknak
az üres listáját.

Ezek után M a következőképpen működik. Tegyük fel, hogy a számı́tás egy ξ mon-
datformánál tart. Tekintsük ξ-nek egy olyan v csúcsát, amelynek a ćımkéje egy
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〈p, (u, [u1; . . . ;ul])〉 alakú konfiguráció, és a ξ gyökerétől v-ig tartó út minden v-től
különböző csúcsának output szimbólum (tehát nem konfiguráció) a ćımkéje. Vegyünk
továbbá egy olyan r : 〈q, σ, b, j〉(y1, . . . , ym) → ζ, M -beli szabályt, feltéve ha létezik,
amelyre teljesül, hogy

• az s input fa u csúcsa σ-val ćımkézett,

• a b bit vektor l hosszú és pontosan azokon az i indexeken 1, ahol ui = u, továbbá

• az s fa u csúcsa j-edik fia az apjának (j = 0 esetben u = ε maga a gyökér).

Ekkor M az r szabályt az alábbikaban léırt módon alkalmazza a ξ mondatforma v

csúcsában a következő mondatforma kiszámı́tására.

1) Minden ζ-ban előforduló ϕ utaśıtás végrehajtódik az (u, [u1; . . . ;ul]), kavics kon-
figuráción, amelyből eredményül keletkezett kavics konfigurációt ϕ((u, [u1; . . . ;ul]))-
lel jelöljük. Ha ϕ = down i (ϕ = up), akkor ϕ((u, [u1; . . . ;ul])) = (u′, [u1; . . . ;ul]),
amely azt jelöli, hogy a mutató elmozdult az u csúcs i-edik fiára (apjára), vagyis u ′-
re. Továbbá, ha ϕ = drop , akkor ϕ((u, [u1; . . . ;ul])) = (u, [u1; . . . ;ul;u]), amely azt
jelenti, hogy M az l + 1-ik kavicsot az u csúcsra helyezte el (feltéve ha l < n). Végül,
ha ϕ = lift , akkor ϕ((u, [u1; . . . ;ul])) = (u, [u1; . . . ;ul−1]), vagyis M az l-edik kavicsot
felszedte az ul csúcsról (feltéve ha l > 0).

2) Tetszőleges, ζ-ban előforduló ϕ utaśıtásra a ϕ((u, [u1; . . . ;ul])) kavics konfiguráció
behelyetteśıtődik a ϕ minden előfordulásának helyére. Jelöljük ζ ′-vel az ı́gy keletkezett
fát.

3) Végül ζ ′ (amelynek a levelei lehetnek y1, . . . , ym, paraméter változók) másodrendű
módon behelyetteśıtődik a ξ mondatforma 〈p, (u, [u1; . . . ;ul])〉 konfigurációval ćımkézett
v csúcsába. A helyetteśıtés eredményezi a számı́tás következő mondatformáját.

Ha a keletkezett mondatforma nem tartalmaz konfigurációt, akkor ez az M kavics
fatranszformátor s inputjának egy output fája. A tézisben τM -mel jelöljük az M által
kiszámı́tott fatranszformációt, amely az összes ily módon keletkező input-output fákból
álló párok halmaza.

Az 1) pontban ı́rtak szerint kavicsot csak arra a poźıcióra helyezhetünk, ahová a mu-
tató mutat, mı́g kavicsot felemelni tetszőleges poźıcióról lehet. Ez utóbbit erős ka-
vics kezelésnek h́ıvjuk [EH07, MSS06], szemben a gyenge kavics kezeléssel, ami azt
jelenti, hogy kavicsot csak akkor emelhetünk fel, ha annak poźıciója egyben a mutató
poźıciója is. Más szóval, csak olyan (u, [u1; . . . ;ul]) kavics konfiguráción hajthatjuk
végre a lift utaśıtást, amelyre u = ul. Az erős kavics kezelésű kavics makró fatransz-
formátorok fogalmát [FM09]-ben vezettük be, mı́g a gyenge kavics kezelésűt a [EM03]
cikkben definiálták. Mivel a disszertáióban csak erős kavics kezelésű kavics makró fa-
transzformátorokkal foglalkozunk, a továbbikaban az

”
erős kavics” jelzőt elhagyjuk és

röviden csak kavics makró fatranszformátort mondunk. Az n-kavics makró fatransz-
formátorokat az angol nyelvű n-pebble macro tree transducer elnevezés alapján n-pmtt-
vel rövid́ıtjük. Továbbá, kavics makró fatranszformátor (rövid́ıtve: pmtt) alatt egy
n-pmtt-t értünk valamely n ≥ 0-ra.

Azt mondjuk, hogy az M , n-pmtt egy
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• n-kavics fatranszformátor (angolul: n-pebble tree transducer, rövid́ıtve: n-ptt), ha
tetszőleges Q-beli állapot rangja nulla;

• stay-makró fatranszformátor (angolul: stay-macro tree transducer, rövid́ıtve:
smtt), ha n = 0 továbbá a szabályok jobb oldalaiban nem szerepelnek up
utaśıtások;

• makró fatranszformátor (angolul: macro tree transducer, rövid́ıtve: mtt) ha ez
egy smtt és a szabályok jobb oldalaiban nem szerepelnek stay utaśıtások;

• felszálló fatranszformátor (angolul: top-down tree transducer), ha ez egy 0-ptt és
egy smtt is egyben.

Továbbá kavics fatranszformátornak (rövid́ıtve: ptt-nek) mondunk tetszőleges n-ptt-t,
valamely n ≥ 0-ra.

Az n-pmtt-kkel, n-ptt-kkel, smtt-kkel, mtt-kkel és felszálló fatranszformátorokkal
kiszámı́tott fatranszformációk osztályát rendre n-PMTT , n-PTT , sMTT , MTT és T

jelöli. A fenti osztályok determinisztikus, totális, kontext lineáris részosztályait rend-
re a d, t és cl prefixek ı́rásával jelöljük. Például n-dPMTT jelenti a determinisztikus
n-pmtt-kkel kiszámolt fatranszformációk osztályát.

2. A disszertáció eredményeinek összefoglalása

2.1. Cirkularitás

Előfordulhat, hogy az M , n-pmtt-nek egy adott s input fán futó számı́tása nem ter-
minál. Ez úgy lehetséges, ha M -nek van egy olyan rész-számı́tása, amely egy ξ mon-
datforma 〈q, h〉 ∈ CM,s konfigurációjának alkalmazásával kezdődik és egy olyan ξ ′

mondatformában ér véget, amelynek valamely csúcsában ugyancsak alkalmazható a
〈q, h〉 ∈ CM,s konfiguráció. A számı́tást ezen konfiguráció újra és újra történő ak-
tivizálásával folytatva végtelen ciklusba kerülhetünk. (Ha M determinisztikus, akkor
ez mindeképpen be is következik.) Ezt a jelenséget röviden cirkularitásnak nevezzük.

Három cirkularitási fogalmat vezetünk be: a gyenge cirkularitást, a cirkularitást és az
erős cirkularitást. Mint ahogy az elnevezések is mutatják, a cirkularitási tulajdonságok
között a következő összefügések állnak fenn.

4.3. Lemma ([FM08] 14. Lemma) Tetszőleges M n-pmtt esetén:

a) Ha M erősen cirkuláris, akkor M cirkuláris.

b) Ha M cirkuláris, akkor M gyengén cirkuláris. �

A fenti három cirkularitási fogalom közül a legtermészetesebb (és a számı́tástudomány-
ban a legkézenfekvőbb) az erős cirkularitás, mivel azt ı́rja le, hogy M a kezdő kon-
figurációból kiindulva végtelen ciklusba eshet. A másik két (gyengébb) cirkularitási
fogalmat technikai okok miatt vezettük be.
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Az erősen cirkuláris, cirkuláris és gyengén cirkuláris tulajdonságok negáltjait rend-
re nem erősen cirkuláris, nemcikruláris és nem gyengén cirkuláris tulajdonságoknak
mondjuk.

2.2. Kompoźıciós, dekompoźıciós eredmények

A disszertáció általunk legjelentősebbnek ı́télt eredményei az n-kavics makró fatransz-
formációk kompoźıcióira és dekompoźıcióira vonatkoznak. Általában a fatransz-
formációk kompoźıció elméletében azt vizsgáljuk, hogy kettő (vagy több) fatransz-
formátor által kiszámı́tott fatranszformáció kompoźıcióját ki lehet-e számolni egyetlen
fatranszformátorral. A kompoźıciók közvetlenül megjelennek az informatikai alkal-
mazások számos területén: a többmenetes ford́ıtókban, a funkcionális programozási
nyelvek deforesztációinak [Küh98, Voi02] modelljeként és nem utolsó sorban az XML
adatbázisok iterált lekérdezéseinek megvalóśıtásában.

Egy adott fatranszformátor által kiszámolt fatranszformáció dekompoźıcióján azt a
vizsgálatot értjük, hogy lehet-e a fatranszformációt kettő vagy több egyszerűbb fa-
transzformátor által kiszámolt fatranszformáció kompoźıciójaként megvalóśıtani.

Megadunk egy-egy példát mind a kompoźıcióra és a dekompoźıcióra: [EV85]-ben
és [FV98]-ban megmutatták, hogy (1) a totális determinisztikus felszálló fatransz-
formációk [Eng75, Rou70] és a totális determinisztikus yield fatranszformációk kom-
poźıciói kiszámolhatók totális és determinisztikus makró fatranszformátorokkal (kom-
poźıciós eredmény), és ford́ıtva, hogy (2) tetszőleges totális determinisztikus makró
fatranszformáció egyenlő egy totális determinisztikus felszálló fatranszformáció és
egy totális determinisztikus yield fatranszformáció kompoźıciójával (dekompoźıciós
eredmény). Az (1)-(2) eredményeket összerakva kapjuk a dtMAC = dtTOP ◦dtYIELD
eredményt, ahol a jelölések egyértelműen kiderülnek a szövegkörnyezetből. Megjegyez-
zük, hogy a fenti karakterizációnak egy fontos következménye, hogy a totális determi-
nisztikus makró fatranszformációk és az attribútumos fatranszformációk kompoźıcióra
történő lezártjai megegyeznek (Lásd [FV98] 6. Fejezet).

Mivel a pmtt-ket ugyanúgy kapjuk ptt-kből, mint a makró fatranszformátorokat a
felszálló fatranszformátorokból (ti. paraméterek alkalmazásával), joggal vetődik fel a
kérdés, hogy vajon a makró fatranszformátorokra kapott

”
yield-szerű” kompoźıciós és

dekompoźıciós eredmények átültethetők-e pmtt-kre. (Az a tény, hogy makró attribútu-
mos fatranszformátorokra is léteznek ilyen

”
yield-szerű” kompoźıciós és dekompoźıciós

eredmények, lásd [KV94]-t és [FV98] 7.29 Tételét, megerőśıti bennünk a sejtést, hogy
pmtt-kre is léteznek hasonló összefüggések.)

Először bebizonýıtjuk, hogy tetszőleges M , n-ptt és yieldg, yield fatranszformáció
esetén (ahol g egy levél szimbólumokból fa halmazokba történő leképezés, amely
egyértelműen meghatározza a yield fatranszformációt) meg tudunk konstruálni egy
olyan M ′, n-pmtt-t, amelyre τM ′ = τM ◦ yieldg teljesül. Ha M és yieldg determiniszti-
kusak (totálisak), akkor ugyanúgy M ′ is determinisztikus (totális) lesz.

6.1. Lemma ([FM08] 41. Lemma) Tetszőleges n ≥ 0 esetén n-PTT ◦ Y IELD ⊆
n-PMTT . �
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A fenti lemmához tartozó konstrukció a korábban elmı́tett totális determinisztikus
felszálló fatranszformációk és totális determinisztikus yield fatranszformációk kom-
poźıciójára alkalmazott konstrukció egy általánośıtása.

Utána kavics makró fatranszformációkat dekomponálunk. Nevezetesen, tetszőleges
M , n-pmtt-hez effekt́ıven megadunk olyan M ′, n-ptt-t és egy yieldg, yield fatransz-
formációt, amelyre τM = τM ′ ◦ yieldg teljesül. Így kapjuk az alábbi eredményt.

7.9. Következmény ([FM09] 4.11. Következmény) Tetszőleges n ≥ 0-ra
n-PMTT ⊆ n-PTT ◦ YIELD . �

A fenti dekompoźıció és a a 6.1. Lemmában igazolt n-PTT ◦ YIELD ⊆ n-PMTT
kompoźıciót összekapcsolva az alábbi jellemzést kapjuk.

7.10. Tétel ([FM09] 4.12 Következmény) Tetszőleges n ≥ 0-ra n-PMTT =
n-PTT ◦ YIELD . �

A 7.9. Lemma bizonýıtásában a determinisztikus totális makró fatranszformátorokra
alkalmazott, [EV85, FV98]-ban ismertetett módszereket követjük. A konstrukciónk
tetszőleges (nemdeterminisztikus, nem totális, sőt, nemcirkuláris) pmtt-kre működik.
Gyengesége viszont, hogy a megkonstruált M ′ ptt erősen cirkuláris és nem determi-
nisztikus (még akkor is, ha a kiindulási M determinisztikus és semelyik értelemben
nem cirkuláris). Ezen problémát a disszertáció 7.3. Szekciójában részletesebben is
tárgyaljuk.

Evégett megvizsgáljuk, vajon létezik-e olyan másik, M ′-t és yieldg-t előálĺıtó (és sze-
mantikusan is helyes) dekompoźıciós konstrukció, amely megőrzi M bizonyos jó tu-
lajdonságait (pl. a determinisztikusságot és a nemcirkularitást), legalábbis a pmtt-k
valamely természetes részosztályára vonatkozóan. Kiderül, hogy találunk ilyen alter-
nat́ıv konstrukciót. Az első megszoŕıtás, amit M -re teszünk, hogy az determiniszti-
kus vagy ún. kontext-lineáris. Ezen megszoŕıtások mellett a szemantikus helyesség
biztośıtása végett még annak is teljesülnie kell, hogy M ′ nemcirkuláris. (Az alábbi
lemmákban M ′ és yieldg az alternat́ıv konstrukcióval M -ből kapott ptt-t és yield fa-
transzformációt jelentik.)

8.4. Lemma ([FM08] 30. Lemma) Ha M determinisztikus és M ′ nemcirkuláris,
akkor τM = τM ′ ◦ yieldg teljesül. �

8.6. Lemma ([FM08] 32. Lemma) Ha M kontext-lineáris és M ′ nemcirkuláris,
akkor τM = τM ′ ◦ yieldg teljesül. �

A következő, amit megvizsgálunk az, hogy M -re milyen alkalmas szintaktikus
megszoŕıtásokat kell tenni ahhoz, hogy M ′ nemcirkuláris legyen. Egy triviális
megszoŕıtás az, ha M egy makró fatranszformátor. Ebben az esetben M ′ egy felszálló
fatranszformátor (lásd [EV85]), amely nem lehet cirkuláris. Tehát a 8.4. és 8.6.
Lemmák teljesülnek M -re. Ebben az esetben az [EV85]-beli dtMTT ⊆ dtT ◦dtY IELD

dekompoźıciónak új változatait kapjuk meg, nevezetesen a dMTT ⊆ dtT ◦ dY IELD

és clMTT ⊆ tT ◦ dY IELD tartalmazásokat.

Egy másik természetes megszoŕıtás M -re nézve az lenne, hogy M nemcirkuláris. Sajnos
ez a feltétel azonban nem elégséges ahhoz, hogy M ′ nemcirkuláris legyen, amit a disszer-
tációban egy ellenpéldával is alátámasztottunk.
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Megfelelő viszont az a megszoŕıtás (ami miatt a gyengén cirkuláris fogalmat
bevezettük), hogy M nem gyengén cirkuláris. Megmutatjuk, hogy ha M nem gyengén
cirkuláris (nwc), akkor M ′ nemcirkuláris (nc). Tehát azt kapjuk, hogy tetszőleges
nem gyengén cirkuláris és determinisztikus (vagy nem gyengén cirkuláris és kontext-
lineáris) M esetén a kapott M ′ nem cirkuláris és determinisztikus (vagy nem cirkuláris
és kontext-lineáris) és a τM = τM ′ ◦ yieldg dekompoźıciós egyenlőség teljesül.

8.10. Következmény ([FM08] 37. Következmény)

n-dPMTTnwc ⊆ n-dtPTTnc ◦ dYIELD és

n-clPMTTnwc ⊆ n-tPTTnc ◦ dYIELD . �

További eredmények következnek abból, hogy tetszőleges parciális yield fatransz-
formáció kiszámı́tható egy 0-ptt-vel (ha a yield fatranszformáció determinisztikus,
akkor egy determinisztikus nemcirkuláris 0-ptt-vel). Tehát tetszőleges nem gyengén
cirkuláris és determinisztikus (kontext-lineáris) n-kavics makró fatranszformáció előáll
egy nemcirkuláris determinisztikus (kontext-lineáris) n-kavics fatranszformáció és egy
nemcirkuláris determinisztikus 0-kavics fatranszformáció kompoźıciójaként.

8.11. Tétel ([FM08] 38. Tétel)

n-dPMTTnwc ⊆ n-dtPTTnc ◦ 0-dPTTnc és

n-clPMTTnwc ⊆ n-tPTTnc ◦ 0-dPTTnc. �

2.3. n-ptt-k szimulációja (n − 1)-pmtt-kkel

A disszertáció következő témája egy, az [EM03] 8. Szekciójában felvetett nyitott kérdés
megoldása. Nevezetesen, bebizonýıtjuk, hogy ha n ≥ 1, akkor tetszőleges M , (deter-
minisztikus) n-ptt szimulálható egy M ′, (determinisztikus) (n − 1)-pmtt-vel.

9.6. Tétel ([FM09] 5.7. Tétel) Tetszőleges n ≥ 1-re, n-PTT ⊆ (n − 1)-PMTT és
n-dPTT ⊆ (n − 1)-dPMTT . �

A fenti eredmény bizonýıtásában alkalmazott konstrukció alapötlete, hogy az utolsó
kavics működését makró h́ıvásokkal tudjuk helyetteśıteni.

2.4. További eredmények

A 7.10. és 9.6. Tételeknek további következményeit az alábbi tételben foglaljuk össze.

10.3. Tétel ([FM09] 6.5. Tétel) Tetszőleges n ≥ 0 esetén

(1) n-PMTT ⊆ 0-PTT ◦ YIELDn+1,

(2) n-PMTT ⊆ 0-PTT n+2,

(3) n-PMTT ⊆ sMTT n+2.
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Továbbá, tetszőleges n ≥ 1 esetén

(4) n-PTT ⊆ 0-PTT ◦ YIELDn,

(5) n-PTT ⊆ 0-PTT n+1,

(6) n-PTT ⊆ sMTT n+1.

�

Megjegyezzük, hogy a fenti dekompoźıciós eredmények gyenge kavics használat mel-
lett már igazolás nyertek az [EM03] 10. és 35. Tételeiben és a 8. Szekciójában.
Ugyanakkor úgy tűnik, hogy az [EM03] dekompoźıciós eredményeinek bizonýıtásához
seǵıtségül használt EncPeb fatranszformáció erősen kihasználja a gyenge kavics kezelést
és nem használható a diszertációban vizsgált erős kavics kezelésű modelljeinkhez.

A fenti dekompoźıciós eredményeinknek a további alkalmazásait nyertük.

[EM03] 27. Lemmájában bebizonýıtották, hogy sMTT ⊆ MON ◦ MTT , ahol MON
az ú.n. monadikus beszúrásoknak az osztálya. Továbbá, az is közismert, hogy mind
a monadikus beszúrások, mind a makró fatranszformációk inverzei megőrzik a re-
gularitást. Ebből egyenesen következik, hogy a stay-makró fatranszformációk (kom-
poźıcióinak) inverzei is megőrzik a fanyelvek regularitását. Tehát, a 10.3. Tétel
n-PMTT ⊆ sMTT n+2 dekompoźıciós eredményéből következnek az alábbi eredmények.

10.4. Tétel ([FM09] 6.7. Tétel) A kavics makró fatranszformációk (kom-
poźıcióinak) inverzei effekt́ıven megőrzik a regularitást. �

10.5. Következmény ([FM09] 6.8. Következmény) A kavics makró fatransz-
formációk (kompoźıcióinak az) értelmezési tartománya effekt́ıven reguláris. �

A fenti eredményt jól alkalmazhatjuk a kavics makró fatranszformációkra vonatkozó
t́ıpus ellenőrzési probléma eldöntésére. Röviden összefoglalva, az XML transzformációk
t́ıpus ellenőrzési problémáján azt a kérdést értjük, hogy egy adott XML transzformáció
input DTD-je kieléǵıti-e az output DTD-t.

Formálisan, a pmtt-kre vonatkozó t́ıpus ellenőrzési probléma [EM03, MBPS05] a
következő eldönthetőségi kérdést jelenti. Adottak az Lin és Lout reguláris fanyelvek,
valamint egy τ kavics makró fatranszformáció. Igaz-e, hogy tetszőleges s ∈ Lin input
fa esetén s-nek a τ melletti összes képe Lout-ban van, vagyis igaz-e τ(s) ⊆ Lout?

Felhasználva a 10.3. Tételben kapott n-PMTT ⊆ sMTT n+2 dekompoźıciót és [EM03]
44. Következményét, amely kimondja, hogy a stay-makró fatranszformációk kom-
poźıcióinak a t́ıpus ellenőrzési problémája eldönthető, az alábbi eredményeket kapjuk.

10.6. Tétel ([FM09] 6.9. Tétel) A kavics makró fatranszformációkra vonatkozó
t́ıpus ellenőrzési probléma eldönthető. �

További eldönthetőségi eredményeink a pmtt-k cirkularitásával kapcsolatosak. Ki-
használtuk a 10.5. Következményt, amely kimondja, hogy a kavics makró fatransz-
formációk értelmezési tartományai effekt́ıven regulárisak. Ebből (különböző algoritmu-
sok megkonstruálásával) következnek az alábbi pozit́ıv eldönthetőségi eredmények.

10.8. Tétel ([FM08] 20. Tétel) A pmtt-k erősen cirkularitási problémája
eldönthető. �
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10.9. Tétel ([FM08] 21. Tétel) A pmtt-k cirkularitási problémája eldönthető. �

10.11. Következmény ([FM08] 36. Következmény) A pmtt-k gyengén cirku-
laritási problémája eldönthető �

Végezetül megvizsgáljuk a kavics fatranszformációk értelmezési tartományait.
Bevezetjük az n-kavics alternáló fabejáró automata (angolul: n-pebble alternating tree-
walking automaton, rövid́ıtve: n-patwa) fogalmát, amely az n-ptt-k működését mo-
dellezi az input fán. Leginkább az n-patwa-k determinisztikus és termináló speciális
eseteit vizsgáljuk, amelyek által felismert fanyelvek osztályát n-dPATWAnl-lel jelöljük.
Megjegyezzük, hogy az nl alsóindex az angol

”
non-looping” kifejezés alapján a mindig

termináló automaták által meghatározott részosztályt jelenti.

Nyilvánvaló, hogy a determinisztikus és termináló n-patwa-k által felismert
fanyelvek osztálya megegyezik a determinisztikus és nem erősen cirkuláris n-kavics
fatranszformációk értelmezési tartományainak az osztályával: n-dPATWAnl =
dom(n-dPTT nsc).

A fő eredményünk az, hogy a determinisztikus és nem erősen cirkuláris n-kavics fa-
transzformációk értelmezési tartományai valódi tartalmazási hierarchiát képeznek n-
re vonatkozóan. Ez egyenesen következik az alábbi tételből és az n-dPATWAnl =
dom(n-dPTT nsc) összefüggésből.

10.25. Tétel ([Muz08] 5.7. Tétel) Tetszőleges n ≥ 0 esetén, n-dPATWAnl ⊂
(n + 1)-dPATWAnl. �

Tehát a hierarchia tételünk a következő.

10.26. Tétel

(1) dTWA ⊂ dom(0-dPTT nsc).

(2) Tetszőleges n ≥ 0 esetén dom(n-dPTT nsc) ⊂ dom((n + 1)-dPTT nsc).

(3) dom(dPTT nsc) ⊂ REG. �

A fenti tételben dTWA jelenti a determinisztikus fabejáró automatákkal felismert
nyelvek osztályát, REG pedig a reguláris fanyelvek osztályát. Megjegyezzük, hogy
a 10.26. Tétel [Muz08]-ban nem ebben a formában került publikálásra, mivel ott nem
ptt-ket, hanem patwa-kat vizsgáltunk. Tehát az eredmény ebben a formában a disszer-
tációban jelenik meg el̋ször.

Az 1. ábrán szemléltetjük a (dom(n-dPTT nsc) | n ≥ 0) valódi hierarchiát és annak
kapcsolatát REG-gel és dTWA-val.
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REG = dom(PTT )

dom(dPTT nsc)

...

dom(1-dPTT nsc)

dom(0-dPTT nsc)

10.26.(3) Tétel






































10.26.(2) Tétel

dTWA

10.26.(1) Tétel

1. ábra. dom(PTT ) bizonyos részosztályainak a tartalmazási diagrammja.

3. A disszertációban alkalmazott bizonýıtási módszerek

Tételeink bizonýıtására a fatranszformációk elméletében használatos standard
eszközöket használjuk. Egyik ilyen a kompoźıciós technika, amely azt jelenti, hogy
találunk egy olyan gépet (fatranszformátort), amely más gépek által kiszámolt fatransz-
formációk kompoźıcióját számı́tja ki. Ezzel a módszerrel be tudjuk látni fatranszformá-
ciók kompoźıcióra való zártságát. Másik módszerünk a dekompoźıció, amely esetében
azt vizsgáljuk, hogy egy adott fatranszformátor által kiszámı́tott fatranszformációt meg
lehet-e valóśıtani kettő (vagy több) egyszerűbb gép által kiszámı́tott fatranszformáció
kompoźıciójaként. Mindkét módszer alapvető információt nyújthat a vizsgálandó fa-
transzformátorok működésével, tulajdonságaival kapcsolatban.

A cirkularitásra vonatkozó eldöntési problémáinkat a visszavezetés módszerével
oldottuk meg: visszavezettük őket a reguláris fanyelvekkel kapcsolatos eldönthető
problémákra. A disszertáció végén Hasse-diagram megadásával igazoltuk az adott ka-
vics fatranszformációk értelmezési tartományainak a tartalmazási hierarchiáját.

A disszertáció fő eredményeit a makró fatranszformátorokra vonatkozó szimultán in-
dukciónak (lásd [Eng75, FV98]) egy, az alábbi módon kiterjesztett változatával bi-
zonýıtottuk be:

Legyenek K : (N − {0}) → {true , false} és L : N → {true, false} predikátumok.
Tetszőleges l ≥ 1-re azt mondjuk, hogy K[l] teljesül, ha K(1) = true, . . . ,K(l) = true
és azt mondjuk, hogy K teljesül, ha minden l ≥ 1-re, K[l] teljesül. Ugyanazt a termi-
nológiát használjuk minden l ≥ 0 esetén, L[l]-re, valamint L-re.

A szimultán indukció egy olyan bizonýıtási módszer, amellyel bizonyos konkrét K és L
esetén be tudjuk látni, hogy K és L teljesül.

Tekintsük ugyanis az alábbi három álĺıtást:
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IB: L(0) teljesül.

IS1: Tetszőleges l ≥ 0-ra, ha L[l] teljesül, akkor K(l + 1) is teljesül.

IS2: Tetszőleges l ≥ 1-re, ha K[l] teljesül, akkor L(l) is teljesül.

A szimultán indukció elve azt mondja ki, hogy ha az IB, IS1 és IS2 álĺıtások teljesülnek,
akkor K és L is teljesül. A szimultán indukciónak ezen verziója alkalmasnak bizonyult
a kavics makró fatranszformátorokkal kapcsolatos kompoźıciós és dekompoźıciós konst-
rukciók helyességének az igazolását, mivel K és L predikátumok előfordulásaiként meg
tudtunk fogalmazni a helyesség igazolásához szükséges álĺıtásokat.

Gyakran alkalmaztuk még bizonýıtási módszerként a fák struktúrájára vonatkozó in-
dukciót.
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