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Bevezeto

A kombinatorikus geometridban egyik alapprobléma annak meghatarozasa,
hogy egy gréf lerajzolhaté-e adott sikbeli ponthalmazra metszésmentesen,
egyenes élekkel. A probléma erdsebb valtozata, amikor a graf és a ponthalmaz
pontjai egyarant szinezettek, és minden pontot azonos sziniihoz kell rendelni
(a [8] cikk feldolgozza ezt a témat). Erdekes, nem trivialis kérdések vetédnek
fel mar akkor is, ha egy két szinnel szinezett utat szeretnénk bedgyazni egy
két szinnel szinezett ponthalmazba. Tobben foglalkoztak az alternald, vagyis
a monokromatikus él nélkiili, utak kérdésével.

Vegyiink egy tetszbleges 2n elemil, kiegyensilyozott szinezésii (n pont
piros és n pont kék) halmazt a sikon. A cél meghatdrozni vagy megbecsiilni
a leghosszabb metszésmentes, alternald titon 1évé pontok szamat, ha az élek
egyenes szakaszok.

Altalanos helyzetben fekvd ponthalmazon sok a nyitott kérdés. Ha a
szinosztalyokat elvalasztja egy egyenes, akkor létezik metszésmentes, alterndléd
Hamilton 1t a ponthalmazon [I]. Ez hasonléan teljesiil, ha az egyik szinosztély
megegyezik a konvex burkon 1évé pontok halmazéval [1]. Viszont, ha a
szinosztalyok nincsenek elvalasztva egy egyenessel, akkor n > 8-ra talalhato
olyan ponthalmaz (még konvex helyzetii is), amelyben nincs metszésmentes,
alterndl6 Hamilton ut. A felezd egyenesek léte garantdlja az [I] eredmény
altal, hogy legaldbb n pont van a leghosszabb metszésmentes, alternalé tton
minden 2n elemi, kiegyensilyozott szinezésli ponthalmaz esetén.

Erdés [6] a fenti kérdést konvex helyzetre fogalmazta meg.

U(P) = max (),

U metszésmentes, alternalé ut

ahol ¢(U) az U-ban 1év6 pontok szama.

tn) = P kiegyensa%lc}gtt szinezésii {P),

ahol P tetszoleges sikbeli, szinezett, 2n elemi, konvex helyzeti ponthalmaz.

Az altaldnossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy pontjaink egy koron
helyezkednek el. Erdds azt sejtette, hogy a koévetkezo konfiguracié aszimp-
totikusan extremalis. Legyen n oszthato néggyel! Osszuk fel a kort négy
intervallumra, amelyeken sorban % piros, T kék, 7 piros és 37" kék pont van.
Ebben a konfiguraciéban pontosan 37" + 2 pontot tartalmaz a leghosszabb
metszésmentes, alternald ut.

Kynel, Pach és T6th [10] megcéfolték a fenti sejést egy egyediilallé kon-
strukci6val 2008.-ban, és beléttdk a sn+0(y/n) felsd és az n+ <\ /n/log n)

alsé korlatot. A felsd korlat a sejtésiik szerint aszimptotikusan éles.



Figure 1: A P, szinezés, ahol ¢ jeloli a rovid monokromatikus ivek kozos
hosszét a két kézépso iven (itt £ = 2)

Eredmények

A doktori értekezésemben bemutatok egy konfiguracié osztalyt, amely szintén
bizonyitja a 3n + O(y/n) felsd korldtot [7] konvex helyzetti ponthalmazon a
metszésmentes, alternalo utak hosszara. Ez az eredmény kozos témavezetom-
mel, Hajnal Péterrel.

A fenn emlitett konfiguracié osztaly a kovetkezOképpen irhaté le. Legyen
Poy egy szinezése a 2n = 12L kiegyensilyozott szinezésli ponthalmaznak,
ahol a € [—1,1] és ¢ bizonyos szomszédos, monokromatikus ivek hosszat
jeloli, lasd a Figure [[l képen. Feltessziik, hogy oL egész. A monokromatikus
illetve a vegyes szinezésti iveken 1év6 pontok szama a képen a belsé szogekben
van feltlintetve.

Bebizonyitottuk a kovetkezd tételt:

Tétel 1. [7] Ha { = ©(\/n), akkor {(Pa,) = 4% + O(y/n).

Ezt az osztalyt fliggetleniil Jan Kynél [9] is megtaldlta szdmitégépes
kereséssel.

Az alsé korlét bizonyitasanak lényege a [10] cikkben a nem kiegyenstilyozott
ivek (lényegesen tobb pontot tartalmaz az egyik szinosztélybdl) egy okos
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Figure 2: Hogyan kédoljunk egy szinezett ponthalmazt Dyck-utként

definidlasa, mig a szinek kozti valtakozas nem gyakori a kor mentén. Mi
ugyanezt tettiik egy mas otletet alkalmazva, és jobb eredményt kaptunk [7].

Az alapotlete a javitdasunknak a szinezett ponthalmaz egy egyszerti kédola-
sa. Dyck-ut segitségével kddoljuk a ponthalmazunkat. Minden piros pontra
bevezetiink egy ,.fel” egység szakaszt, és minden kék pontra bevezetiink egy
,,le” egység szakaszt, példa a szinezésre és a kdédolara a Figure Pl képen. A
séta magassaga tiikrozi, hogyan véaltakoznak a szinek. Mivel kiegyensilyozott
szinezésti ponthalmazt kédolunk, a séta ugyanazon a szinten fejezddik be,
ahol elkezdodott. A legalso szinten a sétat elvagjuk egy tetszdleges ponton.
fgy egy Dyck-utat nyeriink, amely kédolja a szinezett ponthalmazunkat.

Valgjaban, a kédunk tartalmaz minden kombinatorikus informaéaciot a
problémara vonatkozéan. A Dyck-ut 2n 1épésbol all. Minden 1épés egy szint-
rol indul, és a szomszédoson fejezddik be.

Elemi kombinatorikus, de otletes indoklassal egy kiegyensulyozatlan ivet
lokalizalunk, amely elvezet az alabbi tételhez:

Tétel 2. [7] L(n) > n+ Q(/n).

A megoldé technikak bevezették a szepardlt pdrositds fogalmat, vagyis az
olyan parositasét, amelynek élei nem metszik egymést geometrikusan, és az
élek halmaza elmetszheté egy egyenessel.

Az irodalomban vizsgalt esetekben a leghosszabb metszésmentes, alterndld
uton 1évo pontok szama n és 2n kozé esik, amig a szinosztdlyok kozotti al-
terndldsok szdma o(n). Ha a szinosztélyok kozotti alternalasok szama linedris
volna, akkor a leghosszabb metszésmentes, alterndlé Ut ”tdl” hosszi lenne.
Ha ez a szam o(n), akkor a hosszi metszésmentes, alternalé 1t léte garantal
egy nagy szeparalt parositast is. Vegyiik észre, hogy ez forditva mindig igaz,



vagyis ha van nagy szeparalt parositas, akkor van hosszii metszésmentes, al-
ternalé ut is. Ezért érdemes a szeparalt parositasokra koncentralni.

Tobb 1j konstrukeiét szerkesztettem, amelyben legfeljebb 3n 4+ O(y/n)
pont van tetszéleges szeparalt parositasban [12]. Koztiik az egyik konstrukeid
nagyban kiilonbozik minden korabbi konstrukciotol. Egy szinezési mintat is
megadtam gy, hogy az optimalis szinezésben minden szepardalt parositas
legfeljebb 3n + O(y/n) pontot tartalmaz.

Leirom a két f6 konstrukciét, és megadok egy harmadikat az egyikiik
altaldnositasaval.

A szeparalt parositas mérete az altala lefedett pontok szama. Egy (as, bs)
blokk egy as pontot tartalmazé piros ivbol és egy bs pontot tartalmazd kék
ivbél tevédik Ossze. Egy s(b,a) blokk egy b pontot tartalmazoé piros {vbol
és egy a pontot tartalmazé kék ivbol tevodik ossze, ahol ez az a + b darab
szinezett pont s-szer ismétlodik.

Az elsé konstrukcié Cy(s,t): Vegylink ¢ darab (s,2s) blokkot egymaés
mellett a koron, melyeket ¢ darab s(2, 1) blokk kovet.

A maésodik konstrukcié C)"(a,b,s,t): Vegyiink ¢ darab (as,bs) blokkot
egymas mellett a koron, melyeket ¢ darab s(b, a) blokk kévet. Megjegyezziik,
hogy C17(1,2,s,t) = Cy(s,1).

A harmadik konstrukcié egy szinezési osztaly Co(s,t): Vegyiink ¢ darab
(s,2s) blokkot és t darab (s, s(1,1)) blokkot a koron tetszéleges sorrendben.

A kovetkezdket bizonyitottam be:

Tétel 3. [12] Ci(s,t)-ben minden szepardlt pdrositis mérete legfeljebb %n +
O(s+1).

Tétel 4. [12] C, " (a, b, s,t)-ben a mazimdlis szepardlt pdrositdas méretének az
egész ponthalmazzal vett aranya:

max{2min{a, b} max{a, b}} Lo ((a +0b)(s + t)) .

a+b ' a+b n

Ebbdl kovetkezik, hogy a legnagyobb szeparalt parositas méretének nagy-
sagrendje legalabb 4n. Egyenlség &ll fenn, ha max{a,b} = 2min{a,b}.
Vagyis C(s,t) optimélis C; " (a, b, s, t)-ben.

Tétel 5. [12] Legyen Cy tetszdleges szinezés Co(s,t)-bol. Ekkor minden Cs-
beli szepardlt parositis mérete legfeljebb %n + O(s+t).

Tétel 6. [12] Legyen Cs az a szinezés Co(1000,t)-bdl, ahol a piros tébbségi és
kék tobbségi blokkok vdltakozva kovetik eqymdst a koron. Ekkor a legnagyobb
szepardlt pdrositas mérete Cs3-ban legaldbb 1.34n.
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Ha a és b konstansok C(a, b, s,t)-ben, akkor a kovetkez&képpen gondol-
hatunk a fenti tételekre. Mivel s -t = O(n), megvélaszthatjuk s-t és t-t tgy,
hogy s,t = O(y/n), és igy O(s + t) nagysdgrendje elhanyagolhat6 lesz. Ha a
és b nem konstansok, akkor megvalaszthatjuk 6ket ugy, hogy a szinosztalyok
kozotti alterndldsok széma és a maradéktag is o(n) legyen, amely 14j révid
metszésmentes, alternalé utakat tartalmazé konstrukciokhoz vezet.

A hatodik tétel kivételt képez. Ott s-t nagy konstansnak vélasztjuk, mig
t €-n lesz. Tehat, O(s+t) nagyon kicsi, de nem elhanyagolhaté. Az oka en-
nek a rogzitésnek az, hogy Cs-ban a szinezés diszkrepancidja konstans (2000).
Egyidejtileg az optimalis szeparalt parositas mérete nagyon kozel van a sej-
tett értékhez.

Szeparalt parositasokra megfogalmazodott az aldbbi sejtés.

Sejtés. [7] Minden kiegyensulyozott szinezésii, 2n elemii konvex pont-
halmazon létezik 3n + O(y/n) méretil szepardlt parositds.

Kis diszkrepancidju szinezéseket is vizsgaltam, vagyis olyan ponthalma-
zokat, amelyekben a szinosztalyok szamossaganak kiilonbsége feliirol korlatoz-
va van tetszoleges intervallumon. A szeparalt parositasok egyszeriibbek az al-
ternalo utakndal. Minden alternal6é ut megkaphaté egy szepardlt parositasbol
és esetleges oldalélekbdl. A kis diszkrepancia sok alternalast jelent a szinoszta-
lyok kozott, és ez magaban véve hosszii metszésmentes, alternalo utat garantal.
A szeparalt parositasok tovabbi elonye az alternalé utakhoz képest, hogy
vizsgalhatunk kis diszkrepancidju szinezéseket. Mindez a probléma mélyebb
megértéséhez vezethet, és segitséget nyujthat az alsé korlat javitasanal.

Tétel 7. [129] Minden d < 3 diszkrepancidjic szinezésre létezik 3+ méreti
szepardlt pdrositds.

Sajnalatos médon mar a harom diszkrepancia esetének belatasa is megle-
hetésen technikai. A bizonyitds kiillonb6zo szinti ivek parbaallitdsan alapszik.
Az eredmény javithato lenne egy jobb parositasi algoritmussal.

Témavezetom, Pavel Valtr, kutatocsoportjaval pontok egy specidlis helyze-
tét tekintettiitk. Ponthalmazunkat egy kettos ivre helyeztiik, amelyet a kovet-
kezOképpen definidltunk.

Egy konvez illetve egy konkdv iv véges ponthalmazok a sikon, amelyek
egy szigoruan konvex illetve egy szigorian konkav fiiggvény grafikonjan fek-
szeknek. A kettds iv egy konvex és egy konkav ivbol tevédik Ossze gy, hogy
az ivek altal meghatarozott tetszoleges egyenes nem metszi a mésik ivet, lasd
a Figure [3] képet.
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Figure 3: Kiegyensulyozott szinezésii kettés iv (Cy, Cy)

A fenti megszoritdsok mellett 2008.-ban bebizonyitottuk az alabbi tételt
(Cibulka, Kynél, Mészéaros, Stolaf, Valtr) :

Tétel 8. [/ Ha a kettds tv mindkét tve tartalmazza legaldbb a pontok egyitddét,
akkor létezik metszésmentes, alternalé Hamailton ut a ponthalmazon. Ha vi-

szont az egyik 1 a pontok legfeljebb =~ 1/29-ét foglalja magdba, akkor nem

létezik ilyen it.

A hosszi metszésmentes, alternald, két szinnel szinezett utak témakorében
tobb nyitott kérdés marad. Az legjobb alsé és felsé becslés kozti hézag kon-
vex helyzetben figyelemre mélto. Az altalanos helyzet kivizsgdlasa is egy
érdekes kutatdsi irany.

Végil elértiink a tézis utolso részét képezd eredményekhez. Pavel Valtr
kutatécsoportjaval megoldottuk Peter Winkler [5] egy sejtését. A probléma
a kovetkez6. Bob felszeleteli a pizzat nem sziikségszertien egyenld, korcikk
alaku szeletekre, majd elosztja Alice-szel. Az osztas egy-egy szelet elvételet
jelenti a soron 1éve6 jatékos altal. Az els6 1épés Alice-szé. ) ekkor barmelyik
szeletet elveheti. Minden mas 1épésben csak egy olyan szelet veheto el, amely
mell6l mar hidnyzik szelet. Mekkora részt nyer el Alice a pizzdabdl? Peter
Winkler azt sejtette, hogy Alice mindig meg tudja szerezni a pizza 4/9-ét.

Miutan Bob felszeletelte, a pizza dbrazolhato egy P = pop; - . . pn_1 kOrsze-
riien rendezett szdmsorozattal és a szeletek sulyaival |p;| > 0 (i =0,1,...,n—
1). Ha 1l < j < n és az egyik jarékos a p; szeletet valasztja a (j — 1)-dik
lépésben, valamint a masik jatékos p;_1-t vagy p;1-t a j-dik lépésben, akkor
a j-dik 1épés csiszas, kiilonben ugras.

Ha a szeletek szama paros volt, akkor konnyen belathato, hogy Alice-nek
van stratégidja, hogy elnyerje a pizza felét. Ha a szeletek szama pératlan,
akkor P = pop1 . ..pn_1 helyett egy kapcsolodd korszertien rendezett sorozat-
ra, a V = vgvy...Up_1 = PoP2-..Pn_1P1D3 - - - Pn_o-Te tériink &t, amelyet
karakterisztikus kornek neveziink (abrazolva a Figure @ képen).

A 6 eredményiink:
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Figure 4: A pizza egy felszeletelése és a hozza tartozé karakterisztikus kor.

Tétel 9. [5] Tetszbleges P-re, Alice-nek van két ugrdst tartalmazo stratégidja
elnyerni 4|P|/9-et.

Meghataroztuk Alice garantalt nyereségét tetszoleges szamu szelet esetén.

Tétel 10. [J] Az n > 1-re legyen g(n) a maximdlis g € [0,1] gy, hogy a
pizza n szeletre vdgdsakor Alice-nek van stratégidja g|P|-t elnyerni. Ekkor

1 ifn=1,
gn) =< 4/9 if n € {15,17,19,...},
1/2  kilonben

Sét, Alice-nek nulla ugrdst tartalmazdo stratégidaja van g(n)|P| elnyerésére,
ha n pdros vagy n < 7; egy ugrdst tartalmazd stratégidaja van g(n)|P| el-
nyerésére, han € {9,11,13}; és két ugrdst tartalmazo stratégidja van g(n)|P|
elnyerésére, han € {15,17,19,...}.

Ha korlatozzuk Alice ugrasai szamat, a kovetkez6 eredményekhez jutunk.

Tétel 11. [J] (a) Alice-nek van nulla ugrdst tartalmazd stratégidja elnyerni
|P|/3-0t, és az 1/3 konstans éles.

(b) Alice-nek van egy ugrdst tartalmazd stratégidja elnyerni 7|P|/16-o0t, és a
7/16 konstans éles.

A MO Tételbdl adéddan, az alabbi tétel leirja a pizza Osszes minimalis
szamu szeletre valé felszeletelését, ahol Bob elnyerhet 5|P|/9-et.

Tétel 12. [5] Tetszéleges w € [0, 1] etetén Bobnak van egy ugrdst tartalmazo
stratégidja 5| P|/9-et nyerni, ha a pizzdt 15 szeletre vdgja a kovetkezd modon:

P, = 0010100(1 + w)0(2 — w)00202.



Ezek a felszeletelések forgatdastol, tikrozéstol és a szeletek sulydnak tetszoleges
¢ > 0 konstanssal valo szorzasatol eltekintve, leirjak a pizza osszes 15 szeletre
vald felszeletelését, ahol Bobnak van stratégidja 5| P|/9-et elnyerni.

Az w = 0 és w = 1 értékekre a [[2Tételbeli felszeletelésben harom
kiilonbozo sulyu szelet fordul el 0,1,2. Ha minden szeletnek ugyanaz a
silya, akkor Alice megszerzi a pizza legalaldbb felét. De kétféle stlyu szelet
maér elegend6 ahhoz, hogy fel lehessen szeletelni a pizzat gy, hogy Bob 5/9-ét
elnyerje.

Tétel 13. [J] Forgatdstol, tikrozéstdl és a szeletek silydanak egy tetszdleges
¢ > 0 konstanssal valo szorzasdtol eltekintve, egyetlen felszeletelése van a
pizzanak 21 szeletre legfeljebb kétféle sulyi szelettel, ahol Bobnak van stratégidja
5|P|/9-et nyerni. Ez a felszeletelés: 001010010101001010101.

Leirtunk egy linedris algoritmust Alice két ugrast tartalmazo stratégidjanak
megtaldldsara, amellyel g(n)|P|-t nyer el a [0l Tétel alapjan.

Tétel 14. [5] Létezik egy algoritmus, amely a pizza n szeletre vald adott fel-
szeletelésére, elvégez egy elészamitdast O(n) idében, a jdték alatt pedig eldonti
Alice minden lépését O(1) idd alatt 1igy, hogy Alice legfeljebb kétszer ugrik és
legaldbb g(n)|P|-t nyer.

A kordbbi Otletek segitségével megadtunk egy hatékony algoritmust tetszéleges
jatékos optimalis stratégiajanak meghatarozasara. Az algoritmus dinamikus
programozast alkalmaz, idéigénye kvadratikus.

Claim 15. [J] Létezik eqy algoritmus, amely a pizza n szeletre vald adott fel-
szeletelésére, megad egy optimdlis stratégidt mindkét jatékosnak O(n?) idbben.
Az algoritmus tdrol egy optimdalis lépést a soron lévd jatékosra a jdaték minden
lehetséges n* — n + 2 pozicidjdra.
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