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Kovács Kornél
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Bevezetés

A modellalkotás a tudomány talán legfontosabb komponense, amely absztrakt módon minden tu-

dományágban azonos. Modelleket alkotunk és megvizsgáljuk azok működését, módośıtásokat végzünk

rajta mindaddig, aḿıg el nem érjük kitűzött célunkat. A mesterséges intelligencia egy különös tu-

dományág, amely rendḱıvül jó táptalajt ad a száḿıtógépes modellalkotás szerelmeseinek.

A gépi tanulás a mesterséges intelligencia tudományterület részét képezi [25]. Olyan algoritmusok

konstrukcióját foglalja magában, amelyek a szaḿıtógépet ”tanulási” képességekkel ruházzák fel. A

tanulásnak rendszerint két különböző megközeĺıtése van: indukt́ıv és dedukt́ıv. A tézis az indukt́ıv

irányzatot követi, amely rendszerint szabályokat vagy deszkript́ıv mintákat nyer ki massźıv adathal-

mazokból (a tézisben az általánośıtást a statisztikai megközeĺıtés módszertanával végezzük). A gépi

tanulás fókuszában jelen pillanatban leginkább az automatikus információ kinyerés összetett feladata

áll. Ezen ḱıvül fontos alkalmazásokat jelent - a teljesség igénye nélkül - a természetes nyelvfeldol-

gozás, a szintaktikus mintafelismerés, kereső motorok jav́ıtása, orvosi diagnosztika, bioinformatika,

beszédfelismerés, tárgyak azonośıtása és például száḿıtógépes játékok intelligenciával történő fel-

ruházása. Bizonyos gépi tanulási módszerek az embert próbálják kiiktatni az adatanaĺızis folyamatából,

ḿıg más eljárások éppen az ember gép interakciót próbálják emberibbé tenni.

A gépi tanulás, a jelen kor technológiai szintje mellett a mesterséges intelligencia leginkább kutatott

és legrelevánsabban fejlődő területévé vált. A dolgozat a gápi tanulás legújszerűbb módszertanához a

kernel módszerek világához kapcsolódó eljárások konstrukciójával és vizsgálatával foglalkozik.

A kernel módszerek (KM) a mintafelismerés algoritmusainak egy olyan családja [26], amelynek

legjelentősebb tagja a Support Vector Machine (SVM) [31]. A mintafelismerés általános feladata nem

más, mint reprezentat́ıv összefüggések keresése és tanulmányozása (például klaszterek, korrelációs

összefüggések, klasszifikációs döntések vizsgálata) általános adatokon (vektorok, dokumentumok,

szekvenciák, képek, stb.)

A KM megközeĺıtés a nevét a kernel függvényekről kapta, amelyek egy olyan származtatott tulaj-

donság térben dolgoznak, ahol a minták tényleges koordinátáit soha nem kell kiszámolni. A módszerek

csak a mintapontok páronként vett skalárszorzatára támaszkodnak, amelyeket implicit módon a kernel

függvények alkalmazásával száḿıtanak ki.

A kernel modszerek csaladjába beletartozik az SVM-en ḱıvül számos más algoritmus: különböző

regressziós eljárások, a Fisher-féle lineáris diszkrimináns anaĺızis (LDA) [9], a főkomponens anaĺızis

(PCA) [10], a kanonikus korreláció anaĺızis (CCA) [2], a ’ridge’ regresszió [22], a spektrális klaszterezés

[21], és még sok más eljárás. Általánosságban elmondható, hogy a kernel módszerek többsége hatéko-

nyan megoldható feladatokra, konvex optimalizációra vagy sajátérték-sajátvektor problémára vezetnek.

A ’kernel’ ötlet

Legyen adott az (X, y) objektumkettes, mint tanuló adathalmaz. Jelölje az input mintákat az X =

(x1, . . . , xn) (xj ∈ Rd), a megfelelő osztályćımkéket pedig y. Klasszifikáció esetén y ∈ {−1, +1}n,

regressziós problémáknál pedig y ∈ R. Tegyük fel továbbá, hogy az (xi, yi) minta-osztály párok

(i = 1, . . . , n) független azonos eloszlású véletlen változók.



A hatékony klasszifikáció és regresszió fontos előkésźıtő lépése az adathalmaz releváns jellemzőinek

megtalálása. Ez sok esetben könnyebben elvégezhető, ha az adatokat leképezzük egy megfelelően nagy

dimenziós térbe egy alkalmas φ nemlineáris leképezés seǵıtségével, majd a transzformált adatokon

lineáris algoritmusokat alkalmazunk. Ha valamely algoritmus feléṕıthető elemi skalárszorzat műveletek

alkalmazásával és ha a

φ : Rd → H (1)

nemlineáris leképezés olyan, hogy az x1 és x2 pontpárok skalárszorzata a φ leképezés mellett kiszáḿıt-

ható x1 és x2 függvényeként poly(d) időkomplexitás mellett anélkül, hogy φ(x1)-et és φ(x2)-t explicit

meghatároznánk, akkor az algoritmus hatékonyan kivitelezhető marad függetlenül H dimenziójától.

Voltaképpen ez a gondolatmenet teszi lehetővé, hogy nagyon magas vagy akár végtelen di-

menziójú képtereket használjunk a klasszifikációs, illetve regresziós problémák megoldásakor. Először

választanunk kell egy alkalmas pozit́ıv definit, szimmetrikus függvényt

k : Rd × Rd → R. (2)

Ezeket a függvényeket – amelyek tulajdonképpen a skalárszorzat művelet implicit elvégzésére alkal-

masak a képtérben – kernel függvényeknek nevezzük [4]. Ekkor a

{ k(x, ·) |x ∈ Rd } (3)

függvényhalmaz által kifesźıtett lineáris altér lezártja Hilbert teret alkot a következő belső szorzat

defińıcióval [20]:

〈k(x1, ·), k(x2, ·)〉 = k(x1, x2), x1, x2 ∈ Rd. (4)

Azaz a k kernel függvény megválasztása automatikusan generálja a φ : Rd → H leképezést a φ(x) =

k(x, ·) defińıcióval.

Ezt a sémát kernel ötletnek szokás nevezni a gépi tanulásban [1; 23; 30] és ez az a módszertan,

amely köré a tézisben vázolt újszerű eljárások kötődnek.

Eredmények

A disszertáció tézisei lényegében két különböző módon két-két csoportra oszthatók. Az egyik osztályo-

zás szerint a szerző eredményei a gépi tanulás témakörének kernel-alapú tulajdonságkinyerő és klasz-

szifikációs módszereinek tárgykörébe esik. A másik felosztás szerint pedig algoritmikus konstrukciókról

és gyakorlati alkalmazásokról beszélhetünk. A következőkben követve a disszertáció feléṕıtését az

első felosztás szerint vesszük számba az elért eredményeket. Fontosnak tartjuk megjegyezni, hogy az

alább részletezett eredménylista a kapcsolódó cikkek nóvumainak csak azon részét katalogizálja, ahol

a disszertáció szerzőjének hozzajárulása volt domináns.

Az eredmények első csoportját a szerző Kernel alapú tulajdonságkinyerő módszerei képezik. Ezen

eredményeket a 2-es és 3-as fejezetek ı́rják le a tézisben.
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I/1. A szerző kidolgozta az MMDA algoritmus direkt változatát [11; 16]. A módszer egy olyan tula-

jdonságkinyerő eljárás, amely megnövelheti a klasszifikációs módszerek hatékonyságát. Az UCI

gépi tanulási adatbázis számos példáján sikerült bizonýıtani az eljárás használatának létjogosult-

ságát [3].

I/2. Az MMDA algoritmus a motivációjából következően alkalmas nagydimenziós tulajdonságterek

redukálására a nagyobb klasszifikációs hatékonyság növelése érdekében. A szerző megkonstruálta

a módszer arcfelismerésre kidolgozott módośıtott változatát. A FERET ’gold standardot’ képező

arcfelismerési adatbázis [6] seǵıtségével bizonýıtotta a bevezetett eljárás eredményességét. Az

irodalomban fellelhető eredményeket sikerült több ponton jelentősen meghaladni [16].

I/3. A tulajdonságkinyerés fókuszában a klasszifikáción túl a regresszió is állhat. A szerző kidolgozta

az MMDA algoritmus regressziós problémák megoldására adaptált változatát, korrelációmentes

tulajdonságok kinyerésére. A módszer neve Kernel Decorrelated Learning Regression (KDLR) [28].

Standard regressziós feladatokon történő teszt alapján kimondható, hogy az eljárás a gyakor-

latban hatékony regresszióhoz vezethez.

I/4. A szerző javaslatot tett a statisztikából ismert átlagos deriváltbecslő eljárás és a kernel függvények

alkalmazásának kombinációjára. A Kernel Average Derivative Estimation-nek (KADE) elnevezett

eljárás célja a regresszió szempontjából releváns alterek megtalálása [28]. Mesterséges adatokon

történő teszteléssel és a kapcsolódó algoritmusokkal való összehasonĺıtással a szerző kimutatta,

hogy a megtalált alterek számos esetben hatékonyabb regressziót tesznek lehetőve.

A tézis eredményeinek második csoportjába újszerű Kernel alapú klasszifikációs algoritmusok tar-

toznak. Az eredményeket a 4-es és 5-ös fejezetek részletezik.

II/1. A szerző definiálta hiperśık alapú klasszifikációs módszerek egy családját [13]. Három geometriai

megfontolásokat követő módośıtást/konstrukciót javasolt. i) különféle veszteségfüggvényeket

használt a hipersik alapú klasszifikációban. ii) a lineáris regressziót sajátos módon alkalmazta

klasszifikációhoz. iii) az output teret beágyazta az input térbe és kidolgozta a Minor Com-

ponent Classifier (MCC) módszert, amely egy a mintapontokbol száḿıtott mátrix legkisebb

sajátértékéhez tartozó sajátvektora seǵıtségével definiál klasszifikációs hiperśıkot. A szerző kiala-

ḱıtotta a módszerek tesztelési környezetét, majd végrehajtotta a működést demonstráló teszteket.

Az eredmények azt igazolják, hogy az SVM-el [26] kompetit́ıv eljárások kialaḱıtására került sor.

II/2. A szerző megkonstruált egy klasszifikációs sémát az ún. ’Convex Machine’ technikát, amely

bázisfügvények ritka kombinációját alkalmazza. A kidolgozott módszertan magában foglal számos

gépi tanulási technikát. A teljesség igénye nélkül ezek közé tartozik a Support Vector Machine

(SVM) [26], a Smooth Support Vector Machine [18], a Least Square Support Vector Machine

(LSVM) [27] es a Kernel Logistic Regression (KLR) [8]. Kialaḱıtott továbbá három alapvető nu-

merikus matematikai módszerek által inspirált bázisfüggvény-kiválasztási módszert (RANDOM,

MGRAMM, CORR) [14], amelyeket tesztelt az UCI adatbazis [3] egyes elemein.
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Tézis eredmények [11] [13] [14] [15] [16] [28] Fejezet Eredmény kategóriája

MMDA • 2 Tulajdonságkinyerés

MMDA arcfelismerő • • 2 Tulajdonságkinyerés

KDLR • • 3 Tulajdonságkinyerés

KADE • 3 Tulajdonságkinyerés

Hiperśık alapú klasszifikáció • 4 Klasszifikáció

Konvex gépek • • 5 Klasszifikáció

Alapvető bázisszelekciós eljárások • 5 Bázisfüggvény-szelekció

Komplex bázisszelekciós eljárások • 5 Bázisfüggvény-szelekció

1. táblázat. A tézisek és a kapcsolódó publikációk összefüggése.

II/3. A szerző kidolgozott három komplexebb bázisfüggvényszelekciós módszert (SFS, SFFS és PTA)

a klasszifikáció hatékonyságának jav́ıtására és a klasszifikációs modell méret-komplexitásának

csökkentésére. A definiált eljárások az irodalomból ismert hatékony tulajdonságtér-szelekciós

módszerek analógiájára épülnek. A kialaḱıtott tesztek eredménye alapján elmondható, hogy

ezek az eljárások seǵıtik a hatékony klasszifikációt [28].

Az összefoglaló végén az 1-es táblázat mutatja a tézispontok és azok publikáltságának összefüggését.

Konklúzió

Ebben a rövid fejezetben összefoglaljuk a jelen tézis konzekvenciáit. A tudomány fejlődésének elsődleges

mozgatórugója a technikai újdonságok megjelenése. Ḿıg a hatvanas években a mesterséges intelli-

gencia kutatások leginkább a lineáris és kvadratikus modellek vizsgálatára korlátozódtak, addig a mai

szaḿıtógépes kapacitások mellett jelentős fejlődés tapasztalható a modelléṕıtés területén. A másik mo-

mentum, amely hozzajárult a tudományterület további fejlődéséhez az az, hogy jelentős mértékben

megnövekedett a ”tanulásra” alkalmas adathalmazok száma és mérete.

A dolgozat a kernel ötlet köré szövődik, amely a lineáris modellek nemlineáris transzformációjára

alkalmas a modell komplexitásának kismértékű növekedése mellett. A kernel ötlet azon algoritmusok

transzformációjára képes, amelyek inputként csak a mintavektorok egy halmazának páronként vett

skalárszorzatát használják fel. Ekkor a skalárszorzat művelet nemlineáris módon történő újradefiniálásával

alternat́ıv modelleket kaphatunk. A cél tehát nem más, mint a gépi tanulás alapfeladatainak, mint

például a tulajdonságkinyerés, klasszifikáció, regresszió az átdefiniálása skalárszorzatok formájában. A

tézisben szereplő eredmények ehhez a temakörhoz járulnak hozzá egy-egy újszerű algoritmussal.

A tézis első részében olyan tulajdonságkinyerő eljárásokat definiálunk, amelyek hatékonyan növelik

a klasszifikációs és regressziós módszerek pontosságát. A gépi tanulás standard adathalmazain és az

arcfelismerés feladatán sikerült a kidolgozott eljárások létjogosultságának bizonýıtása. Összegzéskent

elmondhatjuk, hogy a kidolgozásra került négy eljárás irányt mutat a nagydimenziós tulajdonságterek

hatékony redukciójára.

A második részben a klasszifikáció témakörével foglalkoztunk. Elsőként hiperśık alapú klasszi-

fikációs módszerek egy családját mutattuk be.
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A kialaḱıtott módszercsalád vezérlő mot́ıvuma a módszerek hátterében nyugvó geometriai szemlélet

volt. Szintén a második részben megadtunk egy konvex függvények optimalizációjára vezető általános

klasszifikációs sémát, amely számtalan az utóbbi években kidolgozott eljárást foglal magában. Az

egységes szemlélet, amely itt a gondolatok vezetője volt szintén egy hagyományos numerikus matem-

atikai gondolkodást feltételezett. A második részben bevezetett eljárások valós és mesterséges ada-

tokon is jól viselkedtek. Így a konstrukciós eredményeken túl az előző rész eredményeihez hasonlóan

a gyakorlati használhatóság szempontja is előtérbe kerül.

Melléklet

A.1 Az MMDA eljárás

Rögźıtsünk egy nemnegat́ıv C számot, amelyet a téves klasszifikáció súlyozására fogunk használni.

Először definiáljuk a maximális margó szeparációs problémát (MMSO), amely egy a klasszifikációt

seǵıtő tulajdonságkinyerő algoritmus. Legyen u egy d-dimenziós vektor: u ∈ Rd. Az (X, y, C, u)

objektumnégyessel paraméterezett MMSO probléma a következő feltételes szélsőértékfeladatot jelenti:

1

2
‖w‖2

2 + C

n∑

i=1

ξi → min s.t.

yi(w
T xi + b) ≥ 1− ξi,

ξi ≥ 0, i = 1, . . . , n,

uT w = 0, (5)

ahol a w ∈ Rd, b ∈ R és ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn változók optimális értékeit kell meghatározni. A

formulák alakja hasonló marad, ha a merőlegességi feltételt egyről, mondjuk r-re bőv́ıtjük. Ekkor az

(X, y, C, U) paraméterezésű MMSO problémát kapjuk, ahol az U = (u1, . . . , ur) mátrix oszlopvek-

torai az UT w = 0 egyenlettel definiálják a merőlegességi feltételeket.

Egyszerűen látható , hogy az (X, y, C, U) objektumnégyessel paraméterezett MMSO probléma a

következő duális kvadratikus programozási probléma megoldására vezet:

−1

2

(
α>Y KY α + γ>UT Uγ

)
+ α>1 + γ>UT XY α → max

α,γ

yT α = 0, 0 ≤ α ≤ C1, (6)

ahol K = XT X és 1 = (1, . . . , 1)T . Mivel az U mátrix oszlopvektorainak száma r, a γ változóvektor

is r dimenziós és ı́gy a fenti feladatban a változók száma n + r-nek adódik.

A direkt MMDA módszer a következő módon működik: legyen adott az (X, y, C) objektumhármas,

továbbá az (X, y, C, 0)-val paraméterezett MMSO probléma megoldását jelölje (w1, b1). ξ-t elhagyjuk

a megoldásvektorból, mivel a klasszifikáció döntési felületében nem vesz részt. Feltéve, hogy az

MMSO probléma optimalizálásával már generáltunk r tulajdonságvektort, nevezetesen a (w1, b1), . . . ,

(wr−1, br−1) vektorokat, akkor az r-edik (wr, br)-el jelölt tulajdonságvektort, az (X, y, C, Wr−1)-el pa-

raméterezett MMSO probléma optimalizálásával kapjuk. A paraméterezésben a Wr−1 = (w1, . . . , wr−1).
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Algorithm 1 MMDA tulajdonságkinyerő eljárás arcfelismeréshez

input: (m, (x1, y1) . . . , (xN , yN)) // különböző arcok száma, arckép-személyazonośıtó párok listája

F := (); X i := {xj|yj = i}, i = 1, . . . , m; // arcképek az i. személytől

(w1, . . . , wn) := FE((x1, y1) . . . , (xN , yN)); // n tulajdonság kinyerése az FE módszerrel

for i ∈ {1, . . . , n} do

zj := wT
i xj, j = 1, . . . , N ; // a képek vetülete

Zi := {zj|yj = i}, i = 1, . . . , m; // az i. személyhez tartozó képek vetületei

Keressük (v1, . . . , vm) ∈ {−1, 1}m-et feltéve, hogy

∑
vi=−1,vj=−1

i6=j

∑

z∈Zi

z′∈Zj

(z − z′)2 +
∑

vi=1,vj=1

i6=j

∑

z∈Zi

z′∈Zj

(z − z′)2

minimális.

F0 := MMDA(∪vi=−1X
i,∪vj=+1X

j); // MMDA-val kinyert tulajdonságok

append(F, F0); // az eddig kinyert tulajdonságok bőv́ıtése

end for

return F

A.2 Az MMDA tulajdonságkinyerő eljárás arcfelismeréshez

Az emberi arcok felismerése egy speciális klasszifikációs feladatot képez, hiszen az osztályok száma

rendḱıvül nagy, az egy-egy osztályba eső elemek száma viszont csekély. A feladatnak éppen ezen

tulajdonsága teszi a hatékony klasszifikációt nehézzé.

Mivel az MMDA algoritmus bináris klasszifikációs problémák megoldásához készült, a többosztályos

tanulás megoldásánál osztálycsoport-párok kialaḱıtására van szükség. Az MMDA algoritmus kialaḱıtá-

sakor [11] az ilyen feladatokra eredendően az ”egy a több ellen” megközeĺıtést javasoltuk. Nevezetesen,

ha adott egy m-osztályos feladat, akkor az MMDA algoritmust m-szer kell végrehajtani minden egyes

osztályra a kimaradó osztályok ellenében. Annak ellenére, hogy ez egy rendḱıvül egyszerű megközeĺıtés,

alkalmazásával a jóval összetettebb algoritmusok - mint például az output-kód - eredményeivel ha-

sonlóakat lehet kapni.

Sajnos az ”egy a több ellen” megközeĺıtés azonban az arcfelismerés feladatán nem eredményez

reprezentat́ıv tulajdonságokat, mivel az ı́gy kapott kétosztályos feladat nagyon kiegyensúlyozatlan lesz

az osztályokba eső minták elemszámát tekintve. A minták ilyen jellegű eloszlása a különböző egy a

több ellen részfeladatok megoldása esetén rendḱıvűl korreláló tulajdonságokat fog eredményezni. A

szokásos megoldás ezekben az esetekben az osztályok klaszterezése és a hasonló jellegű osztályok

osszevonása. Követve ez utóbbi ötletet alaḱıtottuk ki az MMDA algoritmus arcfelismeréshez szánt

változatát.
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A feladat tehát alproblémák definiálása. Ennek egy elegendően jó megközeĺıtése, ha megfelelő

független 1-dimenziós altereket választunk a tulajdonságtérben, majd ezen 1-dimenzió mentén klaszte-

rezzük az arcokat két csoportba. Ha független altereket valasztottunk ki, akkor a definiált részproblémák

is igen különbözőek lesznek. Az 1-dimenzios alterek kiválasztásához (ld. FE az 1-es algoritmus-

ban) például használható a főkomponens anaĺızis [10], vagy akár a lineáris diszkrimináns anaĺızis [9]

módszere is. Ezek után az alproblémákon az MMDA eljárás alkalmazását javasoljuk végrehajtani,

rendre az egyes tulajdonságok definiálásához. Az ı́gy kinyert tulajdonságok összessége alkotja a végső

tulajdonságteret (ld. 1-es algoritmus).

A.3 KDLR: az MMDA regressziós változata

Tekintsük a regressziós problémát, ahol az (Xi, Yi) minták független azonos eloszlású változók. Legyel

L egy veszteségfüggvény, például a kvadratikus veszteségfüggvény L(y, z) = (y − z)2 és keressük az

f(x) = argminy E[L(Y, y)|X = x] optimális regressziós függvényt. Először vegyük szemügyre a

következő modellt:

Y =
∑

i

βigi(X) + ε, (7)

ahol gi : X → R ismeretlen függvényeket jelöl, továbbá ε jelöli a zajt, ami feltételezésünk alapján

független az Y, X változóktól.

A gi függvények becslését iterat́ıv módon szeretnénk végezni. A fenti modell egy lehetséges

egyszerűśıtése, hogy feltételezzük, hogy Y a következő lineáris regressziós alakban áll elő: Y = βT γ+ε,

ahol γ = (g1, . . . , gm). Feltesszük továbbá azt is, hogy 0 ≤ β ≤ 1, βT e = 1, ahol e = (1, 1, . . . , 1)T ,

azaz a kimenet a g1(X), . . . , gm(X) tulajdonságok ”zajos” konvex kombinációja. A veszteségfüggvény

a továbbiakban legyen a kvadratikus veszteségfüggvény.

Legyen g =
∑

i βigi, f tetszőleges. Ekkor könnyen látható, hogy

Loss(g) =
∑

i

βi Loss(gi)−
∑

i

βiE[(gi(X)− g(X))2] (8)

és

Loss(g) = E[(g(X)− f(X))2]. (9)

A fenti formalizmust először [17] -ben definiálták és a az eljárást
”
ambiguity decomposition” (AD)-nek

nevezték. Folytatva a gondolatmenetet kapjuk, hogy

∑

i

βiE[(gi(X)− g(X))2] =
∑

i

(β2
i − βi)

(
E[gi(X)]2

+ Var[gi(X)]
)
−

∑

i 6=j

βiβj Cov(gi(X), gj(X)).

Így, ha valamely (gi) és (ĝi) függvényhalmazokra teljesül, hogy E[gi(X)] = E[ĝi(X)] és Var[gi(X)] =

Var[ĝi(X)], akkor

∑

i6=j

βiβjE[gi(X) gj(X)] <
∑

i6=j

βiβjE[ĝi(X) ĝj(X)] ⇒ Loss(g) < Loss(ĝ).
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A levezetés tanulsága, hogy az E[gi(X)gj(X)] = 0, i 6= j feltétel csökkenti a veszteségfüggvény

értékét.

Most legyen a k : Rd×Rd → R egy pozit́ıv definit kernel, aH pedig a hozzá tartozó reprodukálható

kernel-Hilbert tér (RKHS). {(xi, yi)}n
i=1 jelölje az adatokat (itt is független, azonos eloszlású véletlen

változókat kell feltételezni), L(y, z) = (y − z)2 és f ∈ H. Definiáljuk a következő feladatot

R(f) =
1

n

n∑

i=1

L(f(xi), yi) + λ‖f‖2, (10)

ahol ‖ ‖2 a H Hilbert tér normája. Wahba ’reprezentációs tétele’ [33] alapján ekkor f ∈ span(Φ),

Φ = (φ1, . . . , φn) és a φi : Rd → R függvényt a φi(x) = k(xi, x) definiálja. Tegyük fel, hogy f = Φα

valamely α ∈ Rn-re. Ekkor (10) megoldása a következő

R(α; X; k) =
1

n

n∑

i=1

L((Φα)(xi), yi) + λαT Kα, (11)

ahol Kij = k(xi, xj) és X = (x1, . . . , xn). Az X adathalmazra és rögźıtett k kernel függvényre

egyszerűen csak R(α)-at ı́runk R(α; X; k) helyett.

Most tegyük fel, hogy gi = Φαi és gj = Φαj . Ha a várható érték operátort felcseréljük az

empirikus várható értékkel, akkor kapjuk, hogy

0 =
n∑

k=1

gi(xk)gj(xk) = αT
k K2αj . (12)

Így az ’ambiguity’ dekompoźıció alapján nyert ortogonalitási feltétel esetén R(α) iterat́ıv opti-

malizációjára a következőt kapjuk: ha már adott α1, . . . , αi, akkor

αi+1 = argmin
α

{R(α) |αT
j K2α = 0, 1 ≤ j ≤ i }. (13)

Ha valamely k > 0-ra α1, . . . , αk már előállt, akkor az optimális βi-k is előálĺıthatók például a legkisebb

négyzetek módszerével. A fenti (13) egyenlet és a βi meghatározása képezi a ’Decorrelated Learning

Regression (DLR)’ eljárást.

A (13)-as probléma megoldása a Lagrange duálisának előálĺıtásával történik. Ehhez tegyük fel,

hogy a megoldás i. lépésében ΦAi formában adott a megoldás, ahol Ai = [α1, . . . , αi]. Most vegyük

V. Vapnik [30] ε-veszteség függvényét, amelyet az L(y, z) = max(0, |y − z| − ε) kifejezés definiál.

Ekkor algebrai átalaḱıtások után a következő dualis kvadratikus programozási feladathoz jutunk:

L(α, α∗, β) = −1

2
(α− α∗)T K(α− α∗)− (α− α∗)T K2Aiβ

− 1

2
βT AiK

3Aiβ + (α− α∗)T y − ε(α + α∗)T e → max

s.t. 0 ≤ αi, α
∗
i ≤ C ∀i.
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A.4 KADE: átlagos deriváltbecslő eljárás kernelekkel

Tegyük fel, hogy az ismeretlen f regresszionálandó függvény a következő alakban ı́rható

f(x) = f0(Bx), (14)

ahol B ∈ Rm×d, m ¿ d és BBT = Im. A fenti defińıcióban f0 egy ún. közvet́ıtő függvény. A célunk

egy releváns m-dimenziós S = =BT altér megtalálása, ahol a regresszió elvégzése hatékonyabb

[19]. Az atlagos deriváltbecslő eljárás alapötlete a következő: tekintsük f deriváltját minden x ∈ Rd

pontban ekkor az

F (x)
def
= BT f ′0(Bx) (15)

defińıcióval kapjuk, hogy F (x) ∈ S.

Az alapötlet szerint most becsüljük az f függvényt valamely nem parametrikus módszer al-

kalmazásával. Jelölje ezt f̂ , továbba a becslésben felhasznált mintapontokat definiálja x1, . . . , xn.

Most legyen

F̂ (x) = d/dxf̂ (16)

és száḿıtsuk ki a sajátérték-sajátvektor felbontását az

M =
∑

i

F̂ (xi)F̂ (xi)
T . (17)

mátrixnak. Ha F̂ = F , akkor könnyen láthatjuk, hogy az M mátrixnak csak az első m sajátértéke

különbözik nullától. Mivel F̂ csak egy közeĺıtése F -nek azt várhatjuk, hogy M -nek m-nél több nem

zérus sajátvektora lesz. A módszer gyakorlati alkalmazása során a spektrumban egy jelentősebb esés

seǵıt a releváns altér dimenziójának meghatározását.

A kernel gépek alkalmazását javasoljuk az f becslésére, azaz f̂ előálĺıtására. Az ı́gy kialakult

módszertant kernel átlagos deriváltbecslő eljárásnak (KADE) nevezzük. A kernel módszerek im-

plantálását az ADE eljárásba az a gépi tanulásban széleskörben elfogadott nézet indukálja, hogy

ezek az eljárások kevésbé érzékenyek az input tér dimenziójára. A módszerek ezen tulajdonsága a

KADE eljárás iterat́ıv alkalmazásánál például egy fontos szempont lehet.

A.5 Hiperśık alapú klasszifikáció

A hiperśık alapú klasszifikációs módszerek látszólag gyenge aproximatornak tünnek a pozit́ıv es negat́ıv

osztályok elválasztása szempontjából. Hiszen kis dimenziós térben könnyen definiálhatók olyan minta-

halmazok, ahol a lineáris elválasztás nem müködik. A kernel ötlet azonban éppen ezt a limitet oldja

fel es ezért újra fontossá vált a hiperśık alapú módszerek vizsgálata.

Nagyon röviden három módszert mutatunk be. Az első a hiperśıkos klasszifikációt veszteségfüggvé-

nyekkel bőv́ıti ki, a második módszer a regresszió formalizmusát használja fel klasszifikációra az

irodalomban ismerttől különböző módon. A harmadik eljárás a módszercsalád talán legfontosabb

eredménye, a ’Minor Component Classifier (MCC)’, amely az input es output tér egy közös térben

történő kezelésével végez klasszifikációt.
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A kernel ötlet alkalmazása után a következő formulákat kapjuk:

a) Lineáris klasszifikáció veszteségfüggvényekkel a kernel tulajdonság térben:

min
α

n∑

i=1

g


yi

n∑

j=1

αik

((
xi

1

)
,

(
xj

1

))
, (18)

ahol g egy veszteségfüggvény, k pedig egy kernel. A megoldás hatékonyan Newton vagy kvázi-Newton

módszerekkel határozható meg.

b) Lineáris regresszió klasszifikációhoz: a döntési felületet a következő kifejezés definiálja egy tetszőleges

z mintára:

sign
(
(zT 1)X1(K

T K)+KT Y
)

, (19)

ahol

X1 =




xT
1 1
...

...

xT
n 1


 és Kij = k

((
xi

1

)
,

(
xj

1

))
. (20)

c) A ’Minor Component Classifier’ alakja a következő:

min
β

βT K̄K̄β

βT K̄β
, (21)

ahol a K̄ mátrix a kiterjesztett mintavektorok páronkénti skalárszorzatával definiált:

K̄ij = k







xi

yi

1


 ,




xj

yj

1





 . (22)

A (21)-es feladat megoldása a

K̄K̄β = λK̄β (23)

sajátérték-sajátvektor probléma legkisebb nem triviális sajátértékéhet tartozó sajátvektorának meghatá-

rozásával történik.

A.5 Konvex gépek

Tekintsük ismét a klasszifikáció feladatát. Legyen adott n minta az Rm feletti X kompakt halmazon.

A mintákat jelöljék az x1, . . . ,xn vektorok, minden egyes xi mintára legyen definiált annak osztálya.

Az osztályćımkék általában c osztályos feladat esetén az {1, . . . , c} halmazból kerülnek ki és szokás

szerint y1, . . . , yn jelöli. Mivel a többosztályos problémák visszavezethetők kétosztályos feladatokra

csak ez utóbbival foglalkozunk [12; 34]. Az osztályćımkéket – szintén az általános jelölésrendszert

követve – c = 2 esetén praktikusan -1, +1-re módośıtjuk az egyszerűbb ı́rásmód kedvéért.

Legyen V a valós függvények vektortere. S ⊂ V pedig a függvények egy kiválasztott halmaza:

S = {f1(x), . . . , fk(x)}, fi : X → R. (24)
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Span(S) jelölje az S elemei által kifesźıtett lineáris teret:

Span(S) =

{
fα : X → R | fα(x) =

k∑

i=1

αifi(x), x ∈ X , α ∈ Rk

}
. (25)

A klasszifikáció feladatát a következő optimalizációs problémával definiáljuk:

min
fα(x)∈Span(S)

Ex,yL(fα(x), y), (26)

ahol L egy veszteségfüggvény, az fα(x) prediktor minőségét méri, E pedig a várható érték operátor

(x, y) felett.

Az (26)-os egyenlet egy lehetséges megszoŕıtása a következő:

min
fα(x)∈Box(S,B)

Ex,yH(yifα(xi)). (27)

Itt az L(fα(x), y) -ről felteszzük, hogy H(yifα(xi)) alakban áll elő, ahol H : R → R egy kétszer

folytonosan differenciálható, nemnegat́ıv, csökkenő, konvex függvény. Box(S,B) továbbá a Span(S)

megszoŕıtása egy ’téglatest’ t́ıpusú tartományra. Legyen B = B1 × · · · × Bn ⊆ Rn nem üres interval-

lumok szorzata. Ekkor

Box(S,B) =

{
fα : X → R | fα(x) =

k∑

i=1

αifi(x), x ∈ X , α ∈ B
}

. (28)

A függvényapproximáció feladata ritka minták esetén egy aluldefiniált feladat [32], már eddig is

két különböző megszoŕıtást kellett tennünk a prediktor függvény alakjára: i) fα(x)-t bázisfüggvények

véges lineáris kombinációjának alakjában keressük, ii) a lineáris kombináció komponensei egy-egy

rögźıtett intervallumba esnek. A regularizációs elmélet [7; 29] egy további praktikus megszoŕıtást

indukál. Nevezetesen hozzáadunk a célfüggványhez egy regularizációs tagot:

min
fα(x)∈Box(S,B)

Ex,yH(yifα(xi)) + λ‖α‖2
A, (29)

ahol λ > 0 és A ∈ Rk×k egy tetszőleges szimmetrikus pozit́ıv definit mátrix. Ezt a formalizmust

’Konvex gépeknek’ (Convex Machines - CM) nevezzük.

A.5 Alapvető heurisztikák bázisfüggvény szelekcióhoz

Egy CM modell által előálĺıtott diszkriminat́ıv hiperfelület

{z |
k∑

j=1

αjfj(z) = γ, z ∈ X}, f : X → R. (30)

alakban ı́rható fel rögźıtett γ ∈ R küszöbszámra. A modell kiértékelésekor az összegből elhagyhatóak

az αj = 0 együtthatóval szereplő elemi elválasztó függvények. A megmaradt tagok definiálják a CM

tárkomplexitását, ritkaságát. Természetesen minél több az elhagyható elem, annál gyorsabb lesz a CM
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modell kiértékelése, lehetőséget teremtve a gyors válaszidejű alkalmazásokban történő felhasználásra.

Az együtthatók értékét azonban a feladat optimális megoldása határozza meg, amelyre ritkaság szem-

pontjából közvetlen hatással nem lehet élni a paramétereken keresztül, a teljeśıtmény romlása nélkül.

A megoldás ritkaságának kontrollálása végett korlátozzuk az elemi elválasztó függvények számát,

azaz a CM modell értelmezési tartományát

k∑

i=1

|sign(αi)| ≤ q (31)

feltétellel szűḱıtjük le. Egy ilyen tipusú megszoŕıtás sérti a tartomány zárt és konvex tulajdonságát,

ı́gy a feladat kombinatorikus úton történő megoldására késztet. Célunk a lehetséges elemi elválasztó

függvényeknek azt a q számosságú részhalmazát kiválasztani, amellyel a klasszifikációs feladat a legjob-

ban oldható meg. Ez a probléma NP nehéz [5], ı́gy heurisztikák alkalmazása kerül előtérbe, amelyek

épülhetnek a saját célfüggvényükre, vagy a CM modell eltérő paraméterezésű működtetésére is. A

továbbiakban ezeket tekintjük át.

A következőkben olyan eljárásokkal foglalkozunk, amelyek egy q elemű részhalmaz kiválasztása

során nem a CM modell célfüggvényét használják fel.

RANDOM A legegyszerűbb stratégia a véletlen mintaválasztás, amikor a k bázisfüggvényből q elemű

véletlen mintát veszünk. Az eljárás nem rendelkezik célfüggvénnyel, ı́gy többszöri végrehajtás

után az adódó legjobb mintát tartjuk meg.

MGRAMM A CM modell a bázisfüggvények egy lineáris kombinációjával közeĺıti az optimális elválasztó-

felületet. Ezért a közeĺıtést elegendő elvégezni a bázisfüggvények terének egy tetszőleges bázisán,

amit például Gramm-Schmidt ortogonalizációval kaphatunk meg. A bázis számossága a függvény-

halmaz rangja, ami túllépheti a kiválasztani ḱıvánt q elemet. Másrészről az eljárás egy orto-

gonális függvényrendszert álĺıt elő az eredeti bázisfüggvények lineáris kombinációival, az egyes

függvények kiválasztása helyett.

Ezért egy olyan iterat́ıv kiválasztási stratégiát definiálunk, amely a Gramm-Schmidt ortogo-

nalizáció egy módośıtott változatára épül. Minden lépésében a lehetséges függvények közül azt

választjuk, amely maradéktagjának normája maximális. Az eljárás eredménye nem maga az orto-

gonális függvényrendszer lesz, hanem azon bázisfüggvények, amelyek lineáris kombinációjaként

felépülnek az ortogonalizáció során kialaḱıtott függvények.

Tegyük fel, hogy az elemi elválasztófüggvények az L2 tér elemei, ı́gy a skalárszorzás a szorzatfügg-

vény integráljával száḿıtható. Ha az integrál kiszáḿıtására nincs lehetőség, akkor a következő

közeĺıtéssel élünk az algoritmus során:

〈f, g〉 =
n∑

i=1

f(xi)g(xi) f, g : X → R. (32)

CORR Az MGRAMM módszerhez hasonló eljárást kaphatunk, ha az iteráció során az új bázisfüggvényt

úgy vesszük be a kiválasztott báziselemek listájába, hogy az a már korábban kiválasztott ele-

mekre leginkább merőleges legyen. A CORR módszer ennek a mértékét a kiválasztott elemekkel

történő merőlegesség négyzetének összegével definiálja.
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A.6 Komplex heurisztikák bázisfüggvény szelekcióhoz

A mérték alapú részhalmaz-kiválasztási probléma a mesterséges intelligencia más területein is előfordul,

ilyen terület például a tulajdonság szelekció. Itt a mintapontok m dimenziójából kell azt az r kom-

ponenst kiválasztani, amellyel a klasszifikáció a legjobban megoldható az adott gépi tanulási algorit-

mussal [24]. A területen kidolgozott algoritmusok felhasználhatóak az elemi szeparátorfüggvények q

elemű részhalmazának kiválasztására is, ha a mértéket a CM modell célfüggvényével helyetteśıtjük.

SFS A Sequential Forward Selection (SFS) algoritmus a mérték minimalizálásának egy mohó megköze-

ĺıtése. Az üres halmazból kiindulva minden lépésben a lokálisan optimális elemmel bőv́ıti az

indexhalmazt, visszalépések nélkül.

PTA Az SFS algoritmus szekvenciális működésű, azaz a megelőző lépések lokális optimum alapú

választásának kihatásait a későbbi lépésekben nem lehet korrigálni. A probléma feloldásának

egyik lehetősége a Plus l Take Away r (PTA(l,r)) megközeĺıtés. Minden l SFS tipusú bőv́ıtési

lépés után r elemet eltávoĺıtunk szekvenciálisan úgy, hogy a mérték értéke minden lépésben a

lokális optimumba kerüljön.

SFFS A PTA eljárás működése során l bőv́ıtési lépést mindig r szűḱıtési követi. Emiatt előfordulhat,

hogy akkor is végrehajtunk szűḱıtési lépést, amikor az előálló megoldás rosszabb mértékkel

rendelkezik, mint az eddigi vele megegyező számosságú. Ford́ıtott helyzet is adódhat, azaz nem

szűḱıtünk, miközben jobb mértékkel rendelkező megoldást kapnánk adott szinten. Ezt küszöböli

ki a Sequential Forward Floating Selection (SFFS) algoritmus, amely minden SFS tipusú bőv́ıtési

lépés után addig távoĺıt el elemeket szekvenciálisan, aḿıg a mérték adott szinten meghaladja

az eddigi legjobbat.
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