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Bevezetés

A modellalkotds a tudomany taldn legfontosabb komponense, amely absztrakt médon minden tu-
domanyagban azonos. Modelleket alkotunk és megvizsgéljuk azok miikodését, médositdsokat végzlink
rajta mindaddig, amig el nem érjuk kitlizott célunkat. A mesterséges intelligencia egy kilonos tu-
domanyag, amely rendkivul jé taptalajt ad a szamitégépes modellalkotds szerelmeseinek.

A gépi tanulds a mesterséges intelligencia tudomanyteriilet részét képezi [25]. Olyan algoritmusok
konstrukcidjat foglalja magaban, amelyek a szamitégépet "tanuldsi” képességekkel ruhdzzak fel. A
tanuldsnak rendszerint két kiilonbozé megkozelitése van: induktiv és deduktiv. A tézis az induktiv
iranyzatot koveti, amely rendszerint szabdlyokat vagy deszkriptiv mintdkat nyer ki massziv adathal-
mazokbdl (a tézisben az 4ltaldnositdst a statisztikai megkozelités médszertandval végezziik). A gépi
tanulds fékuszaban jelen pillanatban leginkdabb az automatikus informacié kinyerés osszetett feladata
all. Ezen kivul fontos alkalmazasokat jelent - a teljesség igénye nélkiil - a természetes nyelvfeldol-
gozas, a szintaktikus mintafelismerés, keres6 motorok javitdsa, orvosi diagnosztika, bioinformatika,
beszédfelismerés, targyak azonositdsa és példaul szamitégépes jatékok intelligencidval torténd fel-
ruhdzasa. Bizonyos gépi tanuldsi mddszerek az embert prébaljak kiiktatni az adatanalizis folyamatabdl,
mig mds eljarasok éppen az ember gép interakciét prébaljak emberibbé tenni.

A gépi tanulds, a jelen kor technoldgiai szintje mellett a mesterséges intelligencia leginkdbb kutatott
és legrelevansabban fejlodo tertletévé valt. A dolgozat a gapi tanulas legujszerliibb mddszertanahoz a
kernel médszerek vildagahoz kapcsolddd eljarasok konstrukcidjaval és vizsgalataval foglalkozik.

A kernel médszerek (KM) a mintafelismerés algoritmusainak egy olyan csalddja [26], amelynek
legjelentdsebb tagja a Support Vector Machine (SVM) [31]. A mintafelismerés altalanos feladata nem
mds, mint reprezentativ Osszefiiggések keresése és tanulmanyozdsa (példaul klaszterek, korrelacids
oOsszefiiggések, klasszifikdciés dontések vizsgalata) &ltaldnos adatokon (vektorok, dokumentumok,
szekvencidk, képek, stb.)

A KM megkozelités a nevét a kernel fuggvényekrdl kapta, amelyek egy olyan szarmaztatott tulaj-
donsag térben dolgoznak, ahol a mintak tényleges koordinatdit soha nem kell kiszamolni. A mddszerek
csak a mintapontok paronként vett skaldrszorzatara tamaszkodnak, amelyeket implicit médon a kernel
fuggvények alkalmazdsaval szamitanak ki.

A kernel modszerek csaladjaba beletartozik az SVM-en kivil szamos mds algoritmus: kiillonbozé
regressziés eljdrdsok, a Fisher-féle linedris diszkrimindns analizis (LDA) [9], a fékomponens analizis
(PCA) [10], a kanonikus korrelacié analizis (CCA) [2], a 'ridge’ regresszi6 [22], a spektrdlis klaszterezés
[21], és még sok mas eljaras. Altalénosségban elmondhatd, hogy a kernel mddszerek tobbsége hatéko-
nyan megoldhaté feladatokra, konvex optimalizacidra vagy sajatérték-sajatvektor problémara vezetnek.

A ’kernel’ otlet

Legyen adott az (X, y) objektumkettes, mint tanulé adathalmaz. Jeldlje az input mintakat az X =
(21,...,2n) (z; € RY), a megfeleld osztilycimkéket pedig y. Klasszifikicié esetén y € {—1,+1}",
regresszids problémakndl pedig y € R. Tegyik fel tovabba, hogy az (x;,y;) minta-osztdly parok
(i =1,...,n) fliggetlen azonos eloszldst véletlen véltozdk.



A hatékony klasszifikdcio és regresszié fontos elokészito |épése az adathalmaz relevans jellemzdinek
megtalalasa. Ez sok esetben konnyebben elvégezhetd, ha az adatokat leképezziik egy megfeleléen nagy
dimenziés térbe egy alkalmas ¢ nemlinearis leképezés segitségével, majd a transzformalt adatokon
linedris algoritmusokat alkalmazunk. Ha valamely algoritmus felépithetd elemi skaldrszorzat miveletek

alkalmazdsaval és ha a
¢:RY—H (1)

nemlinearis leképezés olyan, hogy az 1 és xo pontparok skaldrszorzata a ¢ leképezés mellett kiszamit-
haté x; és xo fliggvényeként poly(d) idékomplexitas mellett anélkiil, hogy ¢(x1)-et és ¢(x2)-t explicit
meghataroznank, akkor az algoritmus hatékonyan kivitelezheté marad fiiggetlenil H dimenzidjatdl.

Voltaképpen ez a gondolatmenet teszi lehetové, hogy nagyon magas vagy akdr végtelen di-
menzidju képtereket haszndljunk a klasszifikacids, illetve regresziés problémak megolddsakor. El6szor
vélasztanunk kell egy alkalmas pozitiv definit, szimmetrikus fliggvényt

k:RTxRY - R. (2)

Ezeket a fuggvényeket — amelyek tulajdonképpen a skaldrszorzat mivelet implicit elvégzésére alkal-
masak a képtérben — kernel fiiggvényeknek nevezziik [4]. Ekkor a

{k(z,) |z e R} (3)

fuggvényhalmaz altal kifeszitett linearis altér lezartja Hilbert teret alkot a kovetkez6 belsé szorzat
definiciéval [20]:

(k(x1,"), k(22,)) = k(21,22), 21,72 € RY (4)

Azaz a k kernel fiiggvény megvélasztasa automatikusan generélja a ¢ : R? — H leképezést a ¢(z) =
k(x,-) definicidval.

Ezt a sémat kernel Gtletnek szokds nevezni a gépi tanuldsban [1; 23; 30| és ez az a mddszertan,
amely koré a tézisben vazolt Ujszerii eljardsok kotodnek.

Eredmények

A disszertdcio tézisei lényegében két kilonbozo mddon két-két csoportra oszthatdk. Az egyik osztalyo-
zas szerint a szerzO eredményei a gépi tanulds témakorének kernel-alapu tulajdonsdgkinyerd és klasz-
szifikaciés modszereinek targykorébe esik. A masik felosztds szerint pedig algoritmikus konstrukcidkrél
és gyakorlati alkalmazdsokrdl beszélhetiink. A kovetkezékben kovetve a disszertacié felépitését az
els6 felosztds szerint vessziik szdmba az elért eredményeket. Fontosnak tartjuk megjegyezni, hogy az
alabb részletezett eredménylista a kapcsolddé cikkek névumainak csak azon részét katalogizalja, ahol
a disszertacid szerzojének hozzajaruldsa volt dominans.

Az eredmények elsé csoportjat a szerzé Kernel alapu tulajdonsagkinyeré médszerei képezik. Ezen
eredményeket a 2-es és 3-as fejezetek irjdk le a tézisben.
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A szerzd kidolgozta az MMDA algoritmus direkt véltozatat [11; 16]. A mddszer egy olyan tula-
jdonsagkinyerd eljaras, amely megnovelheti a klasszifikaciés mddszerek hatékonysagat. Az UCI
gépi tanulasi adatbazis szamos példajan sikeriilt bizonyitani az eljaras hasznalatanak létjogosult-
sagat [3].

Az MMDA algoritmus a motivacidjabdl kovetkezoen alkalmas nagydimenzids tulajdonsagterek
redukalasdra a nagyobb klasszifikacids hatékonysag novelése érdekében. A szerz6 megkonstrualta
a médszer arcfelismerésre kidolgozott médositott véltozatat. A FERET 'gold standardot’ képez6
arcfelismerési adatbazis [6] segitségével bizonyitotta a bevezetett eljards eredményességét. Az
irodalomban fellelheté eredményeket sikeriilt tobb ponton jelentésen meghaladni [16].

A tulajdonsagkinyerés fékuszaban a klasszifikacion tul a regresszié is allhat. A szerzé kidolgozta
az MMDA algoritmus regresszids problémak megoldasdra adaptdlt valtozatat, korreldcidmentes
tulajdonsagok kinyerésére. A mddszer neve Kernel Decorrelated Learning Regression (KDLR) [28].
Standard regressziés feladatokon torténd teszt alapjan kimondhatd, hogy az eljards a gyakor-
latban hatékony regresszidhoz vezethez.

A szerz6 javaslatot tett a statisztikabdl ismert atlagos derivaltbecsl6 eljaras és a kernel fuggvények
alkalmazasanak kombinacidjdra. A Kernel Average Derivative Estimation-nek (KADE) elnevezett
eljaras célja a regresszié szempontjabdl relevans alterek megtalaldsa [28]. Mesterséges adatokon
torténo teszteléssel és a kapcsolddé algoritmusokkal valé osszehasonlitdssal a szerzé kimutatta,
hogy a megtalalt alterek szamos esetben hatékonyabb regressziét tesznek lehetove.

A tézis eredményeinek mdsodik csoportjdba udjszer(i Kernel alapl klasszifikacids algoritmusok tar-

toznak. Az eredményeket a 4-es és 5-0s fejezetek részletezik.

II/1.
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A szerz6 definidlta hipersik alapu klasszifikaciés médszerek egy csalddjat [13]. Harom geometriai
megfontoldsokat kovetd mddositast/konstrukcidt javasolt. i) kilonféle veszteségfiiggvényeket
haszndlt a hipersik alapd klasszifikdciéban. ii) a linedris regressziét sajdtos médon alkalmazta
klasszifikdciéhoz. iii) az output teret bedgyazta az input térbe és kidolgozta a Minor Com-
ponent Classifier (MCC) mddszert, amely egy a mintapontokbol szamitott matrix legkisebb
sajatértékéhez tartozo sajatvektora segitségével definial klasszifikacids hipersikot. A szerzd kiala-
kitotta a médszerek tesztelési kornyezetét, majd végrehajtotta a miikodést demonstralé teszteket.
Az eredmények azt igazoljdk, hogy az SVM-el [26] kompetitiv eljarasok kialakitasara keriilt sor.

A szerz6 megkonstrudlt egy klasszifikdcidés sémat az in. 'Convex Machine' technikdt, amely
bazisfiigvények ritka kombindcidjat alkalmazza. A kidolgozott mddszertan magaban foglal szamos
gépi tanulasi technikdt. A teljesség igénye nélkil ezek kozé tartozik a Support Vector Machine
(SVM) [26], a Smooth Support Vector Machine [18], a Least Square Support Vector Machine
(LSVM) [27] es a Kernel Logistic Regression (KLR) [8]. Kialakitott tovdbba harom alapvetd nu-
merikus matematikai mdédszerek altal inspirdlt bazisfiiggvény-kivalasztasi médszert (RANDOM,
MGRAMM, CORR) [14], amelyeket tesztelt az UCI adatbazis [3] egyes elemein.



Tézis eredmények | [11] | [13] | [14] |[15] | [16] | [28] | Fejezet | Eredmény kategériaja
MMDA| e 2 Tulajdonsagkinyerés
MMDA arcfelismer6| o ° 2 Tulajdonsagkinyerés
KDLR| e 3 Tulajdonsagkinyerés
KADE 3 Tulajdonsagkinyerés
Hipersik alapt klasszifikacié ° 4 Klasszifikacié
Konvex gépek ] o ) Klasszifikacié
Alapvet6 bazisszelekcids eljarasok 5 Bazisfuggvény-szelekcid
Komplex bazisszelekcids eljarasok ] 5 Bazisfuggvény-szelekcid

1. tablazat. A tézisek és a kapcsolddd publikacidok osszefliggése.

[1/3. A szerzé kidolgozott harom komplexebb bazisfiiggvényszelekciés médszert (SFS, SFFS és PTA)
a klasszifikacié hatékonysaganak javitasara és a klasszifikacids modell méret-komplexitasanak
csokkentésére. A definidlt eljardsok az irodalombdl ismert hatékony tulajdonsdgtér-szelekcids
modszerek analdgidjdra épulnek. A kialakitott tesztek eredménye alapjan elmondhatd, hogy
ezek az eljdrasok segitik a hatékony klasszifikdciét [28].

Az osszefoglald végén az 1-es tablazat mutatja a tézispontok és azok publikaltsdganak osszefliggését.

Konklazid

Ebben a rovid fejezetben osszefoglaljuk a jelen tézis konzekvencidit. A tudomany fejlédésének elsédleges
mozgatérugdja a technikai Ujdonsagok megjelenése. Mig a hatvanas években a mesterséges intelli-
gencia kutatasok leginkdbb a linearis és kvadratikus modellek vizsgélatara korlatozédtak, addig a mai
szamitogépes kapacitdsok mellett jelentds fejlodés tapasztalhatd a modellépités teriletén. A masik mo-
mentum, amely hozzajarult a tudomdnyteriilet tovabbi fejlodéséhez az az, hogy jelentés mértékben
megnovekedett a "tanulasra” alkalmas adathalmazok szdma és mérete.

A dolgozat a kernel otlet koré szovodik, amely a linearis modellek nemlinearis transzformacidjara
alkalmas a modell komplexitdsanak kismértékii novekedése mellett. A kernel otlet azon algoritmusok
transzformacidjara képes, amelyek inputként csak a mintavektorok egy halmazanak paronként vett
skaldrszorzatat hasznaljak fel. Ekkor a skaldrszorzat miivelet nemlinedris médon torténd Gjradefinidlasaval
alternativ modelleket kaphatunk. A cél tehat nem mas, mint a gépi tanulas alapfeladatainak, mint
példaul a tulajdonsagkinyerés, klasszifikacid, regresszié az atdefinidlasa skaldrszorzatok formajaban. A
tézisben szereplé eredmények ehhez a temakorhoz jarulnak hozza egy-egy Ujszerii algoritmussal.

A tézis elso részében olyan tulajdonsagkinyerd eljarasokat definidlunk, amelyek hatékonyan novelik
a klasszifikacids és regressziés modszerek pontossagat. A gépi tanulds standard adathalmazain és az
arcfelismerés feladatan sikeriilt a kidolgozott eljarasok létjogosultsaganak bizonyitasa. C")sszegzéskent
elmondhatjuk, hogy a kidolgozasra keriilt négy eljaras irdanyt mutat a nagydimenzids tulajdonsagterek
hatékony redukciéjdra.

A masodik részben a klasszifikacié témakorével foglalkoztunk. Elsként hipersik alapu klasszi-
fikdciés médszerek egy csaladjat mutattuk be.



A kialakitott médszercsaldd vezérlé6 motivuma a mddszerek hatterében nyugvé geometriai szemlélet
volt. Szintén a mdsodik részben megadtunk egy konvex fliggvények optimalizacidjara vezeto altalanos
klasszifikaciés sémdt, amely szamtalan az utdbbi években kidolgozott eljarast foglal magdban. Az
egységes szemlélet, amely itt a gondolatok vezetdje volt szintén egy hagyomanyos numerikus matem-
atikai gondolkodast feltételezett. A mdsodik részben bevezetett eljardsok valds és mesterséges ada-
tokon is jol viselkedtek. igy a konstrukciés eredményeken tul az el6z6 rész eredményeihez hasonldan
a gyakorlati haszndlhatdésag szempontja is elotérbe kerdiil.

Melléklet
A.1 Az MMDA eljaras

Rogzitsiink egy nemnegativ C' szamot, amelyet a téves klasszifikacid sllyozdsara fogunk hasznalni.
Elészor definidljuk a maximalis margé szepardcids problémat (MMSO), amely egy a klasszifikaciét
segitd tulajdonsagkinyeré algoritmus. Legyen u egy d-dimenziés vektor: u € R Az (X,y,C, u)
objektumnégyessel paraméterezett MMSO probléma a kovetkezo feltételes széls6értékfeladatot jelenti:

1 n
§HwH% + Cz& — min s.t.
=1
yi(wl e +0) > 1 ¢,
51207 i:17"'7n7
ul'w =0, (5)

ahola w € R%, b € Rés & = (&,...,&,) € R™ véltozdk optimalis értékeit kell meghatarozni. A
formuldk alakja hasonlé marad, ha a merdlegességi feltételt egyrdl, mondjuk r-re bévitjik. Ekkor az
(X,y,C,U) paraméterezésii MMSO problémat kapjuk, ahol az U = (uy, ..., u,) métrix oszlopvek-
torai az UTw = 0 egyenlettel definialjdk a merSlegességi feltételeket.

Egyszeriien lathaté , hogy az (X, y,C,U) objektumnégyessel paraméterezett MMSO probléma a

kovetkezo dudlis kvadratikus programozasi probléma megolddsara vezet:

1
) (aTYKYa + WTUTU7> +a'1+74"UTXYa — max
oy

yTa:O, 0<a<C(Cl, (6)

ahol K = XTX és1=(1,...,1)T. Mivel az U métrix oszlopvektorainak szdma r, a y véltozévektor
is  dimenzids és igy a fenti feladatban a valtozék szama n + r-nek addédik.

A direkt MMDA mddszer a kovetkezé médon miikodik: legyen adott az (X, y, C') objektumharmas,
tovdbbd az (X, y, C, 0)-val paraméterezett MMSO probléma megoldésat jeldlje (wy, by). &-t elhagyjuk
a megoldasvektorbdl, mivel a klasszifikacié dontési feluletében nem vesz részt. Feltéve, hogy az
MMSO probléma optimalizaldsdval mar generdltunk r tulajdonsigvektort, nevezetesen a (wy, b1), .. .,
(wy—1,br—1) vektorokat, akkor az r-edik (wy, b, )-el jelolt tulajdonsagvektort, az (X, y, C, W,_1)-el pa-
raméterezett MMSO probléma optimalizaldsaval kapjuk. A paraméterezésben a W,_1 = (wy, ..., w,—1).

6



Algorithm 1 MMDA tulajdonsagkinyerd eljaras arcfelismeréshez

input: (m, (z1,v1) ..., (zn,yn)) // kiilonbozd arcok szama, arckép-személyazonosité parok listdja

F:=(); X' :={ajly; =i}, i =1,...,m; // arcképek az i. személytd|
(wr, ..., wy) :=FE((z1,y1) ..., (zn,yn)); // n tulajdonsdg kinyerése az FE mddszerrel
foric{1,....,n} do

zi=wlz;, j=1,...,N; // a képek vetiilete

Zt={zly; =i}, i=1,...,m; // az i. személyhez tartozé képek vetiiletei

Keressiik (vq,...,0,) € {—1,1}™-et feltéve, hogy

Z Z(Z_Z/)2+ Z Z(Z—Z/)Q

vizfl,vjzfl zEZi’_ vi:1,vj:1 ZEZiA
i#j]  2eZi it] A€z

minimalis.
Fy:= MMDA(Uy,—1 X", Uy,—1X7); // MMDA-val kinyert tulajdonsagok
append(F, F0); // az eddig kinyert tulajdonsdgok bévitése

end for

return F

A.2 Az MMDA tulajdonsagkinyero eljaras arcfelismeréshez

Az emberi arcok felismerése egy specidlis klasszifikacids feladatot képez, hiszen az osztalyok szama
rendkivil nagy, az egy-egy osztdlyba esé elemek szama viszont csekély. A feladatnak éppen ezen
tulajdonsaga teszi a hatékony klasszifikaciét nehézzé.

Mivel az MMDA algoritmus binaris klasszifikacids problémak megoldasahoz késziilt, a tobbosztalyos
tanulds megoldasandl osztalycsoport-parok kialakitdsara van sziikség. Az MMDA algoritmus kialakita-
sakor [11] az ilyen feladatokra eredendden az " egy a tobb ellen” megkdzelitést javasoltuk. Nevezetesen,
ha adott egy m-osztélyos feladat, akkor az MMDA algoritmust m-szer kell végrehajtani minden egyes
osztdlyra a kimaradé osztélyok ellenében. Annak ellenére, hogy ez egy rendkivil egyszerii megkozelités,
alkalmazasdval a jéval osszetettebb algoritmusok - mint példaul az output-kéd - eredményeivel ha-
sonléakat lehet kapni.

Sajnos az "egy a tobb ellen” megkozelités azonban az arcfelismerés feladatan nem eredményez
reprezentativ tulajdonsdgokat, mivel az igy kapott kétosztélyos feladat nagyon kiegyenstlyozatlan lesz
az osztalyokba esé mintdk elemszamat tekintve. A mintdk ilyen jellegli eloszlasa a kilonbozo egy a
tobb ellen részfeladatok megolddsa esetén rendkiviil korrelalé tulajdonsidgokat fog eredményezni. A
szokasos megoldas ezekben az esetekben az osztalyok klaszterezése és a hasonld jellegli osztdlyok
osszevondsa. Kovetve ez utdbbi otletet alakitottuk ki az MMDA algoritmus arcfelismeréshez szant
valtozatat.



A feladat tehat alproblémak definidlasa. Ennek egy elegendden j6 megkozelitése, ha megfeleld
fuggetlen 1-dimenzids altereket vélasztunk a tulajdonsdgtérben, majd ezen 1-dimenzié mentén klaszte-
rezzuk az arcokat két csoportba. Ha fliggetlen altereket valasztottunk ki, akkor a definidlt részproblémak
is igen kiilonbozbek lesznek. Az 1-dimenzios alterek kivélasztasdhoz (Id. FE az 1-es algoritmus-
ban) példdul hasznalhaté a fékomponens analizis [10], vagy akar a linedris diszkrimindns analizis [9]
modszere is. Ezek utdn az alproblémdkon az MMDA eljaras alkalmazasat javasoljuk végrehajtani,
rendre az egyes tulajdonsiagok definidlasahoz. Az igy kinyert tulajdonsdgok oOsszessége alkotja a végso
tulajdonsagteret (Id. 1-es algoritmus).

A.3 KDLR: az MMDA regresszios valtozata

Tekintsiik a regressziés problémat, ahol az (X, Y;) mintak fiiggetlen azonos eloszlasu véltozok. Legyel
L egy veszteségfiiggvény, példaul a kvadratikus veszteségfiiggvény L(y,z) = (y — 2)? és keressiik az
f(z) = argmin, E[L(Y,y)|X = =] optimdlis regressziés fliggvényt. Elészor vegyiik szemiigyre a
kovetkez6 modellt:

Y = Zﬁ“"i(X) +e, (7)

ahol g; : X — R ismeretlen fliggvényeket jelol, tovdbba € jeloli a zajt, ami feltételezésiink alapjan
fuggetlen az Y, X valtozdktdl.

A g; fuggvények becslését iterativ mdédon szeretnénk végezni. A fenti modell egy lehetséges
egyszerlisitése, hogy feltételezziik, hogy Y a kdvetkezd linedris regressziés alakban all elé: Y = 3T y+e,
ahol v = (g1, ..., gm). Feltessziik tovabba azt is, hogy 0 < 3 < 1, fle =1, ahol e = (1,1,...,1)T,
azaz a kimenet a g1(X), ..., gm(X) tulajdonsdgok "zajos" konvex kombinacidja. A veszteségfiiggvény
a tovabbiakban legyen a kvadratikus veszteségfiiggvény.

Legyen g = >, Bigi, f tetszbleges. Ekkor konnyen lathatd, hogy

Loss(g Z B; Loss(g;) Z G E (X))2] (8)
és
Loss(g) = El(g(X) — f(X))]. 9)

A fenti formalizmust elészor [17] -ben definidltak és a az eljarast ,,ambiguity decomposition” (AD)-nek
nevezték. Folytatva a gondolatmenetet kapjuk, hogy

> BiBl(0i(X) — (X)) = 3257 — 1) (Bl X))
—i—Var[gi(X)]) — Zﬁzﬂj Cov(gi(X), gj(X)).
#J

gy, ha valamely (g;) és (§;) fiiggvényhalmazokra teljesiil, hogy E[g;(X)] = E[g;(X)] és Var[g;(X)] =
Var[g;(X)], akkor

Zﬁlﬁj gz < Zﬁlﬁj ( )] = LOSS( ) < LOSS(@)'
1#£] i#£]



A levezetés tanulsiga, hogy az E[g;(X)gj(X)] = 0, i # j feltétel csokkenti a veszteségfiiggvény
értékét.

Most legyen a k : R¢xR% — R egy pozitiv definit kernel, a H pedig a hozz4 tartozé reprodukélhaté
kernel-Hilbert tér (RKHS). {(z;,y;)}7_, jelolje az adatokat (itt is fiiggetlen, azonos eloszldst véletlen
valtozékat kell feltételezni), L(y, z) = (y — 2)? és f € H. Definidljuk a kdvetkezd feladatot

ZL xz » Yi +/\||f||27 (10)

ahol || |2 a H Hilbert tér normaja. Wahba 'reprezentécids tétele’ [33] alapjan ekkor f € span(®),
= (¢1,...,0n) ésa ¢; : RT — R filiggvényt a ¢;(x) = k(x;,2) definidlja. Tegyiik fel, hogy f = ®a
valamely a € R"-re. Ekkor (10) megolddsa a kovetkezd

R(a; X5 k) ZL (Pa)(z;), yi) + Al Ka, (11)
i=1
ahol K;; = k(x;,xj) és X = (x1,...,2,). Az X adathalmazra és rogzitett k kernel fliggvényre
egyszeriien csak R(a)-at irunk R(a; X; k) helyett.
Most tegylik fel, hogy ¢; = Pa; és g; = Paj. Ha a vdrhatd érték operdtort felcseréljiik az
empirikus varhaté értékkel, akkor kapjuk, hogy

n
0="> gi(za)gj(wr) = aff Ko, (12)
k=1

lgy az 'ambiguity’ dekompozicié alapjdn nyert ortogonalitasi feltétel esetén R(«) iterativ opti-

malizacidjara a kovetkezot kapjuk: ha mar adott aq, ..., «;, akkor
a1 = argmin{ R(«) | a?Kza =0,1<j<i}. (13)
«
Ha valamely k£ > O-ra aq, . .., o mar elédllt, akkor az optimalis §;-k is eléallithatdk példaul a legkisebb

négyzetek mddszerével. A fenti (13) egyenlet és a (3; meghatdrozdsa képezi a 'Decorrelated Learning
Regression (DLR)’ eljarast.

A (13)-as probléma megoldasa a Lagrange dudlisdnak elédllitasaval torténik. Ehhez tegyiik fel,
hogy a megoldas i. |épésében ® A; formdban adott a megoldds, ahol A; = [ay, ..., «;]. Most vegyiik
V. Vapnik [30] e-veszteség fiiggvényét, amelyet az L(y, z) = max(0, |y — z| — €) kifejezés definial.
Ekkor algebrai atalakitdsok utan a kovetkezo dualis kvadratikus programozasi feladathoz jutunk:

L(a, o, 3) = —%(a — o' K(a—a") = (a—a*)TK?24;8
- %5TA1'K3A1'5 + (a— ")y —e(a+a*)Te — max

st. 0 <a;af <C Vi



A.4 KADE: atlagos derivaltbecslo eljaras kernelekkel

Tegylk fel, hogy az ismeretlen f regresszionalandé fliggvény a kovetkez6 alakban irhaté

f(z) = fo(Bz), (14)

ahol B € R™*4 m <« d és BBT = I,,,. A fenti definicidban fy egy tn. kdzvetitd fiiggvény. A célunk
egy relevans m-dimenziés S = 3BT altér megtaldldsa, ahol a regresszié elvégzése hatékonyabb
[19]. Az atlagos derivéltbecsl6 eljaras alapotlete a kovetkezd: tekintsik f derivaltjat minden z € R
pontban ekkor az

def

F(z) = B fy(Bx) (15)

definiciéval kapjuk, hogy F'(x) € S.
Az alapotlet szerint most becsiiljik az f fuggvényt valamely nem parametrikus médszer al-
kalmazasaval. Jelolje ezt f tovdbba a becslésben felhaszndlt mintapontokat definidlja x1, ..., x,.
Most legyen
F(z) =d/dxf (16)

és szamitsuk ki a sajatérték-sajatvektor felbontdsat az
M=) F(x;)F(x)" (17)
i

méatrixnak. Ha F' = F, akkor konnyen lathatjuk, hogy az M matrixnak csak az elsé m sajatértéke
kiilonbozik nulldtsl. Mivel F csak egy kozelitése F-nek azt varhatjuk, hogy M-nek m-nél tobb nem
zérus sajatvektora lesz. A mddszer gyakorlati alkalmazdsa sordn a spektrumban egy jelentosebb esés
segit a relevans altér dimenziéjdnak meghatarozasat.

A kernel gépek alkalmazdsat javasoljuk az f becslésére, azaz f eléallitasara. Az igy kialakult
médszertant kernel atlagos derivaltbecslé eljarasnak (KADE) nevezziik. A kernel médszerek im-
plantalasat az ADE eljarasba az a gépi tanuldsban széleskorben elfogadott nézet indukdlja, hogy
ezek az eljarasok kevésbé érzékenyek az input tér dimenzidjara. A mddszerek ezen tulajdonsiga a
KADE eljaras iterativ alkalmazasanal példaul egy fontos szempont lehet.

A.5 Hipersik alapu klasszifikacié

A hipersik alapd klasszifikdciés mddszerek latszélag gyenge aproximatornak tiinnek a pozitiv es negativ
osztalyok elvalasztasa szempontjabdl. Hiszen kis dimenzids térben konnyen definidlhaték olyan minta-
halmazok, ahol a linearis elvdlasztds nem mukodik. A kernel otlet azonban éppen ezt a limitet oldja
fel es ezért Gjra fontossd valt a hipersik alapld médszerek vizsgélata.

Nagyon roviden hdrom mddszert mutatunk be. Az elso a hipersikos klasszifikaciot veszteségfliggvé-
nyekkel boviti ki, a masodik mddszer a regresszié formalizmusat haszndlja fel klasszifikiciéra az
irodalomban ismerttdl kulonbozo mddon. A harmadik eljdrds a mddszercsalad talan legfontosabb
eredménye, a 'Minor Component Classifier (MCC)', amely az input es output tér egy kozos térben
torténo kezelésével végez klasszifikacidt.
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A kernel otlet alkalmazasa utan a kovetkezo formulakat kapjuk:
a) Linedris klasszifikacié veszteségfiiggvényekkel a kernel tulajdonség térben:

minY g | vy aik <<’;> , ("f)) , (18)
i=1 j=1

ahol g egy veszteségfiiggvény, k pedig egy kernel. A megoldas hatékonyan Newton vagy kvazi-Newton
modszerekkel hatdarozhatd meg.
b) Linedris regresszid klasszifikdcidhoz: a dontési feliiletet a kdvetkezd kifejezés definidlja egy tetszdleges
z mintdra:

sign ((ZT1)X1(KTK)+KTY) , (19)

xI' 1
.1 . / X X;
X1 = : : €s Kij =k 1]\ : (20)
xI 1

c) A '"Minor Component Classifier' alakja a kovetkezé:

ahol

TKK
B B'KpB
ahol a K matrix a kiterjesztett mintavektorok paronkénti skaldrszorzataval definialt:
X X
Kij=k|vi]. |v (22)
1 1
A (21)-es feladat megoldasa a
REB = \KB (23)

sajatérték-sajatvektor probléma legkisebb nem trividlis sajatértékéhet tartozé sajatvektordnak meghata-
rozasaval torténik.

A.5 Konvex gépek

Tekintsuk ismét a klasszifikacié feladatat. Legyen adott n minta az R feletti X kompakt halmazon.
A mintakat jeloljék az x1, ..., X, vektorok, minden egyes x; mintdra legyen definidlt annak osztalya.
Az osztélycimkék altaldban c osztdlyos feladat esetén az {1,...,c} halmazbdl keriilnek ki és szokas
szerint y1,...,Yn jeloli. Mivel a tobbosztalyos problémak visszavezethetok kétosztalyos feladatokra
csak ez utdbbival foglalkozunk [12; 34]. Az osztdlycimkéket — szintén az &ltaldnos jelSlésrendszert
kovetve — ¢ = 2 esetén praktikusan -1, +1-re médositjuk az egyszeriibb irasmdd kedvéért.

Legyen V' a valds fiiggvények vektortere. S C V pedig a fuiggvények egy kivdlasztott halmaza:

S={n&), ... filx)},  fi: X =R (24)
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Span(S) jelolje az S elemei &ltal kifeszitett linearis teret:

k
Span(S) = {fa X = R fa(x) = Zaifi(x), xekX, a€ Rk} : (25)
i=1
A klasszifikacié feladatat a kovetkezd optimalizacids problémaval definidljuk:
min Ex yL(fa(),y), 26
oo gy Px (fa(z),) (26)

ahol L egy veszteségfiiggvény, az fo(x) prediktor minéségét méri, E pedig a varhatd érték operdtor
(x,y) felett.
Az (26)-0s egyenlet egy lehetséges megszoritasa a kdvetkezd:
min Ex ., H(yifalx;)). 27
fu@)eBou(5.5) %Y (Yifa(zi)) (27)
Itt az L(fo(z),y) -rél felteszzik, hogy H(y;fa(x;)) alakban all el, ahol H : R — R egy kétszer
folytonosan differencidlhatd, nemnegativ, csokkend, konvex fiiggvény. Box(S, B) tovdbba a Span(S)

megszoritdsa egy 'téglatest’ tipusu tartomanyra. Legyen B = By x --- x B, C R" nem lres interval-
lumok szorzata. Ekkor

k
Box(S,B) = {fa X = R fa(x) :Zaifi(x), xeX, a EB}. (28)
i=1

A fiiggvényapproximdcié feladata ritka mintdk esetén egy aluldefinidlt feladat [32], mar eddig is
két kiilonbozé megszoritast kellett tenniink a prediktor fiiggvény alakjara: i) fo(z)-t bazisfiiggvények
véges linedris kombindcijanak alakjdban keressiik, ii) a linedris kombinacié komponensei egy-egy
rogzitett intervallumba esnek. A regularizicids elmélet [7; 29] egy tovabbi praktikus megszoritast
indukal. Nevezetesen hozzaadunk a célfliggvanyhez egy regularizacids tagot:

: Ex o H(y; fo (2 Y 27 29
fa(z)eBon(s,B) Y (Yifa (i) + Al (29)

ahol A\ > 0 és A € RF*F egy tetszbleges szimmetrikus pozitiv definit matrix. Ezt a formalizmust
'"Konvex gépeknek’ (Convex Machines - CM) nevezziik.

A.5 Alapveto heurisztikak bazisfuggvény szelekciéhoz

Egy CM modell altal eléallitott diszkriminativ hiperfelulet
k
{z] ) ajfiz) =7, 2€X}, [ X—>R (30)
j=1

alakban irhaté fel rogzitett v € R kiszobszamra. A modell kiértékelésekor az osszegbdl elhagyhatdak
az a; = 0 egyiitthatéval szerepld elemi elvalaszté fiiggvények. A megmaradt tagok definidljdk a CM
tarkomplexitdsat, ritkasdgat. Természetesen minél tobb az elhagyhaté elem, anndl gyorsabb lesz a CM
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modell kiértékelése, lehetOoséget teremtve a gyors valaszidejli alkalmazasokban torténo felhasznalasra.
Az egylitthatok értékét azonban a feladat optimalis megolddsa hatdrozza meg, amelyre ritkasag szem-
pontjabdl kozvetlen hatdssal nem lehet élni a paramétereken keresztil, a teljesitmény romlasa nélkdil.

A megoldas ritkasdganak kontrollalasa végett korldtozzuk az elemi elvélaszté fliggvények szamat,
azaz a CM modell értelmezési tartomanyat

k
> Isign(os)| < q (31)
=1

feltétellel szlkitjik le. Egy ilyen tipusii megszoritds sérti a tartomany zart és konvex tulajdonsagat,
igy a feladat kombinatorikus Uton torténé megolddsara késztet. Célunk a lehetséges elemi elvalaszté
fuggvényeknek azt a ¢ szdmossdgl részhalmazat kivalasztani, amellyel a klasszifikacids feladat a legjob-
ban oldhaté meg. Ez a probléma NP nehéz [5], igy heurisztikak alkalmazdsa keriil el6térbe, amelyek
épulhetnek a sajat célfiiggvénylikre, vagy a CM modell eltér6 paraméterezésli mikodtetésére is. A
tovabbiakban ezeket tekintjuk at.

A kovetkezokben olyan eljarasokkal foglalkozunk, amelyek egy ¢ elemi részhalmaz kivalasztasa
soran nem a CM modell célfliggvényét hasznaljik fel.

RANDOM A legegyszeriibb stratégia a véletlen mintavalasztas, amikor a k bazisfuggvénybdl ¢ elemii
véletlen mintat vesziink. Az eljards nem rendelkezik célfiiggvénnyel, igy tobbszori végrehajtas
utdn az adédd legjobb mintat tartjuk meg.

MGRAMM A CM modell a bazisfliggvények egy linedris kombinacidjaval kozeliti az optimalis elvélasztd-
fellletet. Ezért a kozelitést elegend6 elvégezni a bazisfliggvények terének egy tetszoleges bazisan,
amit példaul Gramm-Schmidt ortogonalizaciéval kaphatunk meg. A bazis szamossaga a fliggvény-
halmaz rangja, ami tullépheti a kivalasztani kivant g elemet. Masrészrol az eljaras egy orto-
gonalis fuggvényrendszert allit el6 az eredeti bazisfliggvények linedris kombinacidival, az egyes
fuggvények kivalasztdsa helyett.

Ezért egy olyan iterativ kivdlasztasi stratégidt definidlunk, amely a Gramm-Schmidt ortogo-
nalizacié egy modositott valtozatara épul. Minden 1épésében a lehetséges fliggvények kozul azt
vélasztjuk, amely maradéktagjdnak normdja maximalis. Az eljards eredménye nem maga az orto-
gondlis fliggvényrendszer lesz, hanem azon bazisfliggvények, amelyek linedris kombinacidjaként
felépulnek az ortogonalizacié soran kialakitott fliggvények.

Tegylk fel, hogy az elemi elvalasztéfiggvények az Lo tér elemei, igy a skaldrszorzds a szorzatfigg-
vény integraljaval szamithatdé. Ha az integrdl kiszadmitdsdra nincs lehetdség, akkor a kovetkezd
kozelitéssel éliink az algoritmus soran:

(f.9) =) fx)g(xi) fg:X >R (32)
=1

CORR Az MGRAMM médszerhez hasonlé eljarast kaphatunk, ha az iteracid sordn az 4j bazisfuggvényt
ugy vessziik be a kivalasztott baziselemek listajaba, hogy az a mar korabban kivalasztott ele-
mekre leginkabb merdleges legyen. A CORR mddszer ennek a mértékét a kivalasztott elemekkel
torténd merdlegesség négyzetének osszegével definialja.
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A.6 Komplex heurisztikak bazisfuggvény szelekciohoz

A mérték alapu részhalmaz-kivalasztasi probléma a mesterséges intelligencia mas tertletein is eléfordul,
ilyen tertlet példdul a tulajdonsdg szelekcid. Itt a mintapontok m dimenziéjabdl kell azt az r kom-
ponenst kivédlasztani, amellyel a klasszifikacié a legjobban megoldhatd az adott gépi tanulasi algorit-
mussal [24]. A teriileten kidolgozott algoritmusok felhaszndlhatéak az elemi szeparatorfiggvények ¢
elemii részhalmazanak kivédlasztasara is, ha a mértéket a CM modell célfiiggvényével helyettesitjuk.

SFS A Sequential Forward Selection (SFS) algoritmus a mérték minimalizalasanak egy mohé megkoze-
litése. Az ulres halmazbdl kiindulva minden |épésben a lokalisan optimalis elemmel boviti az

indexhalmazt, visszalépések nélkiil.

PTA Az SFS algoritmus szekvencialis miikodésii, azaz a megel6z6 |épések lokalis optimum alap
vélasztdsanak kihatdsait a késobbi lépésekben nem lehet korrigdlni. A probléma felolddsanak
egyik lehetésége a Plus | Take Away r (PTA(l,r)) megkozelités. Minden [ SFS tipust bdvitési
|épés utan r elemet eltavolitunk szekvencialisan Ggy, hogy a mérték értéke minden I[épésben a

lokalis optimumba kerdiljon.

SFFS A PTA eljdras miikodése sordn [ bovitési 1épést mindig r sziikitési koveti. Emiatt el6fordulhat,
hogy akkor is végrehajtunk szlikitési |épést, amikor az el6allé6 megoldds rosszabb mértékkel
rendelkezik, mint az eddigi vele megegyez0 szamossagl. Forditott helyzet is adédhat, azaz nem
szlikitunk, mikozben jobb mértékkel rendelkezé megolddst kapnank adott szinten. Ezt kiiszoboli
ki a Sequential Forward Floating Selection (SFFS) algoritmus, amely minden SFS tipust bévitési
|épés utan addig tavolit el elemeket szekvencidlisan, amig a mérték adott szinten meghaladja

az eddigi legjobbat.
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