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2.2.3. Árapály töltésű Taub-NUT-(A)dS megoldás . . . . . . . .. . . . . . . 60
2.2.4. Megfeleltetés a töltött Taub-NUT-(A)dS téridővel . . . . . . . . . . . . 62
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Előszó

Einstein dolgozta ki az univerzum önkonzisztens vizsgálatára alkalmas elméletet, az általános
relativitáselméletet. Hubble megfigyelésének köszönhetően, még az̋o korában változott meg
az az elképzelés az univerzumról, hogy nem állandósult állapotban van, hanem folyamatosan
változik, tágul. A tágulást lassulónak hitték. Mára már sokkal több megfigyelés áll rendelke-
zésre a világegyetemről, és új kérdések láttak napvilágot. Az elmúlt évtizedben akozmológia
központi témájává vált az úgynevezett sötét anyag és sötét energia mibenlétének tisztázása. A
galaxis-halmazok mozgásának tanulmányozásából már régóta ismeretes, ahhoz hogy az általá-
nos relativitáselmélet kompatibilis legyen a megfigyelésekkel, valamilyen nagy mennyiségben
jelenlév̋o nem világító anyag jelenléte szükséges. Azonban csak a múlt évtizedben az Ia típusú
szupernóvák megfigyelésével vált világossá, hogy jelenlegegy másik, az er̋os energia-feltételt
sért̋o anyagfajtának kell dominálnia. Az erős energia-feltételt sértő anyagfajták képesek az uni-
verzum gyorsuló tágulását okozni.

Eddig nem sikerült megfigyelni sem a sötét anyagot, sem a sötét energiához köthető anya-
got. Csak a kozmikus tágulásra, a struktúraképződésben, és a galaxisok dinamikájában szerepet
játszó gravitációs hatásuk ismert. Ezért e két anyagtípusra létezik egy a fentiektől eltér̋o alter-
natív elképzelés is. E szerint nem, vagy nem csupán ismeretlen anyagok gravitációs hatását
látjuk a megfigyelésekben, hanem maga a gravitációs dinamika tér el az általános relativitásel-
méletit̋ol. A húr / M elmélet, ami az egyesített elmélet egy lehetséges jelöltje, több alternatív
gravitációs modellt is motivált. Közülük az egyik a Randall-Sundrum II-es típusú brán modell.

A dolgozat két téma köré épül:

• a magasabb dimenziós modellek közül az általánosított Randall-Sundrum II-es (RS2) tí-
pusú brán-világ modell;

• és egy olyan kozmológiai modell tanulmányozása, amelyben asötét energiát tachion me-
ző biztosítja [1].

A dolgozat 1. fejezete a bevezetést tartalmazza. Itt áttekintem a kozmológiai szempont-
ból fontosabb megfigyeléseket. Bemutatom a legegyszerűbb kozmológiai modellt (ΛCDM),
amely összhangban van a megfigyelésekkel, ha ismeretlen anyagok jelenlétét feltételezzük. Az
1.2. fejezetben a sötét energia jelölteket veszem számba. Utána részletezem az általam vizs-
gált tachion kozmológiai modellt (1.3. fejezet). Az 1.4. fejezet tartalmazza a kozmológiai
szingularitások rövid összefoglalóját. Az alternatív gravitációs modelleket az 1.5. fejezetben
tekintem át. Közülük a dolgozatban vizsgált RS2-típusú brán-világ modellt az 1.6. fejezetben
részletezem.

A 3.2.2. alfejezet kivételével az új eredményeket a 2.-3. fejezetek tartalmazzák.
A dolgozat az alábbi RS2 brán-világ modellre támaszkodó kutatásokat mutatja be (2. feje-

zet):

• Kidolgozok egy a magasabb dimenziós gravitációs dinamika leírására alkalmas formaliz-
must, ami a térid̋o 3+1+1 alakú felbontásához illeszkedik (2.1. fejezet). Ezáltalánosítása
az általános relativitáselméletben kidolgozott, kinematikai és gravito-elektro-mágneses
mennyiségeket használó 3+1 kovariáns formalizmusnak [2],illetve az RS2 modellekre
általánosított brán 3+1 kovariáns formalizmusnak [3]. Figyelembe veszem a lehetséges
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örvényeket, így a formalizmus általánosításaként tekinthető a kanonikus változókat hasz-
náló s+1+1 leírásnak [4], [5]s = 3-ra. A 3+1+1 formalizmus egyenleteinek egy alcso-
portjából megkonstruálhatók olyan egyenletek, melyek leírják a gravitációs dinamikát a
bránon. Ezek általában nem zártak. A 2.1.7. alfejezetben tárgyalok a brán egyenletekre
egy a korábban ismertnél általánosabb záródási feltételt;

• A kidolgozott formalizmus felhasználásával a 2.2. fejezetben stacionér, lokálisan forgás-
szimmetrikus új brán megoldást vezetek le. A megoldás tartalmaz egy árapály töltés
paramétert, ami a magasabb dimenziós gravitációs hatások miatt jelenik meg. A para-
méter negatív értéke erősíti a gravitációt a bránon. Pozitív értékeire pedig az általános
relativitáselméletben ismert töltött Taub-NUT-(A)dS téridőnek feleltethet̋o meg;

• A Friedmann brán szimmetriáival és negatív kozmológiai állandóval rendelkez̋o 5-dimen-
ziós (5d) térid̋ok osztályát [6]-ban adták meg (ez 5d Birkhoff-tételként ismert). A tételt
sérti a [7]-ben talált metrika, amely rendelkezik a fenti szimmetriákkal, azonban [6] bi-
zonyítása rá nem alkalmazható. A [7] cikkben megfogalmaztak egy olyan sejtést, ami az
5d Birkhoff-tétel kiterjeszthetőségét kínálja. A 2.3. fejezetben bizonyítom ezt a sejtést
azáltal, hogy megmutatom [7] metrikája a tételben szereplő extrémális térid̋o degenerált
horizont téridejét írja le. Pozitív 5d kozmológiai állandóesetén pedig [7] metrikája szin-
tén egy fekete lyuk megoldás degenerált horizontját adja.

• Megvizsgálom az aszimmetrikusan beágyazott zárt Friedmann brán kozmológiai evolú-
cióját párolgó 5d fekete lyuk jelenlétében (2.4. fejezet).A fekete lyuk sugárzásának
figyelembe vétele csak perturbatívan hat a brán fejlődésére. Ez annak köszönhető, hogy
két egymással ellentétes hatás lép fel. A sugárzás azon része, amit a brán elnyel erősíti a
brán öngravitációját. Másrészt a sugárzásnak a bránra kifejtett nyomása a gyorsuló koz-
mikus tágulást segít elő. Létezik olyan transzmisszió függő kritikus kezdeti brán energi-
asűrűség, amikor a Hawking sugárzás miatt fellépő két egymással versenyző hatás közel
kioltja egymást. Növekv̋o transzmisszió esetén csökken a kritikus brán energiasűrűség
és romlik a kritikus viselkedés. A félig áteresztő bránok rekollapszusa gyorsabb magas
transzmisszió esetén;

• Néhány brán-világ modellre származtatom a luminozitás-vöröseltolódás reláció analiti-
kus kifejezését (2.5. fejezet). A relációt SAdS5, illetve 5d Vaidya-Anti-de Sitter térid̋obe
(VAdS5) szimmetrikusan ágyazott sík Friedmann bránokra írom fel.A modelleket tesz-
teljük az Ia típusú szupernóva (SNIa) adatokkal. VAdS5-be történ̋o beágyazás esetén a
modellek jó egyezést mutatnak a szupernóva adatokkal, és nem sértik a brán-feszültségre
ismert korlátokat sem. Ezekben a modellekben a brán és a külső 5d régiókban található
fekete lyukak között energia kicserélődés megy végbe oly módon, hogy a brán sugárzik.

A 2.5. fejezetben azt vizsgálom, hogy az Ia típusú szupernóva megfigyelésekb̋ol szárma-
zó távolságmodulus adatok támogatják-e azt a kozmológiai modellt, amelyben a sötét energiát
tachion mez̋o biztosítja [1]. A megfigyeléseket legjobban kielégítő kezdeti feltételekkel nume-
rikusan fejlesztem a modell egyenleteit, és megvizsgálom ajövő evolúciót. Azt találom, hogy a
szupernóva adatok támogatnak olyan lehetséges időfejlődést is, amely az úgynevezett Big Bra-
ke (Nagy Megtorpanás) szingularitásba tart. Tárgyalom, hogy a Big Brake szingularitás elérése
az univerzumnak nem végállapota.

Az utolsó fejezet az összefoglalást tartalmazza.
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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Megfigyelések, a standard kozmológiai modell és az inflá-
ció

Az univerzum talán legfontosabb tulajdonsága a nagy skálájú homogenitása és izotrópiája, ami-
ket kozmológiai szimmetriáknak nevezünk. Ezek a tulajdonságok biztosítják, hogy azon meg-
figyelésekb̋ol, melyeket a Földr̋ol, illetve Földközelb̋ol végzünk, következtetéseket vonhassunk
le az univerzum egészére. Korábban az univerzum homogenitása és izotrópiája feltevések vol-
tak, amitkozmológiai elvnek neveztek. Ha az univerzumban nem vagyunk speciális helyen,
vagy valamilyen ponttól speciális irányban, akkor ez a feltevés ésszerű. A kozmológiai elv kí-
sérleti alátámasztása csak a XX. század végén sikerült a néhány ezer [8], több százezer [9] és
100 millió (ezek közül 1 millónak a vöröseltolódását is meghatározták) [10] galaxist tartalmazó
égtérképek elkészítésével. A megfigyelések azt mutatják, hogy 300Mpc-es skálán mindenféle
struktúra eltűnik. Az égbolt térképek elkészítésével meghatározható az univerzum anyagelosz-
lását jellemz̋o teljesítmény-spektrum. A kozmológiai modellekből ez szintén számolható.

A nagy léptékű kozmológiai szimmetriákat közvetetten a megfigyelt Hubble tágulási tör-
vény is alátámasztja, hiszen belátható, hogy ez az egyetlentágulási törvény, ami összhangban
áll velük. A kimért tágulási törvény ugyanakkor azt is mutatja, hogy korábban az univerzumnak
kisebbnek kellett lennie.

Homogén és izotróp téridő fóliázható 3-dimenziós (3d) térszerű felületekkel. Megmutatha-
tó, hogy a 3d hiperfelületek konstans görbületű terek, amik vagy gömbfelületek, vagy eukli-
deszi terek, vagy hiperboloidok [11]. Aτ paramétert sajátid̋onek választva (kozmológiai idő)
a homogén és izotróp téridő geometriáját a Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW)
metrika adja [11]:

ds2
FLRW = −dτ 2 + a2 (τ)

[
dr2

1 − kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)]
. (1.1)

Itt (r, θ, ϕ) együttmozgó koordináták,a a skálafaktor ésk = 0, ±1 a görbületi index. Afizikai
radiális távolságot ar adja. Hasznos alternatív formája a FLRW metrikának

ds2
FLRW = −dτ 2 + a2 (τ)

[
dχ2 + r2 (χ; k)

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)]
, (1.2)

ahol

r = r(χ; k) =





sin χ , k = 1 ,
χ , k = 0 ,

sinh χ , k = −1 .
. (1.3)

Itt χ egy másik együttmozgó radiális koordináta.
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Az Einstein egyenleten keresztül kapjuk, hogy aTab energia-impulzus tenzor az alábbi alakú

Tab = ρuaub + phab , (1.4)

aholhab a 3d térszerű hiperfelület metrikája. IttTab egyρ energiasűrűségű ésp nyomású ideális
folyadék energia-impulzus tenzora. Az anyag nem sérti az erős energia-feltételt, haρ + 3p > 0
(c = 1 egységekben).1 Ha az állapot-egyenletp = wρ , akkor ezw > −1/3-ra teljesül.
A w paramétertbarotropikus indexnek nevezzük. Két fontos esetew = 0 (por) és aw =
1/3 (sugárzás). Ezekben az esetekben a 1.1. ábra mutatja a skálafaktor lehetséges evolúcióját
különböz̋o k görbületi indexekre. Érdemes megfigyelni, hogy az univerzum lassulva tágul.

a

t

k=-1
k=0

k=1

a

t

k=-1
k=0

k=1

a

t

k=-1
k=0

k=1

1.1. ábra.A skálafaktor evolúciója különböző k görbületi indexekre, amikor az univerzum anyagát leíró
ideális folyadék barotropikus indexe0. Ez a három típusú fejlődés figyelhet̋o meg akkor is, amikor
w = 1/3.

Már a XX. század els̋o felében voltak arra utaló jelek, hogy az univerzum jelentős elekt-
romágnesesen nem sugárzóhideg sötét anyagot (állapot-egyenlete:p = 0; cold dark matter;
CDM) is tartalmaz. A Coma-halmaz galaxisainak tanulmányozásakor kiderült, hogy a galaxi-
sok sebessége jóval nagyobb annál a szökési sebességnél, mint ami a halmaz világító anyag
komponenseib̋ol származtatható [12], [13]. A galaxisok röntgensugárzását megfigyel̋o ROSAT
mesterséges hold mérései később kimutatták, hogy számos spirális galaxisban a csillagközi gáz
T ∝ 107 − 108K hőmérsékletű sugárzást bocsájt ki. Ehhez azonban a sugárzást kibocsájtó
atomok átlagos sebessége megint csak meg kell haladja a galaxis látható anyag tömegéből szár-
maztatható szökési sebességet [13].

Gömbszimmetrikus anyag eloszlást feltételezve a centrumtól r sugarú pályán mozgó ré-
szecske sebesség négyzetev2 = GM (r) /r, ahol M az r sugáron belüli össztömeg ésG a
gravitációs konstans. A tömegsűrűséget állandónak tekintve a tömegeloszláson belül mozgó
részecske sebessége lineárisan nő a sugárral. Az anyag eloszláson kívül azonban sebessége
négyzetgyökösen csökken.

A spirál galaxisok karjaiból származóH atomok hiperfinom (21cm-es) sugárzása ellenben
azt mutatta, hogy az atomok sebessége állandósuló értéket vesz fel távol a látható anyag határá-
tól [13]. A megfigyelések magyarázhatók, ha feltesszük, hogy a látható anyagot körülveszi egy

1A dolgozat nagy részébenc = 1 egységekben dolgozok, néhol azonban feltüntettem ac hatványokat. Ez
félreértésekhez nem vezet, hiszen dimenzió analízisből mindig kiderül, hogy hol milyenc hatványok kerültek
elhagyásra.
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gömbi eloszlású sötét anyag halo, aminek tömegvonzása határozza meg dominánsan a látható
anyag határán túl a részecske mozgását.

1.2. ábra.A FIRAS mérte háttérsugárzás spektrum. Ez egy tökéletesT = 2.725 ± 0.002K hőmérsék-
letű feketetest-sugárzás [14].

A sötét anyagról tudjuk, hogy (i) igen stabil, mert napjainkra nem bomlott el, (ii) az elektro-
mágneses sugárzással csak gyengén hathat kölcsön, hiszen “sötét”, (iii) sűrűsége, mint később
látni fogjuk, Ωdm ≈ 0.228. A neutrínók teljesítik az els̋o két feltételt, azonban a lecsatolódás
körüli termikus adatokból meghatározott számsűrűségükből, és figyelembe véve a tömegükre
ismert korlátokat következik, hogy a sötét anyag sűrűségének mintegy ezredét képesek csak
kitenni [13]. A sötét anyag lehetséges jelöltjei a szuperszimmetrikus térelméletben megjelenő
gyengén kölcsönható nagy tömegű részecskék (WIMP-ek).

Az ősrobbanás elmélete szerint az univerzum korábban sokkal kisebb volt, és fotonok által
szorosan csatolt protonokból, illetve elektronokból állóplazma töltötte ki. Ebben a plazmában
hullámszerű gerjesztések voltak a fotonoknak a töltött részecskéken való intenzív szóródása
miatt. A protonok és elektronok eloszlása nem volt egyenletes, amit követett a fotonok sűrűsé-
geloszlása is a csatolásnak köszönhetően.

Ebben az id̋oszakban a protonok elektron befogása miatt pillanatnyilag kialakuló atomokat
a fotonok rögtön ionizálták. A fotonok hőmérséklete fordítottan arányos az univerzum skála-
faktorával. Ennek következtében a fotonok energiát veszítenek a tágulás során, így idővel már
nem voltak képesek ionizálni a kialakuló atomokat (rekombináció).

A fotonok a szóródás hiánya miatt szabadon fejlődtek a továbbiakban (lecsatolódás).
Mivel a fotonok eloszlása a lecsatolódásig követte a nem relativisztikus anyagét, ezért hő-

mérsékletingadozásaik az akkori sűrűségeloszlást mutatják. A nagyobb sűrűségű részből szár-
mazó fotonok h̋omérséklete egyrészt nagyobb kell legyen a nagyobb energiasűrűség miatt, mint
a ritkább helyr̋ol származóknak. Másrészt a nagyobb sűrűségű helyekről származóknak a na-
gyobb gravitációs potenciál gödörből való kilépésnek köszönhetően a vöröseltolódásuk is na-
gyobb kell legyen. A két hatás közül az utóbbi a domináns, ígya nagyobb sűrűségű helyről
származó fotonok az átlagosnál kisebb hőmérsékletűek (Sachs-Wolfe effektus).
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A nem relativisztikus anyagról lecsatolódott fotonok alkotta sugárzástkozmikus mikrohullá-
mú háttérsugárzásnak (Cosmic Microwave Background; CMB) nevezzük. A lineáris perturbá-
ciószámításban a gravitációs potenciál konstans, ha a görbületi index zérus (látni fogjuk, hogy
a megfigyelések ak = 0 univerzumot tüntetik ki) és az univerzumot por tölti ki. A por kompo-
nenst a barionikus és a hideg sötét anyag alkotja. A potenciál csökken, ha a kozmológiai állandó
(állapot-egyenletep = −ρ) dominál. A lecsatolódás id̋oszakában és utána a fotonok által érzé-
kelt gravitációs potenciálok változása megjelenik a hőmérsékleti spektrumban. A lecsatolódás
korszakában a gravitációs potenciál azért változik, mert asugárzás mennyisége még jelentős
a porhoz képest (korai integrális Sachs-Wolfe effektus), kés̋oi korszakban pedig a kozmológiai
állandó dominál (késői integrális Sachs-Wolfe effektus).

Amikor a sűrűségperturbációk nem-lineárissá válnak a gravitációs potenciál újból növe-
kedni kezd még akkor is, hak = 0 és a hideg sötét anyag dominál. Ennek hatását a CMB
fluktuációkraRees-Sciama effektusnak nevezzük.

Az univerzumban kialakult nem-lineáris struktúrák lencséző hatása szintén befolyásolja a
spektrumot (halmazok lencsézése).

Az els̋o csillagok kigyulladása ionizálja a csillagközi gázt (reionizáció). A fotonok így
újból szóródhatnak a szabad elektronokon, ami információtmos ki az els̋odleges h̋omérsékleti
fluktuációból.

A mérések alapján a háttérsugárzás majdnem tökéletes feketetest-sugárzás (1.2. ábra). A
feketetest-sugárzástól azonban az úgynevezettSzunyaev-Zeldovics effektuseltérést okoz. Ugyan-
is a CMB spektrum torzul, amikor a háttérsugárzás fotonjai a galaxis-halmazokban lévő forró,
intenzív röntgensugárást kibocsátó gázba hatolnak. Itt a fotonok újból szóródnak a gáz szabad
elektronjain, és energiát kapva tőlük megváltozik a hullámhosszuk, így a sugárzás hőmérsék-
lete is (Szunyajev-Zeldovics effektus). Ennek köszönhetően a legnagyobb hőmérsékletingado-
zásokat a galaxis-halmazok irányában észleljük. A Szunyajev-Zeldovics effektusnak 3 típusát
különböztetik meg:

• A feketetest-sugárzástól eltérést okozó hatások:

– termális Szunyajev-Zeldovics effektus: ekkor az elektronok a magas hőmérséklet
miatt rendelkeznek nagy energiával;

– nem termális Szunyajev-Zeldovics effektus: ekkor az elektronok a nagy sebességük
miatt rendelkeznek nagy energiával (relativisztikus elektronok);

• kinematikai Szunyajev-Zeldovics effektusakkor jelentkezik, amikor a szóró közeg moz-
gása eltér a Hubble áramláshoz képest. Ekkor a szóró gáz rendszerében a CMB anizot-
rópnak tűnik, amit a szórás izotrópizál. Ez utóbbi effektus nem okoz eltérést a feketetest-
sugárzástól a CMB-ben, de a hőmérsékletet módosítja, és lehetőséget nyújt a halmaz
pekuliáris mozgásának meghatározására.

A háttérsugárzás majdnem tökéletes feketetest-sugárzás jellege [15] mutatja, hogy az uni-
verzum termikus egyensúlyban volt a sugárzás keletkezésekor. A WMAP által a közvetlenül
mért mikrohullámú égtérkép tartalmaz egy domináns dipól tagot a CMB nyugalmi rendszeré-
hez képesti mozgása miatt, illetve tartalmazza a Tejútrendszer extra sugárzását. A dipól tag és
a Tejútrendszer sugárzásának levonása után az 1.3. ábra mutatja a több frekvencián mért (23
GHz, 33 GHz, 41 GHz, 61GHz, 94GHz) adatokból összeállított égtérképet.

Az Ia típusú szupernóvák azonos tömegű (1.4 Naptömeg) fehér törpék felrobbanásából szár-
maznak, ezért jelentős hasonlóságokat mutatnak. A felvillanások erőssége azonban nem pon-
tosan egyenlő. Az észlelt szupernóvák fényessége függhet attól is, hogymilyen környezetben
robbantak fel, de az eltérést feltehetően inkább az okozza, hogy nem pontosan azonos tömegű
és összetételű csillagokból jöttek létre. Jól megalapozott kalibrációs módszereket alkalmaz-
va meg lehet határozni az objektum maximális luminozitásáta robbanás referencia rendsze-
rében. A meghatározás az emittált luminozitás időfügg̋o változásának analizálásával történik
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1.3. ábra.A háttérsugárzás WMAP 5 év adataiból összeállított égtérképe [16].

(Multi-Color Light Curve analízis) [17], [18]. Ebben az eljárásban a megfigyelt paramétereket,
a fénygörbe alakjátés azemisszió spektrális eloszlásátkell az aktív galaxis maggal rendelke-
ző galaxis referencia rendszerébe konvertálni. Távoli szupernóvákra a konvertálásban számba
kell venni az id̋o-dilatációt és az úgynevezettK-korrekciót [19]. AK-korrekció azt veszi fi-
gyelembe, hogy távoli szupernóvákra, ahol a vöröseltolódás jelent̋os, a műszereink, melyek a
látható fény tartományában érzékenyek, valójában a forrásreferencia rendszerében az ultraibo-
lya tartományban kibocsátott fényt mérik. Ezek a módszerekfüggenekz-től, de függetlenek
a kozmológiai modellt̋ol. Végrehajtva ezeket a korrekciókat egy jól kalibrált maximális lumi-
nozitás kapható az Ia típusú szupernóvákra, és ennek következményeként ezek a szupernóvák
standard gyertyáknak tekinthetők. Emiatt adL(z) luminozitás távolságuk meghatározható. A
vöröseltolódás pedig az aktív galaxis maggal rendelkező galaxisok spektroszkópiai analízisé-
ből kapható. Az A mellékletben részletesen bemutatom a luminozitás-vöröseltolódás reláció
elméleti meghatározását, amit 3.1.1-ben és a D. mellékletben használni fogok.

A megfigyelések alapján a mért luminozitás távolság gyorsabban n̋o z-vel, mint abban az
esetben, amikor az univerzumot kitöltő anyag típusokat az erős energia-feltételt teljesítő ideális
folyadékokkal modellezzük nagy skálán. Emiatt az univerzumot kitöltő anyagfajták között len-
nie kell olyannak, ami sérti az erős energia-feltételt, és jelenleg dominál. Az 1.1. ábrán látható
skálafaktor viselkedéshez vezető modellek nem tudják megmagyarázni az Ia típusú szupernóva
megfigyeléseket.

A legegyszerűbb olyan modell, amely képes megmagyarázni az említett megfigyeléseket a
ΛCDM modell. AΛCDM modellben három különböző állapotegyenletű ideális folyadék kom-
ponens tölti ki az univerzumot. Ap = wρ állapot-egyenletetben aw = 1/3-hoz tartozik a
sugárzási komponens, a CMB fotonok. Aw = 0 a por komponenseket: a barionikus és a sö-
tét anyagot jellemzi; míg aw = −1 az er̋os energia-feltételt sértő kozmológiai állandót, ami
a legegyszerűbb típusa a sötét energiának. A sugárzási komponensek energiasűrűségea−4-el,
míg a por komponensekéa−3-al arányos. Ezért az univerzum tágulása során, mégha valaha
a sugárzási komponensek is domináltak, idővel mindenképp elhanyagolhatóvá válnak a por-
komponensekhez képest. A CMB megfigyelések alapján az anyag,és a sugárzás egyenlősége
z ≈ 3141-nél (z a vöröseltolódást jelöli) volt, megelőzve a foton lecsatolódástz ≈ 1091 [20].
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(a) (b)

1.4. ábra.(a) ábra: Az univerzum fejl̋odése, illetve a szupernóva, a galaxis-halmazok és a CMB csúcsok
tanulmányozásából származó kényszerek az (ΩΛ =“vacuum energy density”,Ωρ =“mass density”)
paramétersíkon [21].(b) ábra: Az ismert anyag (“Atoms”), a sötét anyag (“Dark Matter”) és a sötét
energia (“Dark Energy”)%-os aránya jelenleg (felső ábra), illetve korábban, amikor a sötét energia még
elhanyagolható volt, de a fotonok (“Photons”) és a neutrínók (“Neutrinos”) számottev̋oen hozzájárultak
a teljes energiasűrűséghez (alsó ábra) [22].

Az univerzum kés̋oi fejlődési szakaszában a kozmológiai állandó veszi át a dominánsanyag
szerepét gyorsuló tágulást okozva. Ez képes megmagyarázniaz Ia típusú szupernóva megfi-
gyeléseket. Amikor a kozmológiai állandóhoz képest már minden más anyag energiasűrűsége
elhanyagolható lesz (ez a de Sitter univerzum) az univerzumtágulása exponenciálissá válik.

Azt az energiasűrűséget, amelynél a görbületi index elt˝unik, kritikus energiasűrűségnek ne-
vezzük (lásd kés̋obb az (1.72) Friedmann egyenletet):

ρc =
3

κ2
H2 , (1.5)

ahol κ2 a gravitációs csatolási állandó, ésH = ȧ/a a Hubble paraméter. AΛCDM modell
a három anyag-típushoz köthetően három kozmológiai paraméterrel rendelkezik, amiket úgy
vezetnek be, hogy képezik a kritikus energiasűrűséghez képesti arányuk jelenlegi értékét:

Ωr =
ρr0

ρc0

=
κ2ρr0

3H2
0

, Ωρ =
ρρ0

ρc0

=
κ2ρρ0

3H2
0

, ΩΛ =
ρΛ0

ρc0

=
Λ

3H2
0

. (1.6)

Itt azr ésρ index a sugárzást, illetve a port jelenti, a0 index a mennyiségek jelenlegi értékét,Λ
pedig a kozmológiai állandó. Egy negyedik paraméter a görbületi konstanshoz tartozik:

Ωk =
−k

H2
0

.

A paraméterekre a Friedmann egyenletből kapható egy összefüggés:

1 − Ωk = ΩΛ + Ωr + Ωρ , (1.7)

így csak három független közülük. Mivel a sugárzási komponens energiasűrűsége jelenleg igen
csekély,Ωr elhanyagolható a többihez képest. Az 1.4a ábra mutatja az univerzum viselkedé-
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sét különböz̋o ΩΛ ésΩρ paraméter párosokra. AzΩk = 0 görbe választja el a zárt és nyílt
univerzumokat. AzΩΛ = 0 a határ az örökké táguló és a rekollapszálló univerzumok között
(az0 ≤ Ωρ ≤ 1 tartományban), amígΩΛ = Ωρ/2 egyenes határolja a gyorsulva és a lassulva
tágulás tartományait. Az 1.4. ábrán a "no Big Bang" jelöli azt a paramétertartományt, ahol a
múltban a skálafaktor értéke sosem volt nulla. Itt a múlt felé haladva a skálafaktor csökken,
majd azΩΛ ésΩρ-tól függően valahol újból átmegy növekedésbe. Az aközötti határvonal, hogy
múltban a skálafaktor elérheti-e a nullát, vagy sem, egy harmadfokú egyenlet megoldására ve-
zethet̋o vissza, ami megadja azΩΛ ésΩρ kapcsolatot [23]. Hasonló igaz az örökké táguló és a
rekollapszálló univerzumok közötti határvonalra azΩρ > 1 tartományban, amikor azt keressük,
hogy a skálafaktor a jöv̋oben elérheti-e a nullát. A skálafaktor nulla értéke speciális szingu-
laritásoknak felel meg:Ősrobbanás(ha a múltban volta = 0) ésNagy Összeroppanás “Big
Crunch” (ha a jöv̋oben lesza = 0). A szingularitások különböz̋o típusait az 1.4. fejezetben
mutatom be.

1.5. ábra.A háttérsugárzás teljesítmény-spektruma a WMAP 5 év, ACBAR, Boomerang és CBI kísér-
letekb̋ol. A folytonos vonal a legjobban illeszkedő ΛCDM modell esetén számolt teljesítmény-spektrum
[24].

Az 1.4a ábrán a szupernóva, a galaxis-halmazok és a CMB csúcsok tanulmányozásából
származó kényszerek is fel vannak tüntetve. A CMB csúcsok helyzete és nagysága (1.5. ábra)
rendkívül érzékeny a kozmológiai paraméterekre:

• a els̋o csúcs helyzete nagyon pontosan ak = 0-t jósolja, ami jól látszik az 1.4. ábrán;

• a els̋o csúcs nagysága és a második csúcs létezése eredményezi, hogy a (i) teljes hideg
anyag (por) sűrűség kisebb, mint ami ahhoz kell, hogyk = 0 legyen;(ii) hideg sötét
anyag létezik, és az̋o energiasűrűsége nagyobb, mint a barionikus anyagé [25].

• a csúcsok helyzetei és nagyságai együtt eredményezik, hogysötét energia létezik.

A csúcsok helyzeteinek, és nagyságainak pontos ismerete megjósólja a sötét energia létezé-
sét, és számot adΩΛ, Ωdm (adm index a hideg sötét anyagra utal),Ωb (b a barionokat jelenti) és
H0 értékér̋ol. Kombinált kényszerekb̋ol származó legjobb illeszkedést azΩk ≈ 0, ΩΛ ≈ 0.726,
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Ωρ ≈ 0.274 paraméterek adják [20]. A CMB ismerete azt is elárulja, hogyΩρ-ból a bario-
nikus anyag csupánΩb = 0.0456 [20], a többi a sötét anyag. Így az univerzum térmetszetei
síkok, szingularitásból született és örökké tágul. Az 1.4bábra mutatja az univerzum anyagának
összetételét%-ban kifejezve.

Az univerzum legkorábbi id̋oszakaitól eltekintve ismereteink szerint aΛCDM modell he-
lyesen írja le a kozmológiai evolúciót. Amikor az univerzumközel Planck skála méretű volt, az
általános relativitáselmélet helyett kvantumgravitációs elmélet szükséges a kozmológia tanul-
mányozásához. Ezután azt várjuk, hogy az általános relativitáselmélet képes leírni az univerzum
dinamikáját, de egy ideig még aΛCDM modell biztosan nem.

A ΛCDM nem tudja megmagyarázni például azt, hogy:

• az univerzumτ = const metszetei miért annyira pontosan síkok (síkság problémája);

• miért látjuk a CMB fotonokat közel ugyanolyan hőmérsékletűnek (horizont probléma)
bármerre is nézünk az égbolton;

• honnan származik akezdeti struktúra.

Egyszerűen belátható hogy korai időszakban, hak értéke valamikor kicsit is eltért volna a
nullától, akkor kés̋obb még inkább el kellett volna térnie, így ak = 0 univerzum instabil [26].

A horizont probléma a következőt jelenti. Azt tapasztaljuk, hogy bármerre nézünk is az
égbolton a CMB sugárzás közel ugyanolyan hőmérsékletű. De például az ellenkező irányból
jövő fotonok termalizálódása biztosan nem következhetett volna be, ha az univerzum mindig a
ΛCDM modell szerint viselkedett volna [26].

Ha kezdetben volt némi inhomogenitás és anizotrópia, akkora ΛCDM modell perturbatív
tárgyalásában kiválóan elmagyarázhatók a látható nagy skálájú struktúrák létrejötte, de honnan
származik a kezdeti perturbáció?

Ezeket a problémákat azonban fel lehet oldani azáltal, ha bevezetünk az univerzumnak egy
korai gyorsulva táguló korszakát aΛCDM modell érvényességének kezdete elé [26], [25]. A ko-
rai korszakban egy olyan anyagfajta dominálhatott, ami sérti az er̋os energia-feltételt, de idővel
elbomlott. Egy ígéretes lehetőség erre a bizonyos skalármezőkhöz köthet̋o inflatonok [13], [25],
[26], amelyek kezdetben fénysebességnél gyorsabb tágulást okoznak. Az univerzum a hirtelen
történ̋o felfúvódása során “kisimul”, így a görbületi paraméter a nullához tart. A rövid ideig
tartó fénysebességnél gyorsabb tágulás a horizont problémát is megoldja, hiszen a megfigyel-
het̋o univerzum mérete alig, míg a teljes világegyetem a sokszorosára n̋ott ebben az id̋oszakban.
Az infláció el̋otti horizont így jóval túln̋o azon, ahonnan fény érkezhetett hozzánk az infláció
utáni korszakból. Ezért láthatjuk közel ugyanolyan hőmérsékletűnek a különböző irányból ér-
kez̋o CMB fotonokat. A nagyon távoli univerzum hőmérséklete még mindig lehet más. Az
inflációs felfúvódás során a vákuum-fluktuációk okozta gravitációs potenciál perturbációk be-
fagynak, miközben a fizikai skála mintegy 30 nagyságrenddelmegn̋o. Ez kis inhomogenitást és
anizotrópiát okoz, ami magyarázza, hogy honnan származik akezdeti struktúra.

A sötét energia az anyag azon komponensét jelenti, amely biztosítja jelenleg az univerzum
megfigyelt gyorsulva tágulását. AΛCDM modellben ez a kozmológiai állandó. De valóban
konstans az energiasűrűsége a sötét energiának? Kérdés interpretálható-e valamilyen módon ez
a konstans energiasűrűségű sötét energia.

A kvantumtérelmélet kínál egy lehetőséget, a kozmológiai kontans vákuum-energiaként va-
ló interpretációját. Azonban az elméletből számolható vákuum-energia 121 nagyságrenddel
nagyobb, mint ami a megfigyelt kozmológiai állandóhoz tartozna. Az elmélet szuperszimmetri-
kus kiterjesztésében a vákuum-energia nulla. A szuperszimmetria sértése pedig megintcsak sok
nagyságrenddel nagyobb vákuum-energiát eredményez, mintami a megfigyelésekkel összefér-
ne [27].

Az energia-impulzus tenzorba olyan folyadék komponens bevezetése, aminek energiasűrű-
sége nem változik az univerzum tágulásával nem túl természetes. Másfelöl megengedve a sötét
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energia energiasűrűségének időbeli vátozását a szupernóva adatokkal jobban egyező modellek
kaphatók [28]. Az 1.2. fejezetben néhány nem konstans energiasűrűséggel rendelkező sötét
energia jelöltet mutatok be.
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1.6. ábra.A Ratra-Peebles potenciálra (U ∝ ϕ−α) a Gold (fels̋o sor) és az SNLS (alsó sor) adatok
felhasználásával számolt 68%, 95% és 99%-os konfidencia régiókat mutatja az(α, Ωρ≡ ΩM) (bal osz-
lop), illetve a(wφ ≡ ωφ,Ωρ≡ ΩM) (jobb oszlop) paramétersíkon. A jobb oszlopban pontozott vonal
adja az XCDM (ρX energia sűrűséggel éswX barotropikus indexszel rendelkező) modell valószínűségi
kontúrjait (95% és 99% a Gold adatok esetén, 68%, 95%, 99% az SNLS-re) [34].

1.2. Sötét energia jelöltek

1.2.1. Kvintesszencia

Mivel különböz̋o inflációs modellekben skalármezőket használnak az univerzum kvázi-exponenciális
tágulási törvényb̋ol a hatvány szerintire való átmenet leírására, ezért természetes próbálkozás az
univerzum jelenlegi gyorsuló tágulását is skalármező jelenlétével magyarázni. Akvintesszencia
modellekben a gravitációhoz minimálisan csatolt közönséges skalármez̋ot használnak, amely-
nek Lagrange-sűrűsége:

Lϕ = −1

2
gab∇aϕ∇bϕ − U (ϕ) , (1.8)

ahol U (ϕ) a potenciál,gab az (1.1) metrikak = 0-ra és∇a a metrikához asszociált kovari-
áns derivált. BizonyosU (ϕ) potenciálok esetén a mező kés̋oi inflációt okoz. Alább néhány
potenciálra a f̋obb eredményeket foglalom össze:

• Ahhoz, hogy a skalármező azU ∝ ϕ2 potenciál esetén gyorsuló tágulást eredményez-
zen jelenleg és konzisztens legyen az univerzum megfigyelt nagyskálájú struktúrájával, a
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1.7. ábra. Ugyanaz, mint 1.6. ábrán, de koszinus hiperbólikus Sahni-Wang potenciálra
(U ∝ (cosh λϕ − 1)α) [34].

skalármez̋o energiasűrűsége nagyon pontosan hangolva kell legyen aporéhoz (finomhan-
golási probléma) [29]-[30].

• Az U ∝ exp (−λϕ) potenciálra [31]-ben egy erős kényszert kaptak a nukleoszintézisből,
amelynek eredményeképp jelenleg a skalármező nem dominálhat.

• Az U ∝ ϕ−α potenciálra,α > 0 esetén a skalármező okozhatja az univerzum késői
gyorsulását még akkor is, ha energiasűrűsége korábban elhanyagolható volt az anyag és
a sugárzás komponensekéhez [32]. Továbbá a kezdeti feltételek széles tartományában
ugyanahhoz az evolúcióhoz vezet, így egy úgynevezett “tracking” megoldást ad. A mo-
dell Gold [18] és az SNLS (Supernova Legacy Survey [33]) adatokhoz való illeszkedését
az 1.6. ábra mutatja. A szupernóva adatokhoz és a transzverzális barion akusztikus csúcs
mérésekhez a legjobb illeszkedést az (α = 0.27, Ωρ = 0.24) paraméterekre kapták [35].

• Az U ∝ exp (λϕ2) /ϕα potenciálra [36]–[37]-ben megmutatták, hogyα ≥ 11-re a finom-
hangolási probléma elkerülhető, és a modellΩρ = 0.3-ra wϕ = pϕ/ρϕ = −0.82 vezet,
ami jó összhangban van a megfigyelésekkel.

• Az U ∝ (cosh λϕ − 1)α potenciálrawϕ = (α − 1) / (α + 1), ezért a mez̋o α = 1-re sötét
anyagként, amígα < 1/2-re az er̋os energia-feltételt sértő anyagként viselkedik [29]. A
Gold és az SNLS adatokhoz való illeszkedést az 1.7. ábra mutatja.

• A [38]-ban ajánlottU ∝ exp (ακϕ) + exp (βκϕ) potenciálú skalármezőre, aholκ a gra-
vitációs csatolási állandó négyzetgyöke, aβ = 20 rögzített értékre a modell szupernóva
adatokkal való összevetésének eredménye az 1.8. ábrán látható.
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1.8. ábra.Ugyanaz, mint 1.6. ábrán, de dupla exponenciális Barreiro-Copeland-Nunes potenciálra
(U ∝ exp (ακϕ) + exp (20κϕ)) [34].

• Az U ∝ exp (Mpl/ϕ)− 1, aholMpl Planck tömeg [39], szintén egy “tracking” megoldást
ad. Azonban ahhoz, hogy az anyag dominált időszak alattΩϕ ¿ 1, és mostΩϕ ≈ 1
teljesüljön,ϕ À Mpl kell legyen jelenleg, ígyU ∝ ϕ−1 a kés̋oi univerzumban [40].

Más potenciálokra lásd [30] és [41], illetve a hivatkozásokat bennük.

1.2.2. Tachion mez̋o

Egy másik lehetséges jelölt a sötét energiára a tachion skalármez̋o, amelynek Lagrange-sűrűsége

Ltach = −V (T )
√

1 + gab∇aT ∇bT . (1.9)

Az 1.3. fejezetben látni fogjuk, hogy míg a kvintesszencia modellekben megjelen̋o skalárme-
ző Lagrange-sűrűsége az egy dimenziós nem relativisztikus mozgást végz̋o részecske Lagrange
függvényének, addig a tachion mezőé a relativisztikus részecskéjének természetes mező elmé-
leti általánosításaként tekinthető. A csupán id̋otől függő tachion mez̋o is egy ideális folyadék.

A V (T ) ∝ T−2 és∝ exp (−T/T0) potenciálok esetén a modellek paramétereiknek igen
széles tartományában kitűnő illeszkedést mutattak a szupernóva adatokkal [42].

A tachion mez̋ok nem csupán sötét energia, hanem sötét anyag jelöltek is. Két legördül̋o
(“rolling down”) tachion modellt [43]-ban vizsgáltak. Egyik esetben a potenciál kvadratikus
minimummal rendelkezikV (T ) ∝ (T − T0)

2, míg a másikban a tachion mező nagy értékeire
exponenciálisan eltűnikV (T ) ∝ exp (−T/T0). Az els̋o esetben a mező legördül a potenciál
minimumába és akörül oszcillál. A minimumbanwT = −1/3, ami a sugárzás barotropikus
indexének felel meg, vagyis nem sötét energiaként viselkedik. A másik potenciálnál a mező
legördül a végtelenbe, aholwT = 0, így port ad. Azonban a mező fluktuációinak tanulmányo-
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1.9. ábra.A gold szupernóva adatokkal való összevetés eredményeΩρ= 0.3-ra. Baloldalon a tesztb̋ol
kapott 1σ, 2σ és 3σ tartományok láthatók az(A1, A2) paramétertérben. A jobboldal mutatja az 1σ és
2σ tartományokhoz tartozówDE (z) fejlődést [49].

zásakor kiderült, hogy a perturbációk túl korán válnak nem-lineárissá. A tachion perturbációk
így nagy skálán nem reprodukálták a szokásos hideg sötét anyagét, amik még lineárisak azon
a skálán. A közönséges hideg sötét anyag perturbációkkal pedig jól meg lehet magyarázni az
univerzum megfigyelt struktúráját.

A tachion mez̋oről bővebben az 1.3. fejezetben lesz szó, ahol az evolúciót egy más V (T )
potenciál esetén mutatom be, és azt modellt a 3.1.1. fejezetben vetem össze a szupernóva
megfigyelésekb̋ol származó távolságmodulus adatokkal.

1.2.3. Fantomok

A kvintesszencia modellekben a barotropikus indexwϕ ≥ −1 a teljes evolúció során. Megfor-
dítva a Lagrange-sűrűségben a kinetikus energia tag előjelétwϕ < −1 lesz. Ezeket a skalár-
mez̋oket nevezikfantomoknak. A maximummal rendelkező potenciálokra a mező a potenciál
maximuma körül (aholwϕ = −1) végez csillapított rezg̋o mozgást, így a késői fejlődés füg-
getlenül a kezdeti feltételektől de Sitter jellegű lesz [44]-[45]. Ilyen maximummal rendelkez̋o
potenciál például azU (ϕ) = U0 cosh−1 (αϕ/Mpl), amelyre a legjobban illeszkedő fantom mo-
dell kozmológiai paramétereinek jelenlegi értékei:wϕ = −1.74, Ωρ = 0.3, Ωϕ = 0.7 [45].

1.2.4. Chaplygin gáz

A p = −A/ρ (A > 0 konstans) állapotegyenletű ideális folyadékotChaplygin gáznak nevezik.
Mivel tachion mez̋o esetébenp = −V 2(T )/ρ, így a Chaplygin gáz konstans potenciálú tachi-
onnak is tekinthet̋o. Ilyen egyszerű állapot-egyenlet esetén a folytonossági egyenlet könnyen
integrálható [46]:

ρ =

√
A + B

(a0

a

)6

, (1.10)

ahol B integrálási konstans ésa0 a skálafaktor jelenlegi értéke. A skálafaktor kis értékeire
ρ ∝ a−3, vagyis porként viselkedik. Késői univerzumbanρ ≈ −p ≈

√
A, ami a kozmológiai

állandónak felel meg. Így ez az anyag egyszerre betöltheti mind a sötét anyag és a sötét energia
szerepét. Chaplygin gáz megkonstruálható közönséges skalármez̋oből is az

U (ϕ) =

√
A

2

(
cosh

(√
3κϕ

)
+

1

cosh
(√

3κϕ
)
)

(1.11)

14



1.10. ábra.A baloldali oszlopban a CMB és a gold SNIa kombinált elemzéséből származó 1σ, 2σ
és 3σ tartományok láthatók az(A1, A2) paraméter térben. A jobboldali oszlop mutatja az 1σ és 2σ
tartományokhoz tartozówDE (z) fejlődést. A fels̋o sorban a legjobban illeszkedő modellΩρ= 0.385
ésH0= 0.60 km/sMpc-et használták, amíg az alsóban aΛCDM-ből származóΩρ= 0.27 ± 0.04 és
H0= 0.71 ± 0.06 km/sMpc priorokat [49].

potenciál választással [46]. Az eredeti Chaplygin gáz modellnek a WMAP mérte CMB h̋omér-
sékleti fluktuációkkal való összevetésének statisztikai elemzése mutatja, hogy a modell több,
mint 99.99%-os konfidencia szintig nem állja meg helyét [47].

Általánosított Chaplygin gáznak nevezik ap = −A/ρα állapotegyenletű ideális folyadékot.
Ebben az esetben a folytonossági egyenlet megoldása

ρ =

[
A + B

(a0

a

)3(α+1)
] 1

1+α

= ρ0

[
1 − Ωch + Ωch

(a0

a

)3(α+1)
] 1

1+α

, (1.12)

ahol

ρ0 = (A + B)
1

1+α , Ωch =
B

A + B
. (1.13)

A barotropikus index jelenlegi értéke

wch0
=

A

A + B
. (1.14)

A modellα = 0-ra síkΛCDM-ként viselkedik. Az univerzum anyageloszlását jellemző teljesítmény-
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spektrum [9] összehasonlítása az általánosított Chaplygingáz modellb̋ol számolttal mutatja,
hogy α értéke nagyon pontosan nulla kell legyen [48]. Figyelembe véve Chaplygin gázon
kívüli jelentős sötét anyag komponenstΩdm ≈ 0.3, a CMB és szupernóva adatokkal való össze-
vetésb̋ol nyert kényszerek−1 ≤ wch0

< −0.8 és0 ≤ α < 0.2 [47].

1.2.5. A sötét energia paraméterezéses rekonstrukciója

A fenti modellek megfigyelésekkel való összevetése mutatja, hogy sötét energiaként nem csak a
kozmológiai állandó jöhet számításba, hanem olyan anyag isaminek az energiasűrűsége időben
változik. Az energiasűrűség változásának alábbi parametrizációját

κ2

3H2
0

ρDE = A0 + A1 (1 + z) + A2 (1 + z)2 (1.15)

[49]-ben vizsgálták. IttA0, A1 ésA2 állandók. Sötét anyagot figyelembe véve a Hubble para-
méter:

H2 (z) = H2
0

[
Ωρ (1 + z)3 + A0 + A1 (1 + z) + A2 (1 + z)2] . (1.16)

A Hubble paraméterz függését ismerve, a Raychaudhuri egyenlet [lásd később (1.73) egyenle-
tet] felhasználásával a sötét energia komponens nyomása iskifejezhet̋o. A barotropikus index
fejlődése pedig

wDE (z) = −1 +
A1 (1 + z) + 2A2 (1 + z)2

3
[
A0 + A1 (1 + z) + A2 (1 + z)2] . (1.17)

Az 1.9. ábra baloldala mutatjaΩρ = 0.3-ra a szupernóva megfigyelésekből származó konfiden-
cia szinteket az(A1, A2) paramétersíkban. A konfidencia szintekhez tartozó fejlődésewDE-nek
a jobboldalon látható. Jelenlegi értéke közel van a kozmológiai állandóéhoz, a−1-hez. Ellen-
ben az ≥ 1 tartományban nem-relativisztikus anyagként viselkedik asötét energia komponens.
A sötét energia más paraméterezésére az 1.9. ábra módosul, lásd például [50]-[53]-ban. Az
1.10. ábrán a CMB és a gold SNIa adatok kombinált elemzéséből származó konfidencia szintek
láthatók. A fels̋o sorban a legjobban illeszkedő Ωρ = 0.385 ésH0 = 60 km/sMpc-et hasz-
nálták. Az alsó sorban aΛCDM modell tesztjének eredményéből származóΩρ = 0.27 ± 0.04
ésH0 = 71 ± 6 km/sMpc priorok figyelembe vételével kapott eredmények láthatók. Utóbbi
esetben az ábrázolt tartománybanwDE végig negatív.

1.3. Bevezetés a Tachion kozmológiai modellbe

A felfedezett kozmikus gyorsulás [17], [54], [55] magyarázható azzal, hogy az univerzum sötét
energiát tartalmaz (lásd [56], [57]). A sötét energiának azerős energia-feltételt sértő tulajdonsá-
ga vezet az univerzum gyorsuló tágulásához. Azon skalármezők, melyek csak id̋otől függenek,
olyan források egyszerű formái, ahol az energia-impulzustenzor ideális folyadékot ír le. Az
állapot-egyenletben megjelenő barotrópikus index szintén függ az időtől. A skalármez̋ok meg-
adhatók a Lagrange-sűrűségükkel, amelynek alábbi két alakja:

Lϕ = −1

2
gab∇aϕ∇bϕ − U (ϕ) , (1.18)

Ltach = −V (T )
√

1 + gab∇aT ∇bT (1.19)

interpretálható az egy dimenziós mozgást végző részecskék Lagrange függvényének természe-
tes általánosításaként. AzU (ϕ) ésV (T ) a mez̋oktől függő potenciálok. Az (1.18) Lagrange-
sűrűség a nem relativisztikus részecske Lagrange függvényének

Lnonrel =
1

2
q̇2 − U (q) , (1.20)
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általánosításaként fogható fel, ahol mező elméletet úgy konstruáljuk meg, hogyq (τ)-nek a
ϕ (xa) mez̋ot feleltetjük meg, míġq2-nek−∂aϕ∂aϕ-t. Most tekintsünk egym tömegű relati-
visztikus részecskét, melynek mozgását az

Lrel = −m
√

1 − q̇2 (1.21)

Lagrange függvény adja. A részecske energiájaE = m/
√

1 − q̇2 az impulzusap = mq̇/
√

1 − q̇2,
melyek kielégítik azE2 = m2 + p2 relációt. Tömegmentes részecskéreE2 = p2, amely az
m → 0 ésq̇ → 1 határesetnek felel meg, úgy hogy azE = m/

√
1 − q̇2 véges marad. Mostq-

nak megfelelteveT mez̋ot, q̇2-nek−∂aT∂aT -t, megengedvem-nek aT -től való függését kapjuk
(1.19)-et. Az (1.19) Lagrange-sűrűséget Sen Lagrange-sűrűségnek nevezik, és a húrelméletek-
ben a tachion kondenzátum effektív skalármező leírására szolgál [58]-[61]. A fejezet hátralevő
részében az (1.19) Lagrange-sűrűséggel adott, [1]-ben felfedezett tachion modellt tárgyalom.

A tachion mez̋o Lagrange függvényének metrika szerinti variációjából származtatható az
energia-impulzus tenzor, amely ideális folyadékot ír le a

ρ =
V (T )√
1 − s2

, (1.22)

energiasűrűséggel és
p = −V (T )

√
1 − s2 (1.23)

nyomással. Itt fel volt téve, hogy aT tachion mez̋o csak az id̋o függvénye, és bevezetésre került
azs = Ṫ jelölés. Az Einstein egyenletekből következ̋o Friedmann egyenletk = 0-ra

H2 = ρ (1.24)

8πG/3 = 1-egységekben. A mező bels̋o dinamikáját leíró folytonossági egyenlet [1]:

ṡ

1 − s2
+ 3sH +

V,T

V
= 0 , (1.25)

ahol a, T jelölés aT szerinti parciális deriváltat jelenti. Feltéve, hogy az univerzum az evo-
lúciója során végig tágul (H > 0), ez a kovetkez̋o alakba írható (1.24) és (1.22) egyenletek
felhasználásával:

ṡ = −3
√

V (1 − s2)3/4s − (1 − s2)
V,T

V
, (1.26)

Az (1.26) egyenlet megkapható például a hatásT szerinti variálásával felhasználva, hogyH a
Friedmann egyenleten keresztül kifejezhető T -vel éss-el. A hatásnak a metrika és aT szerinti
variációiból az (1.24) és (1.26) két független egyenlet kapható, ami meghatározza az univerzum
és a mez̋o dinamikáját.

Ismert, hogy izotróp kozmológiai modell esetén, a skálafaktor adott id̋ofüggéséhez min-
dig lehet találni olyan minimálisan csatolt skalármezőt (röviden skalármez̋o) Lϕ Lagrange-
sűrűséggel, amellyel lehet reprodukálni az adott kozmológiai evolúciót (lásd [62]). Mivel ha-
sonló állítás igaz azLtach Lagrange-sűrűséggel adott tachion mezőt tartalmazó kozmológiai
modellekre, ezért a tachion és a minimálisan csatolt skalármez̋o között lehet találni egy megfe-
leltetést, amikor azok a skálafaktor ugyanazon evolúciójához vezetnek [63]. Még pontosabban,
kapcsolatot lehet találni azU ésV potenciálok között abban az értelemben, hogy megfelelően
választott kezdeti feltételek esetén ugyanazona = a(t)-hez vezetnek. Hangsúlyozni kell azon-
ban, hogy a mez̋ok tetsz̋oleges kezdeti feltételei esetén a kozmológiai evolúciók drasztikusan
különbözhetnek. Továbbá, megváltoztatva a kezdeti feltételeket, mondjuk a minimálisan csa-
tolt skalármez̋ore, a modell kozmológiai evolúciója eltérő lesz, amihez alapvetően más tachion
potenciál társítható. Így bármely skalármező potenciál rendelkezik a megfelelő tachion poten-
ciálok egész (egy partaméteres) családjával. AV (T ) ésU(ϕ) potenciálok közötti megfeleltetést
részletesen [1]-ben tárgyalták.
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Többet megtudhatunk a tachion mező és a skalármező közötti megfeleltetésről, ha aT és
ϕ mez̋oket, illetveV (T ) ésU(ϕ) potenciálokat kifejezzük aH Hubble paraméter segítségével.
Mivel a Raychaudhuri egyenlet [amely az (1.24) és (1.26) egyenletek következménye]

Ḣ = −3

2
(ρ + p) , (1.27)

ezért

s2 =
ρ + p

ρ
= − 2Ḣ

3H2
, V (T ) =

√
H2

(
2

3
Ḣ + H2

)
, (1.28)

és

ϕ̇2 = ρ + p = −2

3
Ḣ , U(ϕ) = H2 +

1

3
Ḣ . (1.29)

Az (1.28) és (1.29) egyenletek adják, hogyρ+p ≥ 0, vagy ekvivalenseṅH ≤ 0. Megkövetelve
V (T ) potenciál valósságát, a tachion mezőre az (1.28) egy további feltételt ró ki:

Ḣ ≥ −3

2
H2 , (1.30)

amely ekvivalensp ≤ 0-val [1]. Ezért a tachion mezők valós potenciál esetén speciálisabbak a
minimálisan csatolt skalármezőknél.

Vizsgáljunk egy olyan kozmológiai modellt, amely kétkomponensű ideális folyadékot tar-
talmaz. Az egyik komponens állapot-egyenlete

p1 = wρ1, −1 < w ≤ 1 , (1.31)

amíg a másik komponens legyen a kozmológiai állandó

pΛ = −ρΛ = −Λ, Λ > 0 .

Így az univerzumban olyan ideális folyadék van jelen melynek nyomása

p = wρ − (1 + w)Λ . (1.32)

Ekkor a Hubble paraméter időfüggése [1]:

H =
√

Λ coth
3
√

Λ(1 + w)t

2
. (1.33)

Ahhoz, hogy találjunk olyan tachion kozmológiai modellt, amely reprodukálja (1.33) id̋ofejlő-
dést, valós tachion potenciálra elő kell írni: p ≤ 0. Ez a feltétel teljesül, ha−1 < w ≤ 0. Ekkor
az (1.33) kozmológiai evolúciót a tachion mező a

V (T ) =
Λ

sin2
[

3
2

√
Λ (1 + w) (T − T0)

]
√

1 − (1 + w) cos2

[
3

2

√
Λ (1 + w) (T − T0)

]

(1.34)
potenciál esetén reprodukálja [1]. Az (1.34) potenciálra (1.26) alábbi egzakt partikuláris meg-
oldásai találhatók [1]:

T (t) = ± 2

3
√

Λ(1 + w)
arctan sinh

3
√

Λ(1 + k)t

2
+ T0 . (1.35)

Tehát az (1.19) Sen Lagrange-sűrűséggel adott tachion mező elmélet az (1.34) potenciál esetén
partikuláris megoldásként reprodukálja aΛCDM modell dinamikáját−1 < w ≤ 0-ra. Az
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(1.34) potenciálbanT0 = 0 vehet̋o az általánosság megszorítása nélkül.
A következ̋oekben a modellw > 0-ra való kiterjesztéséről lesz szó. Aw > 0 tartomány-

ban az (1.34) potenciál valósból a nullán keresztül tisztánképzetesbe mehet át. Ez azonban
a Lagrange-sűrűségben kompenzálható azáltal, hogy a kinetikus tagot az1 + ∂aT∂aT < 0
tartományban vizsgáljuk, így a szorzatuk megmarad valósnak [1]:

L = −V (T )
√

1 + ∂aT∂aT = (
√
−1)2V (T )

√
1 + ∂aT∂aT = W (T )

√
−1 − ∂aT∂aT ,

(1.36)
aholW (T ) = iV (T ). Feltéve, hogy aT tachion mez̋o csak az id̋o függvénye az

L = W (T )
√
−1 − gττs2 (1.37)

Lagrange-sűrűséggel rendelkező mez̋oelmélet energia-impulzus tenzorában az energiasűrűség
és a nyomás:

ρ =
W (T )√
s2 − 1

, (1.38)

p = W (T )
√

s2 − 1 . (1.39)

A nyomás (ha jól definiált) pozitív.
Az (1.26) dinamikából következik, hogy aw > 0 tartományban, aV (T ) potenciálban a

négyzetgyök alatti kifejezés és az1 − s2 kinetikus tag egyszerre válik negatívvá. Amikor ez
bekövetkezik, a Sen Lagrange-sűrűségből a

V (T ) → iV (T ) = W (T ) , (1.40)√
1 + gττs2 → i

√
1 + gττs2 =

√
−1 − gττs2 , (1.41)

cseréken keresztül kapott Lagrange-sűrűség jellemzi a rendszert [1], amelyben minden mennyi-
ség valós marad.

Behelyettesítve az (1.34) potenciált az (1.26) egyenletbe,és az id̋o szerinti deriválásról át-
térveT szerinti deriválásra, a következő egyenlet kapható azs = s(T ) fázis tér trajektóriákra
[1]:

ds

dT
= − 3(1 − s2)

√
Λ

sin
3
√

Λ(1+w)T

2


1 − (w + 1) cos2 3

√
Λ(1+w)T

2

1 − s2




1/4

+

−3
√

Λ(1+w)

2

1−s2

s
cot

(
3
√

Λ(1+w)T

2

)
(w + 1)cos2 3

√
Λ(1+w)T

2
+(w−1)

1 − (w + 1) cos2 3
√

Λ(1+w)T

2

. (1.42)

A (T, s) síkban az (1.35) egzakt partikuláris megoldásokra

s =
√

1 + k cos
3
√

Λ(1 + k) T

2
, (1.43)

melyet az 1.11. és 1.12. ábrákon aσ görbe jelöl.
A −1 < w ≤ 0 tartományban az (1.34) potenciál jól definiált a

0 < T <
2π

3
√

Λ(1 + k)
(1.44)

tartományban, a dinamika pedig garantálja, hogy

−1 < s < 1 . (1.45)
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1.11. ábra.A potenciál és a fázis portréw ≤ 0 estén. A fels̋o sorbanw = −0.36, míg az alsóban
w = 0. Az s = ±

√
2/3 vízszintes vonalak szeparálják a belső régiót, ahol az erős energia feltétel sérül

(így az univerzum gyorsulva tágul), azoktól a szélső régióktól, ahol a tágulás lassuló. A jobboldali ábrák
mutatják, hogy minden trajektória lassuló fázisban születik, majd átmennek gyorsulóba, és de Sitter
végállapotban végz̋odnek. A jobb alsó ábrán látható, haw > −1/3, néhány görbének két lassulva és
gyorsulva táguló fejl̋odési szakasza van. Az ábrákat [1]-ben publikálták.

A dinamikai rendszer rendelkezik egy kritikus ponttal:

s0 = 0 , T0 =
π

3
√

Λ(1 + k)
. (1.46)

A kritikus pont környezetében linearizált dinamikai rendszer sajátértékei [1]:

λ1,2 = −3

2

√
Λ(1 ± k) , (1.47)

melyek valósak és negatívak. Ezért ez a speciális pont egy attraktív pont. A kritikus pontban a
Hubble paraméter

H0 =
√

Λ , (1.48)

ami a de Sitter univerzum (kozmológiai állandó dominálta univerzum) expanziójának felel meg.
Az (1.42) egyenlet integrál görbéi szimmetrikusak a kritikus pontra [1]. Aσ görbe, amely
szeparátrixként hat az integrálgörbékre, aλ1 = −3

2

√
Λ(1 + w) sajétértékhez tartozik. Minden

görbe a kritikus pontban végződik az 1.11. ábrán. Aσ′-vel jelölt görbe kivételével, amely
szintén egy szeparátrix, és aλ2 = −3

2

√
Λ(1−w) sajátértékhez tartozik, az összes görbe érintője

a végpontan megegyezik aσ szeparátrixéval [1]. Aσ′ görbe szeparálja azokat a görbéket,
amelyek átmetszik azs = 0 tengelyt azoktól, amelyek nem metszik át azt. Aw = 0 esetben
a σ és σ′ szeparátrixok egybe esnek. Az (1.44) és (1.45) egyenletteladott téglalap határai
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1.12. ábra.A potenciál (baloldal) és a fázis portré evolúció (jobboldal)w > 0-ra (itt w = 0.44) [1].

kozmológiai szingularitásokat írnak le. A Ricci skalár kifejezése sík Friedmann univerzumban:

R = 6(Ḣ + 2H2) . (1.49)

Az (1.24), (1.27), (1.22) és (1.23) egyenletekből következik, hogy

R = 3H2(4 − 3s2) =
3V (T )(4 − 3s2)√

1 − s2
. (1.50)

Mivel a téglalap függ̋oleges oldalain a potenciál, míg a vízszintes oldalakon az1/
√

1 − s2 di-
vergál, ígyR a végtelenhez tart, ha a téglalap oldalaihoz tartunk, kivéve a sarkoknál [1].

A trajektóriák [1]-ben történt analízise mutatja, hogy aσ szeparátrix kivételével, amely a
(0,

√
1 + w)-ből ered és a( 2π

3
√

Λ(1+w)
,−

√
1 + w) pontban végz̋odik, egyetlen trajektória sem

éri el a téglalap oldalait, így azs = ±1 tengelyekr̋ol erednek. Azs = ±1 tengelyek (kivéve a
sarok pontokat)̋Osrobbanást jelentenek.

Az erős energia-feltétel akkor sérül, ha

s2 <
2

3
. (1.51)

Ezért, haw ≤ −1
3
, minden trajektória egy kezdeti lassulva tágulás után átmegy gyorsuló fázis-

ba. A w > −1
3

tartományban aw értékét̋ol függően található olyan kritikus kezdetiT∗ érték,
amelynél nagyobb kezdetiT értékre a trajektóriák két lassuló és két gyorsuló fázison esnek át
(lásd 1.11. ábra).

A 0 < w < 1 esetben az (1.34) potenciál a(T3, T4) intervallumban definiált jól, ahol

T3 =
2

3
√

(1 + w)Λ
arccos

1√
1 + w

, T4 =
2

3
√

(1 + w)Λ

(
π − arccos

1√
1 + w

)
. (1.52)

A dinamika biztosítja ebben a tartományban, hogy−1 < s < 1, ami (1.52)-el együtt egy
téglalapot határoz meg. A téglalapon belül három fixpont van, amelyek egyike a potenciál
minimumában lév̋o attraktív, de Sitter szimmetria pont (lásd (1.46) egyenlet), amíg a másik
kettő a potenciál maximumának megfelelő nyeregpontok [1]:

T1 =
2

3
√

(1 + w)Λ
arccos

√
1 − w

1 + w
, s1 = 0 ; (1.53)
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T2 =
2

3
√

(1 + w)Λ

(
π − arccos

√
1 − w

1 + w

)
, s2 = 0 . (1.54)

A nyeregpontok instabil de Sitter korszakot reprezentálnak.
A tachion univerzum egyik legmeglepőbb tulajdonsága, hogyw > 0 esetén a trajektóriák

átmetszhetik a(T3, T4) és−1 < s < 1 intervallumokkal adott téglalap sarkait (aP , Q, P ′

és Q′ pontok az 1.12. ábrán). Alábbiakban e pontok közelében részletezem a Ricci skalár
viselkedését.

A P = (T3, 1) pont közelében vehető s = 1 − s∗ ésT = T3 + T∗, aholT∗ éss∗ kicsik, de
nem nullák. Ekkor (1.42) egyenlet közelítő alakja [1]:

ds∗
dT∗

− s∗
T∗

= As3/4
∗ T 1/4

∗ , (1.55)

aholA egy pozitív konstans. Az általános megoldás

s∗ =
1

256
(AT∗ + B)4T∗ , (1.56)

aholB tetsz̋oleges konstans [1]. AQ = (T4, 1) pont közelében véves = 1−s∗ ésT = T4−T∗,
a trajektóriákat közelítőleg leíró egyenlet [1]:

ds∗
dT∗

− s∗
T∗

= As3/4
∗ T 1/4

∗ , (1.57)

aholA ugyanaz a konstans, mint korábban. Az általános megoldás [1]:

s∗ =
1

256
(−AT∗ + B)4T∗ , (1.58)

aholB egy tetsz̋oleges pozitív konstans.
Ha aP , Q pontokat aP , Q, P ′, Q′-vel határolt téglalap felől közelítjük, akkor a potenciál

V (T ) éss2 < 1. A V (T ) potenciál közelít̋o kifejezése aP ésQ pont környezetében

V (T ) = A∗T
1/2
∗ (1.59)

alakú, aholA∗ egy pozitív konstans. Ezért, haB 6= 0, az (1.56) és (1.58) megoldásokkal a
Ricci skalár (1.50) kifejezése reguláris maradT∗ → 0 határesetben, míg haB = 0, akkor
a Ricci skalár divergál [1]. AB = 0 egyenletű görbék azokat a görbéket szeparálják aP
és Q pontot elér̋o görbékt̋ol, amik azs = 1 szingularitásból erednek, és számukra a sarok
pontok szingularitást jelentenek. A többi trajektória esetén a sarok pontokban reguláris marad a
geometria. Hasonló megjegyzések érvényesek akkor is, ha aP , Q pontokat nem a belső téglalap
felől közelítjük [1] (has2 > 1 és a potenciálW (T )). A rendszer szimmetriája miatt aP , Q-ra
kapott állítások következnekP ′, Q′-re is.

A dinamika általában nem szinguláris aP , Q, Q′ ésP ′ pontokban, ezért a kozmológiai
evolúciót folytatni kell ezeken pontokon keresztül. Ezekben pontokban az (1.34) potenciál és a√

1 − s2 kifejezés szimultán válik képzetessé, így a Lagrange függvény, illetve a tachion mező
energiasűrűsége és nyomása is valós marad. A−1 < w ≤ 0 paramétertartományban pedig
a sarok pontok kivételével azs2 = 1-hez tartozó vízszintes tengelyek és aT = 0, 2π

3
√

Λ(1+w)

egyenletű függ̋oleges tengelyek mentén a Ricci skalár szinguláris.
Most a modellben fellép̋o szingularitások osztályozását mutatom be. AP és Q pontok

kivételével, amikors ≈ 1 azs (T ) függvény [1]:

s = 1 − C(Tin)(T − Tin)4 , (1.60)
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ahol

C(Tin) =
81

32

Λ2

(
1 − (1 + k) cos2 3

√
Λ(1+w)Tin

2

)

sin4 3
√

Λ(1+w)Tin

2

. (1.61)

Az energiasűrűségs ≈ 1-re

ρ =
V (Tin)√

2C (Tin) (T − Tin)2
=

4

9 (T − Tin)2 , (1.62)

míg a Hubble paraméter:

H =
2

3 (T − Tin)
. (1.63)

Az (1.63) egyenletben a skálafaktor időszerinti deriválásáról áttérveT − Tin szerintire, és ki-
használva, hogys = Ṫ = 1, kapjukT → Tin-rea → 0. Tudjuk, hogy a Ricci skalár szinguláris
a P , Q pontok kivételévels = 1-ben, így ez a vízszintes tengelyŐsrobbanásnak felel meg
(1.12. ábra mutatja, hogy azs = 1 egyenesr̋ol csak erednek, de nem végződnek trajektóriák). A
modell szimmetriája miatt azs = −1 tengely aQ′ ésP ′ pontok kivételével szintén̋Osrobbanást
reprezentál.

Az s =
√

1+k
k

, T = 0 pontból szintén születnek trajektóriák. Itt aW potenciál viselkedése
[1]:

W (T ) =
4
√

w

9 (1 + w) T 2
∗

, (1.64)

ahol0 < T∗ ¿ 1. Az energiasűrűség és a Hubble paraméter négyzete

ρ = H2 =
4w

9 (1 + w) T 2
∗

, (1.65)

így szintén kapjuk, hogy azs =
√

1+k
k

, T = 0 pontŐsrobbanást reprezentál.

Az 1.12. ábra mutatja, hogy a jobb felső és a bal alsó csíkban végződhetnek az|s| = ∞-ben
trajektóriák. Azs nagyértékeire (1.26) közelítő megoldása

|s| =

(
4

81W (TBB)

)1/3

(τBB − τ)−2/3 , (1.66)

ahol τBB azaz id̋opont, amikor|s| eléri a végtelent, ésTBB a tachion mez̋o értéke ekkor. A
Hubble paraméter id̋ofejlődése:

H =

(
9W 2 (TBB)

2

)1/3

(τBB − τ)1/3 . (1.67)

Amikor τ → τBB, a Hubble paraméter eltűnik, de a deriváltja divergál, ezért a Ricci skalár
szintén divergál (a−∞-hez tart). A skálafaktor viselkedése felhasználva, hogyτBB − τ ¿ 1:

a = aBB − 3aBB

4

(
9W 2 (TBB)

2

)1/3

(τBB − τ)4/3 +
9aBB

32

(
9W 2 (TBB)

2

)2/3

(τBB − τ)8/3 ,

(1.68)
aholaBB a skálafaktor értéke a szingularitás elérésekor. Ezt az új típusú szingularitást a köve-
kez̋o kifejezések karakterizálják:

ä → −∞ , ȧ → 0 , a → aBB , (1.69)

amit Big Brake-nek (Nagy Megtorpanás) nevezünk. Azonban (1.22) és (1.23) egyenletek mu-

23



tatják, hogy a szingularitáshoz közelítve

p → ∞ , ρ → 0 , (1.70)

így ez egy úgynevezett SS szingularitás (Hirtelen szingularitás; lásd következ̋o fejezet) is egy-
ben. Az SS szingularitások stabilitását [64]-ben vizsgálták. A skálafaktor id̋obeli viselkedését
a Big Brake közelében (1.68) egyenlet adja. A skálafaktor ilyen típusú viselkedésére [64] ered-
ményei azt mutatják, hogy a kozmológiai modell mind tenzor,vektor és skalár típusú perturbá-
ciókra stabil.

A (T3, T4) és−1 < s < 1 intervallumok adta bels̋o téglalapon kívül az 1.12 fázisdiagram
tartalmaz négy végtelen csíkot is, ahol a trajektóriák futhatnak. Mivel a dinamikai rendszer
szimmetrikus az attraktív de Sitter pontra, így elegendő a lehetséges kezdeti feltételek felét te-
kinteni (például azs (τ = 0) > 0-ra korlátozódva). A trajektóriák öt osztályba sorolhatók[1].

Az I. osztályba tartozók aT = 0, s =
√

1+w
w

pontból (amely standard̋Osrobbanást jelent)
erednek. A bal fels̋o csíkban az I. osztályú görbék monoton csökkennek, és aP sarokponton
keresztül belépnek a belső téglalapba, ahol az attraktív de Sitter pontban végződnek. A II. osz-
tályú trajektóriákat aσ szeparátrix (amely a belső téglalapban összeköti aP pontot az attraktív
de Sitter ponttal) választja el az I. osztályúaktól. A II. osztályú trajektóriák azs = 1, T = Tin

szingularitásból erednek, ahol0 < Tin < T∗, T∗ > T3, és az attraktív de Sitter pontban végződ-
nek. A ξ szeparátrix, amely a jobboldali nyeregpontban végződik, a II. és III. típusú görbéket
szeparálja. Az utóbbi azs = 1 ésT = Tin-ből ered (aholT∗ < Tin < T4), és miután ke-
resztezi aQ sarokpontot, a jobb felső csíkban a Big Brake szingularitásban végződik. A III.
és IV. osztályú trajektóriákat aχ szeparátrix választja el, amely a jobb nyeregpontból ered,és
azt összekapcsolja aQ sarokponttal. A IV. osztályba tarozó görbék ugyanonnan erednek, mint
az I. típusúak. A IV. típusú görbék miután felveszik maximumokat csökennek, keresztezik aP
sarokpontot, így belépnek a belső téglalapba, majd aQ′-n keresztül elhagyják azt. Végül a bal
alsó csíkban véges idő alatt Big Brake típusú szingularitásba futnak. Az I. és IV. trajektóriákat
a τ szeparátrix választja el, amely a belső téglalapban aP pontot összekapcsolja a bal nyereg-
ponttal. Az V. osztályú trajektóriák azs = 1, T = Tin > T4 pontban kezd̋odnek, és Big Brake
szingularitásban végződnek. Végezetül az 1.12. ábrán láthatóΨ szeparátrix, amely a bal (vagy
jobb) nyeregpontból ered, és az attraktív de Sitter pontbanvégz̋odik, azs > 0 kezd̋o feltételű I.
típusú görbéket szeparálja azs < 0 kezd̋o feltételű II. típusúaktól.

Ebben a fejezetben bemutatásra került egy olyan tachion kozmológiai model, amely spe-
ciális esetekben reprodukál egy olyan univerzum fejlődést, ami a standard kozmológiában a
kozmológiai állandó és egyp = wρ (ahol−1 < w ≤ 1) állapotegyenletű ideális folyadékot
tartalmazó univerzum esetén ismert. A megfelelő tachion potenciál aT tachion mez̋o harmóni-
kus függvényeit tartalmazta. Amikor aw paraméter pozitív a potenciál képzetessé válhat. Ez
azonban nem okoz problémát, mert a dinamika biztosítja, hogy a tachion mez̋o energiasűrűsége
és nyomása valós marad. A dinamikai rendszer nagyon gazdag abban az éretelemben, hogy
a standard kozmológiához képest egy új típusú szingularitás jelenik meg a Big Brake. Annak
tisztázása, hogy a játék tachion modell összevetése a megfigyelésekkel ignorálja-e a Big Brake
jövőbeli bekövetkeztét hátra maradt. Az Ia szupernóva megfigyelésekre támaszkodva ezt a 3.1.
alfejezetben vizsgálom.

1.4. Kozmológiai szingularitások

Amikor az univerzumot kitölt̋o anyagot az erős energia-feltételt teljesítő p = wρ állapot-
egyenletű ideális folyadékkal modellezzük, aholw > −1/3 konstans, id̋oben vissza felé fej-
lesztve az egyenleteket azt tapasztaljuk, hogy kezdetekkor a skálafaktor a nullához tart (speciális
esetekre lásd 1.1 ábrát). Általános relativitáselméletben a kozmológia egyenletek: a folytonos-
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sági egyenlet
ρ̇ + 3H (ρ + p) = 0 , (1.71)

a Friedmann egyenlet

H2 +
k

a2
=

κ2

3
ρ , (1.72)

és a Raychaudhuri egyenlet

ä

a
= Ḣ + H2 = −κ2

6
(ρ + 3p) , (1.73)

aholκ2 = 8πG a gravitációs csatolási állandó. Az első az energia-impulzus tenzor négyes di-
vergenciájának eltűnéséből származik, amíg az utóbbi kettő az Einstein egyenletekből. A fenti
három egyenlet közül csak kettő független egymástól, de 3 változót tartalmaznak:ρ-t, p-t és
a-t. Ezért megoldásukhoz máshonnan szükséges venni egy egyenletet. Kinematikai leírásnál az
a skálafaktorra tesznek fel valamilyen típusú időfüggést, általában polinomiálisat [65]. Az uni-
verzumot kitölt̋o anyag ismeretében azonban lehet származtatni egyp = wρ állapot-egyenletet,
ahol w speciális esetekben konstans. Az (1.1) metrika esetén a skalár görbület [4-dimenziós
(4d) Ricci skalár]:

R =
3ä

a
+

6k

a
= 3

(
Ḣ + H2

)
+

6k

a
. (1.74)

Amikor a barotropikus index konstans (1.71) könnyen integrálható, és kapjuk:

ρ = ρ∗

(
a

a∗

)−3(1+w)

, (1.75)

így a → 0 esetén az energiasűrűség, a nyomás és a Ricci skalár divergál. Az elmélet aτ → τ ∗-
ra (aholτ ∗ kisebb, mint az univerzumunkτ 0 jelenlegi kora) ahola → 0 szingulárissá válik. Ezt
a szingularitást̋Osrobbanásnak nevezzük.

Szingularitások típusai:τ → τ ∗ esetén, aholτ ∗ egy véges id̋opontot jelöl (alábba∗, ρ∗ és
H∗ végesek):

• Ősrobbanás (Big Bang): a → 0 ésR → ∞ (múltbéli szingularitás).

• Nagy Összeroppanás (Big Crunch): a → 0 ésR → ∞ (jövőbéli szingularitás);

• Egzotikus szingularitások[66] (ha mást nem állítoka → a∗):

– Szakadás (Big Rip): a → ∞, R → ∞, p → ∞ ésρ → ∞ [67];

– Véges skálafaktor szingularitás (FSF: finite scale factor singularity):|p| → ∞,
ä → ∞, ρ → ∞, H → ∞ ésR → ∞ [68];

– Hirtelen szingularitás (SS; sudden singularity):p → ∞ ésR → ∞, deρ → ρ∗ és
H → H∗ [69];

– Általánosított hirtelen szingularitás(GSS; generalized sudden singularity):a(r) →
∞ ésp(r−2) → ∞, aholr egész, és a zárójeles index a zárójelben lévő rendű
deriváltat jelenti [65];

– Elválás(BS; big separation):
...
a → ∞, w = p/ρ → ∞, deρ → 0, p → 0 [70];

– barotropikus(w) szingularitás: w = p/ρ → ∞ ésR → ∞, dep → 0 ésρ → 0
[71];

• Nagy Megtorpanás(Big Brake): a → a∗, ȧ → 0, deä → −∞ ésR → ∞ [1]. Érdemes
megjegyezni ezen a ponton, hogy bár az explicit feltételek különböznek az SS szingula-
ritásétól, de (1.72)-(1.73) egyenletek mutatják, hogy a BigBrake alesete az SS-nek.
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A Big Bang és Big Crunch ugyanazt a típusú szingularitást képviselik, az el̋obbi egy múlt-
beli, míg az utóbbi egy jöv̋obeli eseményt takar. A kozmológiai szingularitásoknak ezt a típusát
ismerték meg legkorábban. Ezek a szingularitások megjelennek aΛCDM modellben is bizo-
nyos paramétertartományok esetén (lásd 1.4. ábrát). A Big Rip, FSF, SS és BS szingularitások
megjelennek fantom kozmológiai modellekben [66]-[67], [70] és [72]. Kinematikai modellek-
ben megjelennek az SS, FSF,GSFS, BS ésw szingularitások [65], [66], [68]-[71]. Az FSF és SS
szingularitások az általánosított Chaplygin gáz modellekben is feltűnnek [73]. Az általánosított
Chaplygin gáz modellekben az SS szingularitástFagyásnak (big-freeze) nevezik, a múltbéli SS
szingularitást pedigElindulásnak (big-démarrage).

A felsorolt szingularitások bizonyos körülmények között ahurok-kvantumgravitációban és
a kvantum-geometrodinamikában elkerülhetők [74]-[82]. A dolgozat szempontjából külön fon-
tosságú az 1.3. fejezetben tárgyalt tachion modellben megjelen̋o Big Brake szingularitás elke-
rülhet̋osége [78], ami összhangban áll a 3.2.2. fejezetben bemutatásra kerül̋o eredménnyel.

1.5. Alternatív gravitációs modellek

A gravitációs dinamikát leíró Einstein egyenlet

Gab = κ2Tab (1.76)

(aholGab az Einstein tensor,κ2 a gravitációs csatolási állandó ésTab az energia-impulzus ten-
zor) megváltoztatása szintén okozhat olyan hatásokat, mint a sötét energia, vagy a sötét anyag.

Az általános relativitáselmélet Lagrange-sűrűsége vákuum eseténLG =
√−gR (ahol g

a metrika determinánsa ésR a Ricci skalár). Az általános relativitáselméletben a kovariáns
deriválás kompatibilis a metrikával:∇agbc = 0. A hatásfüggvény variációját több módon is el-
végezhetjük. Feltéve a variálás során a kovariáns deriválás végig kompatibilis a metrikávalLG

csak a metrikától és annak parciális deriváltjaitól függ (metrika formalizmus). A Palatini-féle
variációnál a konnexiót függetlenül kezeljük a metrikától (ezértR = gabRab kifejezésbenRab a
gab metrikától függetlenül konnexióval megkonstruált mennyiség), ígyLG a metrikától és a kon-
nexiótól függ. Mindkét eljárásban a varáció elvégzése utána kovariáns deriválás a metrikával
kompatibilis lesz, és ugyanazt a mező egyenletet, az Einstein egyenletet eredményezi a metri-
kára. Anyagi mez̋o jelenléte esetén a Palatini variációnál az anyag hatás függvény független a
konnexiótól. Azf(R) ([83]-[88]), vagy az inverz görbületi gravitációs modellekben [89] azLG

Lagrange-sűrűséget módosítják. Azf(R) gravitáció eseténLG =
√−gf(R), aholf tetsz̋oleges

függvényeR-nek, így végtelen sok ilyen modell létezik. A Lagrange-sűrűség ilyen módon tör-
tén̋o megváltoztatása azt eredményezi, hogy az előbb bemutatott kétféle variációs eljárás nem
vezet ekvivalens eredményekre. Belátható, hogy a Palatini-féle variáció mindig másodrendű
differenciálegyenletekre vezet, míg a másik eljárás általában magasabb rendűekre. A Palatini
variáció általánosítása ametrikus affin formalizmus[90], ahol az anyagi mezők hatásfüggvé-
nye függhet a konnexiótól. Az anyagi mező hatásfüggvényének a metrika szerinti variációja
az energia-impulzus tenzort eredményezi, a konnexió szerinti variációja a hipermomentumot.
A metrikus affin formalizmus torziós elmélet, ami annak lehetőségét hordozza magában, hogy
természetesebb módon ki lehet terjeszteni fermionokat tartalmazó elméletté. A legintenzíveb-
ben vizsgáltf (R) gravitációs modell azf (R) = R − β/Rn. A metrika formalizmusban egy
sor problémára derült fény, nem sikerült illeszteni a naprendszer beli tesztekhez [91], [92], kor-
rekt newtoni határesethez jutni [93] és instabilitások lépnek fel [94]. Megmutatták, hogy nem
lehet reprodukálni egy standard anyag-dominálta korszakot, amit gyorsuló tágulás követ [95].
A Palatini formalizmusban sikerült reprodukálni a kozmológiai evolúció utolsó 3 korszakát, a
sugárzás-dominálta, az anyag-dominálta korszakot, amiket kés̋oi gyorsuló tágulás követ [96]
és [97]. Kielégíti a naprendszerbeli teszteket, korrekt newtoni határesettel rendelkezik [98] és
instabilitásoktól mentes [99], [100]. A modell szintén illeszkedik az Ia típusú szupernóva, a
CMB adatokkal és a megfigyelt barion oszcillációs csúcsokkal[97], [101]. Az SDSS adatokra
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támaszkodva [102]-ben megmutatták, hogy a [103] cikkben ajánlottf (R) = Rn modell jóslatai
összhangban állnak a megfigyelésekkel, amíg a MOND-ból (Modified Newtonian Dynamics)
kifejl ődött TeVeS elméletéi (a név a Tensor-Vektor-Skalár tartalomra utal) ([104], [105]) nem.

1.13. ábra.A különböz̋o brán-világ modellek és egymáshoz képesti relációjuk látható. Az LWRS egy
általánosított RS2 modell 4d kozmológiai konstanssal, amelyben a brán speciális sugárzást bocsájt az
extra dimenzióba.

A gravitációs kölcsönhatás szintén megváltozik, ha a 4-dimenziós térid̋ot extra térszerű di-
menziókkal gazdagítjuk. Először Kaluza és Klein vetette fel kompakt térdimenziók lehetőségét.
A húrelmélet / M-elmélet motiválta brán-világ modellekbena megfigyelhet̋o univerzumunk egy
4d térid̋o hiperfelület (a brán) magasabb dimenziós téridőbe ágyazva, amikor az extra dimenzi-
ók kompaktak [106], [107], [108], és amikor egy nem kompakt extra dimenzió is megengedett
[109]. Utóbbi a Randall-Sundrum 2-es típusú brán modell, amit (illetve általánosításait) a dol-
gozat 1.6. fejezetében részletesebben is bemutatok, mivela 2. fejezetben elért eredmények erre
a modellre támaszkodnak. A bránon az Einstein egyenlet helyett egy úgynevezett effektív Eins-
tein egyenlet lesz érvényes [110], aminek köszönhetően mind a korai kozmológia [111], mind
a gravitációs kollapszus alapvetően megváltozik [112]-[114]. A galaktikus forgás-görbéket és
a galaxis-halmaz dinamikát meg lehet magyarázni sötét anyag nélkül [115]-[118]. Az úgyne-
vezett indukált gravitációs modellekben, aminek két ága közül az egyik határesete az RS2 mo-
dell, figyelembe veszik a brán anyag és az 5d gravitonok kölcsönhatásából származó elsődleges
kvantum-korrekciókat. Ezért az effektív Einstein egyenlet még inkább módusul. Az indukált
gravitációs korrekció aγκ̃2/κ2 konstanssal csatolódik az 5d Einsten-Hilbert hatáshoz. A leg-
egyszerűbb ilyen modell [119] azonban lineárisan instabilnak bizonyult a nagyon egyszerű de
Sitter bránok esetén [120]-[122]. Az instabilitást jelentő ghost módusok fellépnek akkor is, ha
az el̋oző brán mellett bevezetünk egy másikat [123]. Az indukált gravitációs modellek [DGP
(Dvali-Gabadadze-Porrati)] általánosításait szimmetrikus brán beágyazás mellett [124]-ben és
[125]-ben dolgozták ki, míg aszimmetrikus beágyazás esetén [126]-ban. Ezekben a model-
lekben az effektív Einstein egyenlet tartalmazza a 4d Einstein tenzor kvadratikus kifejezéseit,
aminek következtében a módosított Friedmann és Raychaudhuri egyenletek levezetésében egy
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négyzetgyököt kell vonni. A négyzetgyökvonás miatt fellépő előjel bizonytalanság:ε = ±1 a
brán modellek két ágához vezet. A BRANE1 [DGP(-)] ág tartozik anegatív négyzetgyökvonás-
hoz (ε = −1-hez) és BRANE2 [DGP(+)] ág azε = 1-hez [124] [vagy [127]] terminológiáját
követve. Azε = 1 ágban az indukált gravitációs effektus késői gyorsuló tágulást eredményez.
Az 1.13. ábra mutatja, egy nem-kompakt extra térdimenzió esetén a brán modellek osztályozá-
sát, és egymáshoz való kapcsolatukat.

Láttuk ahhoz, hogy a megfigyeléseket elméletileg értelmezni tudjuk módosítani kell az
(1.76) Einstein egyenletet olyan módon, hogy vagy az energia-impulzus tenzorba kell betenni
valamilyen nem standard anyagot, vagy a gravitációs dinamikát kell megváltoztatni. A dolgo-
zatban mindkét lehetőséget tekintetbe veszem, és a modelleket összevetem az Ia típusú szuper-
nóva megfigyelésekkel.

1.6. Bevezetés az RS2 brán-világ modellekbe

RS2 típusú brán-világ modell esetén a megfigyelhető univerzum egy 5d térid̋obe ágyazott 4d
időszerű hiperfelület a brán. A gravitáció 5d-ben hat az Einstein-Hilbert hatás szerint. Az 5d
Einstein egyenlet:

G̃ab = κ̃2
[
T̃ab + τab δ (y)

]
, (1.77)

aholG̃ab az 5d Einstein tenzor,̃Tab + τab δ (y) az 5d energia-impulzus tenzor ésκ̃2 az 5d gra-
vitációs csatolási állandó. A gravitáció kivételével minden standard kölcsönhatás és anyagi
mez̋o a bránra korlátozott, így az 5d energia-impulzus tenzor rendelkezik egy disztribúcioná-
lis résszel. Húrelméleti nézőpontból az univerzumunk egy Dirichlet 3-brán. A nyitott húrok,
amelyek végpontjai a bránon végződnek, de azon szabadon mozognak adják a disztribúcionális
brán anyagot, amíg a gravitációs szektor zárt húrjai bejárhatják a teljes magasabb dimenziós
téridőt. Az 5d energia implzus tenzorbañTab képviseli az 5 dimenzióban létező nem standard
anyagot, mígτab azy = 0 pozíciónál lév̋o brán energia-impulzus tenzora. Ez utóbbi két részből
áll:

τab = λqab + Tab , (1.78)

aholλ a brán-feszültség,qab a bránon indukált metrika ésTab a brán anyag energia-impulzus
tenzora. Jelöljönna = dxa/dy egy olyan egység normájú, térszerű vektormezőt, amely mer̋o-
leges a bránra. Az 5d metrika felbontható, mint

g̃ab = nanb + gab , (1.79)

aholgabn
a = 0. Ekkorgab (y = 0) = qab.

A brán két régióra bontja az 5d téridőt. Ezek a régiók összeilleszthetők a brán mentén, ha
∆gab = 0, ahol∆ a mennyiségeknek a brán két oldalán vett értékének külöbségét jelöli. Az
Einstein egyenletb̋ol következik [128], [129]:

∆ (4)Kab = −κ̃2
(
τab −

τ

3
gab

)
, (1.80)

ahol (4)Kab a brán küls̋o görbülete. Az (1.22) egyenletetLanczos-Israel illesztési feltételnek
nevezzük. Értelmezése:(i) a bránon lév̋o disztribúcionális anyag ugrást hoz létre a brán külső
görbületében;(ii) avagy a brán küls̋o görbületében okozott ugrás disztribúcionális anyagot in-
dukál a bránon. Amikor a brán beágyazása tükörszimmetrikus, akkor∆ (4)Kab = 2 (4)Kab, így
a disztribúcionális anyag meghatározza a brán külső görbületét.

Az 5d Einstein egyenletgc
an

d projekció brán két oldalán vett különbsége eredményezi, hogy
[130]

∆
(
gc

an
dT̃ reg

cd

)
= −∇cTca , (1.81)
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ahol∇a a qab indukált metrikához asszociált kovariáns derivált. Ezért, haT̃ reg
ab = 0, visszakap-

juk az általános relativitáselméletben ismert∇cTca = 0 kétszer kontrahált Bianchi azonosságot.
A mindkét indexében bránra vetített 5d Einstein egyenlet brán két oldalán kiértékeltjének

átlaga adja az úgynevezetteffektív Einstein egyenletet [130]:

Gab = −
(

Λ − κ̃2 〈π̃〉
2

)
gab + κ2Tab + κ̃4Sab −

〈
(4)Eab

〉
+ 〈Lab〉 + 〈Pab〉 , (1.82)

ahol 〈.〉 a mennyiségek átlagát jelölik. Forrásként aTab energia-impulzus tenzoron, ésΛ 4d
kozmológiai állandón kívül megjelenik, egy a nagy energiákon dominánsTab-ben kvadratikus
tag azSab; különböz̋o járulékok az 5d anyagból (̃T reg

ab -ból) Pab ésπ̃; a brán asszimetrikus be-
ágyazásának járulékaLab; és a magasabb dimenziós gravitációs hatások járuléka(4)Eab, ami a
C̃acbd 5d Weyl tensorncnd projekciója. Az (1.82) egyenlet általában nem csatolódik le a töb-
bi 5d egyenletr̋ol, a formula azonban jól mutatja ahogyan megváltozik a gravitációs törvény a
bránon. A brán szimmetrikus beágyazása ésT̃ reg

ab = 0 esetén, alacsony energiákon mindössze〈
(4)Eab

〉
adhat nem standard járulékot, ami például 5d Anti-de Sittertéridő (AdS5) esetén zérus.

Perturbált AdS5 téridőbe szimmetrikusan ágyazott gömbszimmetrikus forrás esetén a bránon
a szokásos Schwarzschild potenciálnak (∝ 1/r) megjelenik egy1/r3-el skálázódó korrekciója
[131], [132].

Az eredeti RS2-modell 5d Anti-de Sitter téridőbe ágyazott Minkowski bránt tárgyal. Az
általánosításai igen változatosak és sokrétűek. Azokat abránokat, melyek kozmológiai szim-
metriákkal rendelkeznek Friedmann bránoknak nevezzük. Amikor megköveteljük 5d-ben az
na-ra mer̋oleges 4d hiperfelületeken a kozmológiai szimmetriákat, és az 5d anyag csupán a
kozmológiai állandó, akkor a Friedmann bránok az 5d Schwarzschild-Anti-de Sitter térid̋obe
(SAdS5) ágyazhatók [6], [133]. Ha 5d-ben nullpor is jelen van, ami apolarizálatlan sugárzás
magas frekvenciájú közelítése (geometriai optikai limit)és olyankor alkalmazható, valahány-
szor a sugárzás hullámhossza elhanyagolható a háttér görbületi sugarához képest, akkor a Fried-
mann bránok 5d Vaidya-Anti-de Sitter téridőbe (VAdS5) ágyazhatóak [134]. Abban az egyszerű
esetben is, amikor SAdS5-be szimmetrikusan ágyazzuk a Friedmann bránt, a korai kozmológia
jelent̋osen megváltozik aTab-ben kvadratikus forrás miatt. Feltéve hogy az univerzum sugárzás-
dominálta a korai korszakbana ∝ τ 1/4, szemben a standard kozmológiai modellben megszokott
a ∝ τ 1/2-el [111]. A Friedmann brán SAdS5-be ágyazása esetén az 5d egyenletekről lecsato-
lódó, és a bránon a kozmológiát leíró folytonossági egyenlet nem változik, de a Friedmann
és a Raychaudhuri egyenletek igen. Ez a három egyenlet, ami általában független egymástól
brán kozmológia esetén, nem lesznek függetlenek SAdS5-be ágyazáskor (de függetlenek lesz-
nek például VAdS5-be való aszimmetrikus beágyazásnál). A Friedmann brán SAdS5-be való
beágyazása esetén a teljes 5d Einstein egyenletek megoldása visszavezethető a folytonossági és
a Raychaudhuri (vagy a Friedmann) egyenletnek a bránon történő megoldására.

Brán világokban sötét anyag nélkül megmagyarázhatóak a galaxis forgás-görbék, a gyenge
lencsézés és a galaxis-halmazok röntgen sugárzási profilja[115]-[118].

A Friedmann brán SAdS5-be ágyazásakor a bránon a kozmológiát leíró egyenletek lecsa-
tolhatók az 5d egyenletekről. Lineáris perturbációszámításban ez már nem történik meg [3].
Szimmetrikus beágyazás esetén

〈
(4)Eab

〉
= (4)Eab egyp = ρ/3 állapotegyenletű ideális folyadék

energia-impulzus tenzoraként jelenik meg a bránon a nem perturbált háttéren. Lineáris per-
turbációszámításban bránon záródó egyenlet csoportot csak abban az esetben kapunk, ha(4)Eab

anizotróp nyomás része elhanyagolható, ami csak a nagy skálájú skalár perturbációk esetén tör-
ténik meg [3], [135] annak köszönhetően, hogy a gradiens tagok ekkor elhanyagolhatók. Az
5d perturbációs egyenletek szeparálhatóak, amikor de Sitter, vagy Minkowski bránt ágyazunk
szimmetrikusan AdS5 téridőbe [136]-[141].

A kozmikus mikrohullámú háttérsugárzásban nagy szög skálákon a Sachs-Wolfe effektus a

29



domináns, amely brán-világokban (T̃ab = 0 és a beágyazás szimmetrikus) [142]:
(

δT

T

)

SW

=

(
δT

T

)

GRSW

− 8ρr

3ρcdm

SE − κ2a2δπE +
2κ2

a5/2

∫
a7/2δπE da . (1.83)

A jobboldal els̋o tagja az általános relativitáselméletben ismert Sachs-Wolfe formula, míg a töb-
bi az(4)Eab perturbációja miatt jelenik meg. Az utolsó két tagban szereplő δπE a (4)Eab tenzor 3d
izotrópia felületekre vett projekciójának spur mentes (anizotróp nyomás rész) részének skalár
perturbációját reprezentálja. AδπE-ra nem létezik bránon zárt fejlődési egyenlet, ami megnehe-
zíti a brán járulékok kiértékelését. Emiatt RS2 brán-világokban további közelítésektől mentes
elméleti jóslata jelenleg nincs a CMB teljesítmény-spektrumnak. Tenzor anizotrópiákból szár-
mazó CMB spektrum az RS2 modellben arra támaszkodik, hogy(4)Eab anizotróp nyomás része
a bránon a standard anyaghoz hasonló viselkedést mutatva egy els̋o közelítésben (elhanyagol-
va az oktopol és magasabb rendű Legendre momentumokat) kifejezhet̋o a kungruencia menti
nyírás tenzor segítségével. A kapott spektrumot az 1.14. ábra mutatja.

1.14. ábra.Az ábra a tenzor anizotrópiákból jósolt CMB spetrumot mutatja [143].ζ dimenzió mentes
paraméter, ami(4)Eab anizotróp nyomás részének a nyíráshoz való csatolását határozza meg.ζ = 0
esetén a brán járulék eltűnik.

Csillagok gravitációs kollapszusa megváltozik az általános relativitáselmélethez képest. Az
Oppenheimer-Snyder kollapszus során az összeomló nulla nyomású ideális folyadék (por) külső
térideje nem lehet sztatikus [112], amikor a brán beágyazása szimmetrikus a magasabb dimen-
ziós vákuum térid̋obe. Az összeomló csillag külseje a bránon lehet sztatikus,ha a magasabb
dimenziós térid̋o speciális null port tartalmaz [113]. Amikor a magasabb dimenziós térid̋o vá-
kuum, de az összeomló ideális folyadék nyomása nem nulla, akkor szintén lehet sztatikus a
külső régió a bránon [114]. Nagytömegű fekete lyukak kialakulása esetén az összeomló anyag
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közel por viselkedése a horizonton való áthaladás után is tartható, míg kistömegű fekete lyukak
esetén a létrejöv̋o nagy feszültségek sötét energiává alakítják a csillag anyagot.

A Hulse-Taylor kett̋os pulzár (PSRB 1913+16 pulzár) megfigyelt periódusidejénekcsök-
kenése igen pontos tesztje a gravitációs elméleteknek. Az általános relativitáselmélet által
megjósolt gravitációs hullámok igen pontosan annyi energiát visznek el a rendszerből, ami a
megfigyelt periódusid̋o csökkenést okozza. 5d Minkowski téridőbe szimmetrikusan ágyazott
Minkowski brán esetén a [144]-ben származtatott kvadrupolformula (ami a vezető rendű id̋o-
egység alatti energia veszteséget adja) alapján azt találták, hogy a brán-elmélet jósolta periódu-
sidő csökkenés jóval nagyobb annál, mint amit a megfigyelések még megengednének. Azon-
ban realisztikus brán-világ modellben az 5d téridő nem Minkowski, mint ahogy az eredeti RS2
modellben sem az. AdS5-be szimmetrikusan ágyazott Minkowski brán esetén a periódusidő
csökkenés nem mutatott vezető rendű eltérést az általános relativtáselméletihez képest [145].

A brán modellekben aλ brán-feszültség szabad paraméterként jelenik meg, amelyre kísérleti
megfigyelések segítségével kényszereket lehet adni. Alábbezeket a fontosabb kényszereket
foglalom össze:

• A Newton törvényt̋ol szubmilliméter skálán történő lehetséges eltérésre vonatkozó kísér-
letek [146] eredményeznek egy kényszert az 5d téridő karakterisztikus görbületi skálájára
l . 0.1 mm. Eztc = 1 = ~ egységekben kifejezve, kapjuk [110]

lmax = 506.7 7 eV−1 = 0.5067 7 × 1012 GeV−1 . (1.84)

A 4-dimenziós csatolási konstansκ2 és a 4-dimenziós gravitációs konstansG kapcsolata
a 4-dimenziós Planck tömeggelMP : κ2 = 8πG = 8π/M2

P , aholMP ≈ 1019 GeV. Az
5-dimenziós Planck tömeg definíciójãκ2 = 8π/M3

(5). Mivel M(5) függ mindMP -től és
azl karakterisztikus görbületi skálától (M3

(5) = M2
P /l) [109], ezért [110]

M(5) min = 6. 65 × 108 GeV. (1.85)

Az extra dimenzió (ami a gravitáción keresztül elérhető) jelenléte miatt a brán-világ mo-
dellek megengedik, hogy az effektív 4-dimenziós Planck skála a bránon sokkal nagyobb
legyen, mint az 5-dimenziós Planck skála. Azl ésMP ismerete ad egy alsó korlátot a
brán-feszültségre a két-brán modellekben [108], [110]:

λmin =
3M2

P

4πl2
= 138.59 TeV4 . (1.86)

• A Big Bang Nukleoszintézis (BBN) szintén ad egy alsó korlátot a brán-feszültségreλ & 1
MeV4 [147], de sokkal gyengébbet.

• Létezik egy asztrofizikai limit isλ-ra, amely nagyon érzékeny a brán neutron csillag
állapot-egyenletére [148]. Konstans sűrűségű tipikusneutron csillagra ez a limitλ >
5 × 108 MeV4, amely a két korábbi határ között van.

• Naprendszerben a fényelhajlásból vizsgálatából kapott leger̋osebb kényszerλ & 6.31 ×
10−3 MeV4 [149].
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2. fejezet

Randall-Sundrum 2-es típusú
brán-világok

A fejezet az RS2 brán-világ modellre támaszkodó kutatásaimat mutatja be. Pontokba szedve:

• Az RS2 brán-világ modellekre kifejlesztett általános 3+1+1kovariáns formalizmus (2.1.
fejezet);

• Új brán megoldás levezetése (2.2. fejezet);

• 5d Birkhoff-tétel kiterjesztése (2.3. fejezet);

• Az 5d kozmológiai megoldásokban megjelenő 5d fekete lyukak párolgásának hatása a
brán kozmológiai fejl̋odésére aszimmetrikus beágyazás mellett (2.4. fejezet);

• Sugárzó bránok luminozitás-vöröseltolódás relációja, ésszupernóva adatokkal való tesz-
telése (2.5. fejezet).

2.1. A 3+1+1 gravitációs dinamika

A fejezet a [150], [151] cikkekben és a [152] konferencia kiadványban elért eredményeket
foglalja össze. Ebben a fejezetben általánosítom az általános relativitáselméletben kidolgozott,
kinematikai és gravito-elektro-mágneses mennyiségeket használó 3+1 kovariáns formalizmust
[2], amit sikeresen alkalmaztak főként kozmológiai perturbációszámításokban (lásd pl. [153]-
[162]).

A téridő 3+1 felbontását lokálisan egyua normált négyes sebesség vektormező határozza
meg. A 4d metrika felbontása:−uaub + hab, aholhab azua négyes sebességgel mozgó meg-
figyelő nyugalmi terére vetítő projekciós tenzor. A kinematikai és a gravito-elektro-mágneses
mennyiségek a négyes sebesség kovariáns deriváltjának, illetve aCabcd Weyl tenzor irreducibilis
részekre történ̋o felbontásából származnak:

Aa = h b
a uc∇cub , Θ = hab∇aub ,

ωa = ε bc
a ∇buc , σab = h c

〈a h d
b〉∇cud ,

Eab = Ccdefh
c

〈a udh e
b〉u

f , Hab = ε cd
〈a h e

b〉Ccdefu
f . (2.1)

Itt εabc a 3d térfogat elem és a〈 〉 zárójel a tenzorok minden indexében ahab-vel való projektált,
szimmetrizált és spurtalan részét jelöli. AzAa gyorsulás vektor a gravitációs és az inerciális
erők kombinált hatását méri. Amikorua integrálgörbéje geodetikus a 4d téridőben, akkor eltű-
nik. Felvéve lokálisan egy gömböt a négyesebességre merőleges 3d térben a pozitív (negatív)
Θ expanzió a gömb térfogatának növekedését (csökkenését) okozza. A nem nullaσab nyírás
tenzor eltorzítja a gömb alakját, nyújtja, vagy összepréseli azt aσab főtengelyei mentén a gömb
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térfogatának változatlansága mellett. Azωa örvény vektor pedig a gömb elfordulását eredmé-
nyezi az iránya által kijelölt tengely körül, és a nagysága által meghatározott szögsebeséggel.
A Weyl tenzorEab elektromos ésHab mágneses része a gravitáció nem lokális hatását írják le,
rájuk az elektrodinamika elektromos és mágneses térerősségéhez hasonlóan hullámegyenletek
származtathatók.

Ezt a formalizmust [3]-ban általánosították RS2 brán-világmodellekre, amikor a magasabb
dimenziós térid̋o kozmológiai állandótól eltekintve nem tartalmaz anyagotés a brán beágyazása
szimmetrikus. Az RS2 brán 3+1 kovariáns formalizmus azonbannem használja a magasabb
dimenziós probléma teljes egyenletrendszerét. Ezért egyenletei általában nem alkotnak zárt
rendszert. A záródás hiányát az (1.82) effektív Einstein-egyenlet jobboldalán megjelenő (4)Eab

tenzornak a brán megfigyelő nyugalmi terére vetített, spurmentes részére (ami az 5d gravitáció
nem lokális hatásának anizotróp nyomás járuléka) vonatkozó fejlődési egyenlet hiánya okozza.

Szintén létezik egy kanonikus változókat használó s+1+1 formalizmus [4], ahol az 5d té-
ridőt 4d id̋oszerű és 4d térszerű felületekkel fóliázták. Az ilyen téridő duplán fóliázható. A
gravitációs szabadsági fokok a két 4d hiperfelület 3d térszerű metszetén tenzoriális, vektoriális
és skalár mennyiségekkel írhatók le, amik gravitonokat, gravi-fotonokat és gravi-skalárokat je-
lentenek. Ezek a mennyiségek a tenzori, vektori és skalár projekciói a 4d térszerű hiperfelületen
indukált metrikának, és ezen projekciók kanonikus konjugáltjainak. A formalizmus Hamilton-i
leírását [5]-ben adták meg. A magasabb dimenziós téridő felbontását meghatározó időszerű,
illetve térszerű vektorok örvénymentesek, emiatt a formalizmus nem alkalmazható általános
perturbációk leírására.

Ebben a fejezetben kifejlesztek egy formalizmust, amely megadja a gravitációs dinamika
összes evolúciós és kényszer egyenletetét 3+1+1 kovariánsalakban, és nem ró ki semmilyen
feltételt az 5d térid̋ore, illetve a brán beágyazására.

A 2.1.1.-2.1.4. alfejezetekben tárgyalom a téridő 3+1+1 felbontását, a kinematikai, a gravito-
elektro-mágneses és az anyagi változók definícióit. A B.1. függelék a deriváltak kommutációs
relációit tartalmazza. A 2.1.5. alfejezetben bevezetem a 3d lokális Riemann és Ricci tenzorokat,
és felírom kapcsolatukat a kinematikai, gravito-elektro-mágneses, illetve anyagi változókkal.

A 2.1.6. alfejezet tartalmazza a teljes 3+1+1 kovariáns gravitációs dinamikát és a kénysze-
reket. A kapcsolódó B.2. mellékletben a bázis megválasztásában hordozott mértékszabadsági
fokokat vizsgálom meg, és megadom a releváns mennyiségek transzformációit az infinitezimá-
lis bázis változtoztatás során. Ezek alkalmazásai a lineáris perturbációszámításban megjelenő
formulákat egyszerűsíthetik.

Figyelembe véve, hogy a brán 4d időszerű hiperfelület, a 2.1.7. alfejezetben megadom a
Lanczos egyenlet és az Effektív Einstein egyenlet forrásainak felbontását. Ezután felírom az
általános evolúciós és kényszer egyenleteket a bránon, amelyek a 2.1.6. alfejezet egyenleteinek
bránon kiértékelt kombinációiból származnak. A bránegyenletek önmagukban nem alkotnak
zárt rendszert. A 2.1.7-ben egy a korábban ismertnél általánosabb záródási feltétel kerül meg-
fogalmazásra.

A 2.1.8. alfejezetben felsorolom az általános beágyazás esetén a legfontosabb kozmológiai
egyenleteket ideális folyadékkal kitöltött Friedmann bránra. Ezek a Friedmann, a Raychaudhuri
és az energia mérleg egyenletek, amiket összevetek a [163]-ban publikáltakkal. Ebben az alfe-
jezetben szintén viszonyulok néhány homogén, de anizotrópbránt tartalmazó 5d megoldáshoz.

A 2.1.9. alfejezet néhány további megjegyzést tartalmaz.
Jelölések:Az ua ésna-ra mer̋oleges 3d téren definiált mennyiségek nem hordoznak megkü-

lönböztet̋o jelzést, a 3d metrikát pedighab jelöli. A 4d időszerű bránon definiált mennyiségek a
4d gab metrika kivételével egy(4) előindexet kaptak. Az 5d mennyiségek egy˜ megkülönböz-
tető jelzéssel rendelkeznek. Ez alól kivétel az 5d energia-impulzus tenzor 3+1+1 felbontásában
szerepl̋o mennyiségek, amelyek szintén kaptak egy tilde megkülönböztet̋o jelzést, pedig nem
5d mennyiségek. Az írott szimbólumok az 5d Weyl tenzor 3+1+1felbontásában szereplő vál-
tozókat jelentik. Amikor lehetséges az ugyanazon szimbólumok közül, amik azua időszerű,
illetve azna térszerű vektormez̋okhöz tartoznak, az utóbbiak egŷjelzést hordoznak. Azf
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mennyiség brán két oldalán vett értékének átlagát〈f〉-el jelölöm, ugrását pedig∆f -el. A 〈 〉
zárójel az absztrakt indexeken a tenzor minden indexében 3dtérre (amelynek metrikájahab)
vetített részének szimmetrikus nyom mentes részét jelöli.Az indexeken a( ) és[ ] zárójelek a
szimmetrikus, illetve antiszimmetrikus részeket jelentik.

2.1.1. A téridő 3+1+1 felbontása

Legyenua = dxa/dτ ésna = dxa/dy idő, illetve térszerű vektormezők az 5d térid̋oben, ahol
τ ésy affin paraméterek a kijelölt nem null integrál görbéken. A vektorok normáltak−uaua =
1 = nana, és mer̋olegesek egymásrauana = 0. Az 5d metrika felbontása

g̃ab = nanb + gab , (2.2)

ahol
gab = −uaub + hab , (2.3)

a metrika a 4d id̋oszerű,y =konstans felületeken (azy = 0-nál a brán helyezkedik el), aminek
hab térbeli része eleget tesz azuahab = nahab = 0 relációknak. Azεabc a hab-hoz asszociált
térfogat elem. Legyenna vektor mer̋oleges a bránra, ígyua a bránon egy megfigyelő négyes
sebességét adja (lásd 2.1. ábra).

2.1. ábra.Az 5d g̃ab (ami ∇̃ konnexióval kompatibilis) térid̋o 3+1+1 felbontásának elemei. Azna nor-
málisú brán indukált metrikájagab=g̃ab−nanbés küls̋o görbülete(4)Kab= g c

a g d
b ∇̃cnd. A brán meg-

figyelők ua négyessebessége definiálja a lokálisan rá merőleges 3d tereket, amelyek csak eltűnő ωab

örvény esetén alkotnak hiperfelületeket. AΘ ésσab az expanzió, illetve a nyírás azua érintőjű görbe
sereg mentén a bránon. Azna érintőjű görbesereget hasonlóan̂Θ, σ̂ab ésω̂ab jellemzi, utóbbi a bránon
eltűnik. (Az ábráért köszönet Gergely Árpád Lászlónak)

A leírásban az 5d̃∇i konnexió projekcióihoz asszociált 3 típusú deriváltat használok. Pont,
illetve vessz̋o jelöli a kovariáns deriváltakat azua, ésna integrál görbéi mentén, amígD a
hab-hoz asszociált 3d kovariáns derivált:

Ṫb..c = ua∇̃aTb..c , (2.4)

T ′
b..c = na∇̃aTb..c , (2.5)

DaTb..c = h d
a h i

b ..h j
c ∇̃dTi..j . (2.6)

34



A D-derivált ugyanaz, mint általános relativitáselméletben, mivel a generált kovariáns derivált
ott szintén ahab-hoz asszociált (Dahbc = 0). A fent definiált id̋oderivált a skalároktól elte-
kintve különbözik a 3+1 kovariáns formalizmusban használttól na ésua komponensű tagokban.
Azonban az id̋oderivált 3d térre projektált része (Fermi derivált) megegyezik az általános rela-
tivitáselméletben használttal.

2.1.2. Kinematikai mennyiségek

A kinematikai mennyiségek azua ésna kovariáns deriváltjainak felbontásából származnak

∇̃aub = −uaAb + K̂uanb + Knanb + naKb + Lanb + Kab , (2.7a)

∇̃anb = naÂb + Knaub + K̂uaub − uaK̂b + Laub + K̂ab , (2.7b)

ahol

Aa = u̇〈a〉 , Âa = n′
〈a〉 ,

Ka = u′
〈a〉 , K̂a = ṅ〈a〉 ,

K = nbu′
b , K̂ = ubṅb ,

La = h c
a nd∇̃cud ,

Kab = Daub , K̂ab = Danb . (2.8)

A kalap a mennyiségeken azna vektormez̋ohöz tartozó kinematikai változókat jelentik, meg-
különböztetve a hasonlóua-hoz tartozó mennyiségektől. A Kab ésK̂ab tenzoriális mennyiségek
tovább bonthatók irreducibilis részekre:

Kab =
Θ

3
hab + σab + ωab , (2.9)

K̂ab =
Θ̂

3
hab + σ̂ab + ω̂ab , (2.10)

ahol azua, ésna vektorokhoz tartozó expanzió, nyírás és örvény tenzorok definíciói:

Θ = Daua , ωab = D[aub] , σab = D〈aub〉 ,

Θ̂ = Dana , ω̂ab = D[anb] , σ̂ab = D〈anb〉 . (2.11)

Az antiszimmetrikusωab ésω̂ab 3d tenzorok kódolhatók azωa = εabcωbc/2 ésω̂a = εabcω̂bc/2

örvény vektorokba. Amikor azna ésua örvénymentesekωab = ω̂ab = 0, a Kab ésK̂ab szi-
metrikusak és a beágyazott 3d hiperfelület külső görbületi tenzorait jelentik. Aẑωab = 0 az
y = 0-nál szükséges, de nem elégséges feltétel a brán létezéséhez. A brán 3+1-dimenziós id̋o-
szerű hiperfelület csak akkor létezhet, ha normálisának magasabb dimenziós örvénye eltűnik,
vagyisqc

[aq
d
b]∇̃cnd = 0. A Frobenius tétel szerint ez elégséges feltétel is. Kinematikai mennyi-

ségekre ez a következőt jelenti:

ω̂ab|y=0 = 0 ,

La|y=0 = − K̂a

∣∣∣
y=0

. (2.12)

A ∇̃aub irreducibilis felbontása 3-skalárral (K, K̂, Θ), 4 3-vektorral (Aa, Ka, La, ωa)
és egy szimmetrikus spurmentes 3-tenzorral (σab) adható meg. Ã∇anb megfelel̋o irreduciblis
felbontását szintén 3 skalár (K̂, K, Θ̂), 4 3-vektor (̂Aa, K̂a, La, ω̂a) és egy szimmetrikus
3-tenzor (̂σab) adja meg.
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2.1.3. Gravito-elektro-mágneses mennyiségek

Az 5d térid̋o nem lokális gravitációs tulajdonságait az 5d Weyl tenzor írja le, amelynek f̋o
irányai vezetnek egy olyan osztályozási rendszerhez, amely általánosítja az általános relativisz-
tikus Petrov osztályozást [164]. Itt megadom a 3+1+1 felbontását1 a C̃abcd 5d Weyl tenzornak:

E = C̃abcdn
aubncud ,

Hk =
1

2
ε ab

k C̃abcdu
cnd , Fkl = C̃abcdh

a
(k ubh c

l) nd ,

Êk = C̃abcdh
a

k nbucnd , Ek = C̃abcdh
a

k ubncud ,

Êkl = C̃abcdh
a

〈k nbh c
l〉 nd , Ekl = C̃abcdh

a
〈k ubh c

l〉 ud ,

Ĥkl =
1

2
ε ab
(k h c

l) C̃abcdn
d , Hkl =

1

2
ε ab
(k h c

l) C̃abcdu
d . (2.13)

Minden fent definiált mennyiség spurmentes. A Weyl tenzor kifejezése a (2.13)-ban definiált
mennyiségekkel

C̃abcd = −2
(
Ed[ahb]c − Ec[ahb]d

)
+ 2

(
Êd[ahb]c − Êc[ahb]d

)
− 2

3
Ehc[ahb]d

+2
(
ε i

cd Ĥi[anb] + ε i
ab Ĥi[cnd]

)
− 2

(
ε i

cd Hi[aub] + ε i
ab Hi[cud]

)

+2
(
ncn[aÊb]d − ndn[aÊb]c

)
+ 2

(
ucu[aEb]d − udu[aEb]c

)

−2
(
ucn[aFb]d − udn[aFb]c + ncu[aFb]d − ndu[aFb]c

)

−
(
n[cua]εbdk + u[cnb]εadk

)
Hk −

(
u[dna]εbck + n[dub]εack

)
Hk

−2
(
u[cnd]εabk + u[anb]εcdk

)
Hk − 2

(
E[ahb][cnd] + E[chd][anb]

)

−2
(
Ê[ahb][cud] + Ê[chd][aub]

)
+ 4Eu[anb]u[cnd]

−2
(
ncudn[aÊb] − ucndn[aÊb] + naubn[cÊd] − uanbn[cÊd]

)

+2
(
ucndu[aEb] − ncudu[aEb] + uanbu[cEd] − naubu[cEd]

)

−2

3
E

(
ndn[ahb]c − ncn[ahb]d

)
+

2

3
E

(
udu[ahb]c − ucu[ahb]d

)
. (2.14)

A (2.14) egyenlet általánosítja az általános relativisztikusCabcd 4d Weyl tenzor 3+1 kova-
riáns felbontását. AzEkl ésHkl mennyiségek kapcsolata az általános relativitáselméletbeli Ekl

elektromos ésHkl mágneses mennyiségekkel:

Eab = Eab +
1

2
Êab −

1

2

(
K̂ +

Θ̂

3

)
σ̂ab +

1

2
σ̂c〈aσ̂

c
b〉 +

1

2
K̂〈aK̂b〉 , (2.15)

Hab = Hab − ε cd
〈a σ̂b〉cK̂d . (2.16)

Itt kihasználtam, hogyqc
[aq

d
b]∇̃cnd = 0 a bránon.

2.1.4. Az energia-impulzus tenzor felbontása

Az 5d gravitációs dinamikát az Einstein egyenlet írja le

G̃ab = −Λ̃g̃ab + κ̃2
[
T̃ab + τabδ (y)

]
, (2.17)

1A Weyl tenzorn + 1 felbontását [165]-ben adták meg.
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ahol κ̃2 jelöli az 5d csatolási állandót. A gravitáció forrásául aΛ̃ 5d kozmológiai állandó, a
reguláris 5d energia-impulzus tenzorT̃ab és a brán tartójú

τab = −λgab + Tab (2.18)

disztribucionális rész szolgál. Ittλ a brán-feszültség ésTab a standard modell anyagi mezőit
jelenti a bránon. ATab tenzor felbontása egyua négyes sebességgel mozgó brán megfigyelő
szemszögéb̋ol:

Tab = ρuaub + q(aub) + phab + πab . (2.19)

A ρ, qa, p ésπab mennyiségek az energiasűrűség, az energiaáram vektor, az izotróp nyomás, és
az anizotróp szimmetrikus spur-mentes nyomás tenzor.

Az 5d reguláris energia-impulzus tenzorua ésna szerinti felbontása:

T̃ab = ρ̃uaub + 2q̃(aub) + 2q̃u(anb) + p̃hab + π̃nanb + 2π̃(anb) + π̃ab , (2.20)

ahol ρ̃ azua-hoz tartozó energiasűrűség,p̃ az izotróp nyomás,̃qa ésq̃ impulzus sűrűségek a 3d
téren, illetve azna irányban. Aπ̃, π̃a és a szimmetrikus spur-mentesπ̃ab 3-tenzor kapcsolatban
állnak a magasabb dimenziós anizotróp nyomás tenzor skalár, vektor és tenzor projekcióival. A
4d anizotróp nyomás tenzor kifejezése

3 (π̃ − p̃)

4
nanb + 2π̃(anb) +

p̃ − π̃

4
hab + π̃ab . (2.21)

A formalizmusban használt deriváltak kommutációs relációi a B.1 mellékletben találhatók.

2.1.5. A Gauss egyenlet és kontrakciói

Örvények jelenlétében azua ésna vektorokra mer̋oleges tér lokális 3dRabcd görbületét az alábbi
formulával definiálom:

D[aDb]Vc − ωabV̇〈c〉 + ω̂abV
′
〈c〉 =

1

2
RabcdV

d , (2.22)

ami adja, hogy

Rabcd = h i
a h j

b h k
c h l

d R̃ijkl − (Dauc) (Dbud) + (Daud) (Dbuc)

+ (Danc) (Dbnd) − (Dand) (Dbnc) . (2.23)

Ez természetes általánosítása az általános relativitáselméletben használt definíciónak [2], [162],
[166] és [167]. A kinematikai, a gravito-elektro-mágnesesés az anyagi mennyiségek definícióit
alkalmazva kapható:

Rabcd =

[
−2

3

(
Θ2 − Θ̂2

)
− E + Λ̃ + κ̃2 (ρ̃ + p̃ − π̃)

]
hc[ahb]d

3

−2
(
Ed[ahb]c − Ec[ahb]d

)
+ 2

(
Êd[ahb]c − Êc[ahb]d

)
− 2κ̃2

3

(
hd[aπ̃b]c − hc[aπ̃b]d

)

−2Θ

3

[(
σa[c + ωa[c

)
hd]b +

(
σb[d + ωb[d

)
hc]a

]
− 2

(
σa[c + ωa[c

) (
σd]b − ωd]b

)

+
2Θ̂

3

[(
σ̂a[c+ω̂a[c

)
hd]b+

(
σ̂b[d+ω̂b[d

)
hc]a

]
+2

(
σ̂a[c+ω̂a[c

)(
σ̂d]b−ω̂d]b

)
. (2.24)
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A lokális 3-Ricci tenzor és a Ricci skalár:

Rac = hbdRabcd =

[
−2

3

(
Θ2 − Θ̂2

)
− 2E + Λ̃ + κ̃2 (ρ̃ + p̃ − π̃)

]
hac

3

+Eac − Êac +
κ̃2

3
π̃ac −

2Θ

3
(σac + ωac) +

2Θ̂

3
(σ̂ac + ω̂ac)

+σabσ
b

c − ωbω
bhac + ωaωc − 2σ b

[a ωc]b

−σ̂abσ̂
b

c + ω̂bω̂
bhac − ω̂aω̂c + 2σ̂ b

[a ω̂c]b , (2.25)

R = hacRac = −2E + Λ̃ + κ̃2 (ρ̃ + p̃ − π̃) − 2

3

(
Θ2 − Θ̂2

)

−2ωaω
a + σabσ

ab + 2ω̂aω̂
a − σ̂abσ̂

ab . (2.26)

A (2.26) egyenlet az általánosított Friedmann egyenletet adja az 5d térid̋oben speciális szim-
metriák esetén (az általános relativisztikus esetet lásd például [2], [166] és [167]-ben).

2.1.6. 3+1+1 kovariáns dinamika és kényszerek

A kinematikai és a gravito-elektro-mágneses mennyiségekre vonatkozó 3+1+1 kovariáns evo-
lúciós és kényszer egyenletek teljes rendszere azua, illetve na vektorokra alkalmazott Ricci
azonosságokból (ami ã∇[a∇̃b]uc = R̃abcdu

d-t jelenti ua-ra) és az 5d Bianchi azonosságokból
származik. Ebben az alfejezetben megadott egyenletek a brán kivételével mindenütt érvénye-
sek, a brán határain is. A brán határain azonban a (2.12) egyenletek határfeltételeket adnak
azLa, K̂a ésω̂a kinematikai mennyiségekre. A disztribucionális brán energia-impulzus tenzor
hatását a 2.1.7. alfejezetben veszem figyelembe, ami további határfeltételeket fog jelenteni a
K̂, Θ̂, K̂a és σ̂ab kinematikai mennyiségekre. A következőkben a Ricci és a Bianchi azonos-
ságokból származó független egyenleteket adom meg. A B.2. mellékletben a változók lineáris
bázis változtatás során fellépő transzformációs szabályait listázom.

Ricci identities

Az ua-ra alkalmazott Ricci azonosságból származó egyenletek:

0 = K̇ + K̂ ′ + ÂaA
a + K2 − K̂2 + LaK

a − K̂aK
a − LaK̂

a

+E − Λ̃

6
+

κ̃2

6
(ρ̃ − π̃ + 3p̃) , (2.27)

0 = Θ̇ − DaAa +
Θ2

3
+ Θ̂K̂ − AaAa − 2ωaω

a + σabσ
ab − E

+
(
K̂aKa + KaLa + LaK̂a

)
− Λ̃

2
+

κ̃2

2
(ρ̃ + π̃ + p̃) , (2.28)

0 = K̇〈a〉 − A′
〈a〉 +

(
K +

Θ

3

)
Ka +

(
K − Θ

3

)
K̂a + Ea

+K̂
(
Âa + Aa

)
+ (ωba + σba)

(
Kb − K̂b

)
− κ̃2

3
π̃a , (2.29)
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0 = L̇〈a〉 + DaK̂ +

(
K +

Θ

3

)
La +

(
K̂ +

Θ̂

3

)
Aa +

(
K − Θ

3

)
K̂a

+ (ω̂ab + σ̂ab) Ab − (ωab + σab)
(
K̂b − Lb

)
+ Ea −

κ̃2

3
π̃a , (2.30)

0 = ω̇〈a〉 −
1

2
ε cd

a DcAd + K̂ω̂a +
2Θ

3
ωa − σabω

b +
1

2
ε cd

a

(
KcK̂d + KcLd + K̂cLd

)
, (2.31)

0 = σ̇〈ab〉 − D〈aAb〉 +
2Θ

3
σab + K̂σ̂ab − A〈aAb〉 + K〈aLb〉

+K̂〈aKb〉 + L〈aK̂b〉 + ω〈aωb〉 + σc〈aσ
c

b〉 + Eab −
κ̃2

3
π̃ab , (2.32)

0 = Θ′ − DaKa −
(

K − Θ

3

)
Θ̂ + (Ka + La) Âa

−Aa (Ka − La) − 2ω̂aω
a + σ̂abσ

ab − κ̃2q̃ , (2.33)

0 = L′
〈a〉 − DaK +

(
K − Θ

3

)
Âa −

(
K̂ − Θ̂

3

)
La +

(
K̂ +

Θ̂

3

)
Ka

+ (σ̂ab + ω̂ab)
(
Kb + Lb

)
− (ωab + σab) Âb − Êa +

κ̃2

3
q̃a , (2.34)

0 = ω′
〈k〉 −

1

2
ε ab

k DaKb −
1

2
ε ab

k

(
Ab + Âb

)
(Ka − La) −

(
K − Θ

3

)
ω̂k

+
Θ̂

3
ωk +

1

2
ε ab

k ωaω̂b −
1

2
σ̂kaω

a − 1

2
σkaω̂

a +
1

2
ε ab

k σcbσ̂
c

a − 1

2
Hk , (2.35)

0 = σ′
〈ab〉 − D〈aKb〉 − A〈b

(
Ka〉 − La〉

)
+ Â〈b

(
Ka〉 + La〉

)
+

Θ̂

3
σab

−
(

K − Θ

3

)
σ̂ab + ω〈aω̂b〉 + ωc〈aσ̂

c
b〉 + σ d

〈a ω̂b〉d + σc〈aσ̂
c

b〉 + Fab , (2.36)

0 = ε ab
k DaLb + 2

(
K̂ +

Θ̂

3

)
ωk + 2

(
K − Θ

3

)
ω̂k + ε ab

k ωaω̂b

−σ̂kaω
a + σkaω̂

a − ε ab
k σcbσ̂

c
a + Hk , (2.37)

0 = Daωa − Aaω
a + ω̂a (Ka − La) , (2.38)

0 = D〈cωk〉 + εab〈kD
bσ a

c〉 + 2A〈cωk〉 − 2K〈cω̂k〉 − L〈cω̂k〉 + ε ab
〈k σ̂c〉bLa + Hkc , (2.39)

0 = Dbσab + ε ck
a Dcωk −

2

3
DaΘ +

2Θ̂

3
La − ε ck

a Lcω̂k

+2ε ck
a (Acωk − Kcω̂k) − σ̂abL

b + Êa +
2κ̃2

3
q̃b . (2.40)

Az általános relativitáselméletben, illetve az RS2 brán 3+1kovariáns formalizmusban a (2.28),
(2.31), (2.32), (2.38), (2.39) és (2.40) egyenleteknek vanmegfelel̋oje. A (2.28) egyenlet a ma-
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gasabb dimenzióra általánosított Raychaudhuri egyenlet. A(2.31) egyenlet azua vektor 3d
örvényének evolúcióját adja. A baloldal első négy tagja az általános relativitáselméletben is
megjelenik, az utolsó két tag pedig mutatja, hogyna örvénye örvényt okozua-ban. A (2.32)
egyenlet azua 3d nyírásának evolúcióját mutatja, míg (2.38), (2.39) és (2.40) kényszer egyenle-
tek a 3d téren. Kapcsolat az általános relativitáselmélettel a (2.32) és (2.39) egyenletekkel csak
akkor látszik, ha azy=konstans felületek hiperfelületek és alkalmazzuk (2.15)-(2.16)-ot.

Az na-ra alkalmazott Ricci azonosság a következő előzőekt̋ol független egyenleteket adja

0 =
˙̂
Θ − DaK̂a +

(
K̂ +

Θ̂

3

)
Θ −

(
K̂a − La

)
Aa

+Âa
(
K̂a + La

)
− 2ωaω̂

a + σ̂abσ
ab − κ̃2q̃ , (2.41)

0 = ˙̂ω〈k〉 −
1

2
ε ab

k DaK̂b +
1

2
ε ab

k

(
Âb + Ab

) (
K̂a + La

)
+

(
K̂ +

Θ̂

3

)
ωk

+
Θ

3
ω̂k +

1

2
ε ab

k ω̂aωb −
1

2
σ̂kaω

a − 1

2
σkaω̂

a +
1

2
ε ab

k σ̂cbσ
c

a +
1

2
Hk , (2.42)

0 = ˙̂σ〈ab〉 − D〈aK̂b〉 + Â〈b

(
K̂a〉 + La〉

)
− A〈b

(
K̂a〉 − La〉

)
+

Θ

3
σ̂ab

+

(
K̂ +

Θ̂

3

)
σab + ω〈aω̂b〉 − ωc〈aσ̂

c
b〉 − σ d

〈a ω̂b〉d + σc〈aσ̂
c

b〉 + Fab , (2.43)

0 = K̂ ′
〈a〉 −

˙̂
A〈a〉 −

(
K̂ − Θ̂

3

)
K̂a −

(
K̂ +

Θ̂

3

)
Ka − K

(
Aa + Âa

)

+ (ω̂ba + σ̂ba)
(
K̂b − Kb

)
+ Êa −

κ̃2

3
q̃a , (2.44)

0 = Θ̂′ − DaÂa +
Θ̂2

3
− ΘK + ÂaÂa − 2ω̂aω̂

a + σ̂abσ̂
ab + E

−
(
K̂aKa − K̂aLa − LaKa

)
+

Λ̃

2
+

κ̃2

2
(π̃ + ρ̃ − p̃) , (2.45)

0 = ω̂′
〈a〉−

1

2
ε cd

a DcÂd− Kωa +
2Θ̂

3
ω̂a− σ̂abω̂

b− 1

2
ε cd

a

(
KcK̂d + K̂cLd + KcLd

)
,

0 = σ̂′
〈ab〉 − D〈aÂb〉 +

2Θ̂

3
σ̂ab − Kσab + Â〈aÂb〉 + K̂〈aLb〉

−K̂〈aKb〉 + L〈aKb〉 + ω̂〈aω̂b〉 + σ̂c〈aσ̂
c

b〉 + Êab +
κ̃2

3
π̃ab , (2.46)

0 = Dbσ̂ab + ε ck
a Dcω̂k −

2

3
DaΘ̂ +

2Θ

3
La − ε ck

a Lcωk

−2ε ck
a

(
Âcω̂k − K̂cωk

)
− σabL

b − Ea −
2κ̃2

3
π̃a , (2.47)
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0 = Daω̂a + Âaω̂
a − ωa

(
K̂a + La

)
, (2.48)

0 = D〈cω̂k〉 + εab〈kD
bσ̂ a

c〉 − 2Â〈cω̂k〉 + 2K̂〈cωk〉 − L〈cωk〉 + ε ab
〈k σc〉bLa + Ĥkc . (2.49)

Az 5d anyag megmaradási egyenletei

A kétszer kontrahált 5d Bianchi azonosság eredményezi, hogy∇̃a
T̃ab = 0, aminek projekciói

u, n, ésh-val:

0 = ˙̃ρ + q̃′ + Daq̃a + ρ̃ (K + Θ) + Kπ̃ + Θp̃ + π̃abσab

−q̃
(
2K̂ − Θ̂

)
+ q̃a

(
2Aa − Âa

)
+ π̃a (La + Ka) , (2.50)

0 = ˙̃q + π̃′ + Daπ̃a + π̃
(
Θ̂ − K̂

)
− K̂ρ̃ − Θ̂p̃ − π̃abσ̂ab

+q̃ (2K + Θ) − π̃a
(
2Âa − Aa

)
− q̃a

(
K̂a − La

)
, (2.51)

0 = ˙̃q〈k〉 + π̃′
〈k〉 + Dkp̃ + Daπ̃ak +

4Θ̂

3
π̃k +

4Θ

3
q̃k − K̂π̃k + Kq̃k + ρ̃Ak + π̃Âk

−p̃
(
Âk−Ak

)
+q̃aωak+q̃aσak+π̃aω̂ak+π̃aσ̂ak+q̃

(
K̂k+Kk

)
−π̃ak

(
Âa−Aa

)
.(2.52)

Az els̋o egyenlet a folytonossági egyenlet, amint az könnyen ellenőrizhet̋o homogén és izotróp
esetben (̃q = q̃a = π̃a = π̃ab = 0 ésΘ = 3H) K = 0-ra. A (2.50)-(2.52) az 5d anyagra
vonatkozó hiányos fejlődési egyenletek, mivel nincs egyenletp̃, π̃, π̃a ésπ̃ab nyomás tagokra.

Bianchi azonosságok

Az 5d Bianchi azonosság a kétszer kontrahált Bianchi azonosságtól következ̋o független evolú-
ciós és kényszer egyenleteket adja a gravito−elektro−mágneses mennyiségekre:

0 = Ė〈k〉+DaFka+
ε ab

k

2
DaHb−Eka

(
K̂a+La

)
−ÊkaL

a−
(
K̂+

Θ̂

3

)
Êk+

4

3
ΘEk

+
4E
3

K̂k+FkaA
a− 1

2
(σka+ωka) Ea−(σ̂ka−2ω̂ka) Êa−2Hkaω̂

a−Ĥkaω
a

+ε ab
k Ĥcaσ

c
b − 3

2
ε ab

k HaAb+
2κ̃2

3
˙̃
P 〈k〉+

2κ̃2

3
Dkq̃+

2κ̃2

3
(π̃−p̃) K̂k

+
2κ̃2

3
(ρ̃+π̃) Lk−

2κ̃2

3

(
K̂+

Θ̂

3

)
q̃k−

2κ̃2

3
(ω̂ka+σ̂ka) q̃a

−2κ̃2

3
π̃kaK̂

a+
2κ̃2

3
(ωka+σka) π̃a+

2κ̃2Θ

9
π̃k+

2κ̃2q̃

3
Ak , (2.53)

0 = Ė−DaÊa+
4

3
ΘE+Êabσ

ab−Fabσ̂
ab+3Haω̂

a−Ea

(
2K̂a+La

)
−2ÊaA

a

− κ̃2

2
(ρ̃−π̃+p̃)·−2κ̃2

3
Daq̃a−

2κ̃2

3
Θ (ρ̃+p̃)

−2κ̃2

3
Θ̂q̃− 4κ̃2

3
q̃aA

a− 2κ̃2

3
π̃a

(
2K̂a+La

)
− 2κ̃2

3
π̃abσ

ab , (2.54)

0=Ḣ〈k〉−ε ab
k DaEb−ĤkaA

a+HkaK̂
a−Ekaω̂

a−8E
3

ω̂k+Fkaω
a+ε ab

k Facσ
c

b +ΘHk
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+
3

2
(ωka−σka)Ha+ε ab

k

[
3

2

(
ÊaK̂b−AaEb

)
−LaÊb

]
−ε ab

k Eacσ̂
c

b +
κ̃2

3
ε ab

k Daπ̃b

− κ̃2

3
ε ab

k q̃aLb+
2κ̃2

3
q̃ωk+

κ̃2

3
ε ab

k π̃acσ̂
c

b +
2κ̃2

3
(π̃−p̃) ω̂k+

κ̃2

3
π̃kaω̂

a , (2.55)

0 =
˙̂E 〈k〉+E ′

〈k〉−DkE−EkaÂ
a−ÊkaA

a+KÊk−K̂Ek+
2

3

(
ΘÊk+Θ̂Ek

)

+2 (ωka+σka) Êa+2 (ω̂ka+σ̂ka) Ea+Fka

(
Ka+K̂a

)
+

3

2
εkabHa

(
K̂b−Kb

)

−4

3
E

(
Ak−Âk

)
− κ̃2

6
Dk (ρ̃−π̃+p̃)+

κ̃2

3
Daπ̃ak

+
2κ̃2

9

(
Θ̂π̃k+Θq̃k

)
− κ̃2

3
[(3ω̂ka+σ̂ka) π̃a+(3ωka+σka) q̃a] , (2.56)

0 = Ė〈kj〉−F ′
〈kj〉−εab〈kD

aH b
j〉−

1

2
D〈kÊj〉+

(
K−Θ

3

)
Êkj+(K+Θ) Ekj

+
2E
3

σkj+2

(
K̂− Θ̂

3

)
Fkj−Ê〈k

(
Aj〉−

3

2
Âj〉

)
+

1

2
E〈k

(
4K̂j〉−Lj〉−3Kk〉

)

+
3

2
H〈kω̂j〉+2Êa〈kσ

a
j〉 +

3

2
ε ab
〈j σ̂k〉aHb+E a

〈k
(
ωj〉a−3σj〉a

)
−F a

〈j
(
ω̂k〉a−σ̂k〉a

)

+ε ab
〈k Hj〉a

(
2Ab−Âb

)
−ε ab

〈k Ĥj〉a (Kb+Lb)+
2κ̃2

3
˙̃π〈kj〉+

2κ̃2

3
D〈kq̃j〉+

2κ̃2

9
Θπ̃jk

+
2κ̃2

3
π̃〈k

(
3K̂j〉+Lj〉

)
+2κ̃2q̃〈kAj〉+

2κ̃2

3
q̃σ̂jk+

2κ̃2

3
(ρ̃+p̃)σjk+

2κ̃2

3
π̃ a
〈j

(
ωk〉a+σk〉a

)
,(2.57)

0 = Ḟ〈kj〉−E ′
〈kj〉+D〈kEj〉+

(
K̂− Θ̂

3

)
Ekj+K̂Êkj+

4E
3

σ̂kj+

(
2K+

Θ

3

)
Fkj

−3

2
H〈kωj〉−Ê〈j

(
3

2
K̂k〉−Lk〉−Kk〉

)
+F a

〈j
(
ωk〉a+σk〉a

)
−2E〈k

(
Âj〉−

3

4
Aj〉

)

−E a
〈j

(
ω̂k〉a+σ̂k〉a

)
+ε ab

〈k Hj〉a

(
K̂b−2Kb

)
+ε ab

〈j Ĥk〉aAb+
3

2
ε ab
〈j σk〉aHb

+
κ̃2

3
π̃′
〈kj〉 −

κ̃2

3
D〈kπ̃j〉+

κ̃2

9
Θ̂π̃kj−

κ̃2

3
(π̃−p̃) σ̂kj−

κ̃2

3
q̃σkj

+
κ̃2

3
π̃ a
〈j

(
ω̂k〉a+σ̂k〉a

)
+

2κ̃2

3
π̃〈jÂk〉+

κ̃2

3
q̃j

(
2Kk〉−Lk〉

)
, (2.58)

0 =
˙̂E 〈kj〉−F ′

〈kj〉−D〈kÊj〉+

(
K+

Θ

3

)
Êkj+KEkj+

4E
3

σkj+

(
2K̂− Θ̂

3

)
Fkj−

3

2
H〈kω̂j〉

−F a
〈j

(
ω̂k〉a+σ̂k〉a

)
−E〈j

(
3

2
Kk〉+Lk〉−K̂k〉

)
−2Ê〈k

(
Aj〉−

3

4
Âj〉

)
+Ê a

〈j
(
ωk〉a+σk〉a

)

−ε ab
〈k Ĥj〉a

(
Kb−2K̂b

)
−ε ab

〈j Hk〉aÂb+
3

2
ε ab
〈j σ̂k〉aHb+

κ̃2

3
˙̃π〈kj〉+

κ̃2

3
D〈kq̃j〉+

κ̃2

3
(ρ̃+p̃)σkj

+
κ̃2q̃

3
σ̂kj+

κ̃2Θ

9
π̃kj+

2κ̃2

3
q̃〈jAk〉+

κ̃2

3
π̃〈j

(
2K̂k〉+Lk〉

)
+

κ̃2

3
π̃ a
〈j

(
ωk〉a+σk〉a

)
, (2.59)
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0= Ḣ〈kj〉+εab〈kD
aE b

j〉 +K̂Ĥkj+ΘHkj−
3

2
H〈kK̂j〉−

3

2
Ê〈jωk〉−

(
ωa〈k+3σa〈k

)
H a

j〉

+ε ab
〈k Fj〉a

(
K̂b+2Lb

)
+ε ab

〈k

(
Êj〉a−2Ej〉a

)
Ab−

1

2
ε ab
〈k σj〉aÊb+ε ab

〈k σ̂j〉aEb

+3E〈jω̂k〉−
κ̃2

3
εab〈kD

aπ̃ b
j〉−κ̃2

(
q̃〈jωk〉+π̃〈jω̂k〉

)
− κ̃2

3
ε ab
〈k

(
σj〉aq̃b+σ̂j〉aπ̃b

)
, (2.60)

0 =
˙̂H〈kj〉+εab〈kD

aF b
j〉−

1

2
D〈jHk〉+

(
K̂+

Θ̂

3

)
Hkj+

2Θ

3
Ĥkj−2Ha〈kσ̂

a
j〉

+Ĥ a
〈j

(
ωk〉a−σk〉a

)
+

3

2
E〈jωk〉−3ω̂〈kÊj〉−ε ab

〈k Ej〉a

(
K̂b−Lb

)

−3

2
H〈kAj〉+ε ab

〈k Êj〉a

(
2K̂b+Lb

)
+

3

2
ε ab
〈k σj〉aEb−ε ab

〈k Fj〉aAb , (2.61)

0 = E ′+DaEa+
4

3
Θ̂E−2EaÂ

a−Êa (2Ka−La)+3ωaHa+Fabσ
ab

−Eabσ̂
ab− κ̃2

2
(ρ̃−π̃+p̃)′+

2κ̃2

3
Daπ̃a+

2κ̃2Θ

3
q̃

−2κ̃2Θ̂

3
(p̃−π̃)− 4κ̃2

3
π̃aÂ

a− 2κ̃2

3
q̃a (2Ka−La)− 2κ̃2

3
π̃abσ̂

ab , (2.62)

0 = Ê ′
〈k〉−DaFka+

1

2
ε ab

k DaHb−Êka (Ka−La)+EkaL
a− 1

2
(σ̂ka+ω̂ka) Êa

− (σka−2ωka) Ea+2Ĥkaω
a+Hkaω̂

a+FkaÂ
a+

(
K−Θ

3

)
Ek−

4E
3

Kk

+
4Θ̂

3
Êk−ε ab

k Hcaσ̂
c

b +
3

2
ε ab

k HaÂb+
2κ̃2

3
q̃′〈k〉−

2κ̃2

3
Dkq̃

+
2κ̃2

3
(ρ̃+p̃) Kk−

2κ̃2

3
(π̃+ρ̃) Lk+

2κ̃2

3

(
K−Θ

3

)
π̃k+

2κ̃2Θ̂

9
q̃k

−2κ̃2

3
(ωka+σka) π̃a+

2κ̃2

3
(ω̂ka+σ̂ka) q̃a+

2κ̃2q̃

3
Âk+

2κ̃2

3
π̃kaK

a , (2.63)

0 = H′
〈k〉+ε ab

k DaÊb+HkaÂ
a−ĤkaK

a+Êkaω
a−Fkaω̂

a+ε ab
k Êacσ

c
b −ε ab

k Facσ̂
c

b

+
3

2
(̂ωka−σ̂ka)Ha+Θ̂Hk−

8E
3

ωk−ε ab
k

[
3

2
ÂaÊb−

3

2
EaKb−LaEb

]
− κ̃2ε ab

k

3
Daq̃b

+
κ̃2

3
ε ab

k π̃aLb −
2κ̃2q̃

3
ω̂k+

κ̃2

3
ε ab

k π̃acσ
c

b − 2κ̃2

3
(ρ̃+p̃) ωk+

κ̃2

3
π̃kaω

a , (2.64)

0 = E ′
〈k〉+DaÊka−

2

3
DkE+Θ̂Ek+

4E
3

Âk−EkaÂ
a−3Ĥkaω̂

a+

(
K− 2

3
Θ

)
Êk+Fka(K

a−2La)

+
Ea

2
(3σ̂ka+ω̂ka)+(σka+3ωka) Êa− 3

2
ε ab

k HaKb+ε ab
k Ĥcaσ̂

c
b +

2κ̃2

3
π̃′
〈k〉+

κ̃2

3
Daπ̃ka

− κ̃2

3
Dk (ρ̃+π̃−p̃)+

2κ̃2q̃

3
(Kk−2Lk)+

2κ̃2

3

(
K+

Θ

3

)
q̃k−

2κ̃2

3
π̃kaÂ

a

+
2κ̃2

3
(π̃−p̃) Âk+

2κ̃2

3
Θ̂π̃k+

κ̃2

3
[(ω̂ka+3σ̂ka) π̃a−(3ωka+σka) q̃a] , (2.65)
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0 = Ê ′
〈kj〉−E ′

〈kj〉+εab〈kD
aĤ b

j〉+
1

2
D〈kEj〉+

2E
3

σ̂jk−
2Θ̂

3
Ekj+Θ̂Êkj−E〈kÂj〉 −3H〈kωj〉

−1

2
Ê〈k

(
2Kj〉−Lj〉

)
+2Fa〈kσ

a
j〉 −E a

〈k
(
ω̂j〉a−σ̂j〉a

)
+Ê a

〈k
(
ω̂j〉a−3σ̂j〉a

)
−Θ

3
Fkj

+2ε ab
〈k Ĥj〉aÂb−ε ab

〈k Hj〉a(2Kb−Lb)−
κ̃2

3
π̃′
〈kj〉−

κ̃2

3
q̃〈k

(
4Kj〉−Lj〉

)
+

κ̃2

3
D〈kπ̃j〉

−4κ̃2

3
π̃〈kÂj〉+

κ̃2

3
q̃σjk+

κ̃2

3
(̃π−p̃)σ̂jk−

κ̃2Θ̂

9
π̃jk−

κ̃2

3
π̃ a
〈k

(
ω̂j〉a+σ̂j〉a

)
, (2.66)

0 = H′
〈kj〉+εab〈kD

aF b
j〉 +

1

2
D〈jHk〉−

(
K−Θ

3

)
Ĥkj+

2Θ̂

3
Hkj−

3

2
H〈kÂj〉

−3

2
Ê〈jω̂k〉+3ω〈kEj〉−2Ĥa〈kσ

a
j〉 +H a

〈j
(
ω̂k〉a−σ̂k〉a

)
+ε ab

〈k Êj〉a (Kb+Lb)

−ε ab
〈k Ej〉a (2Kb−Lb)−

3

2
ε ab
〈k σ̂j〉aÊb+ε ab

〈k Fj〉aÂb , (2.67)

0 = Ĥ′
〈kj〉+εab〈kD

aÊ b
j〉 −

3

2
H〈kKj〉−KHkj+Θ̂Ĥkj−

(
ω̂a〈k+3σ̂a〈k

)
Ĥ a

j〉 +
3

2
E〈jω̂k〉

−ε ab
〈k

(
Ej〉a−2Êj〉a

)
Âb+

1

2
ε ab
〈k σ̂j〉aEb−ε ab

〈k σj〉aÊb−ε ab
〈k Fj〉a (Kb−2Lb)

−3Ê〈jωk〉+
κ̃2

3
εab〈kD

aπ̃ b
j〉+κ̃2

(
q̃〈jωk〉+π̃〈jω̂k〉

)
+

κ̃2

3
ε ab
〈k

(
σj〉aq̃b+σ̂j〉aπ̃b

)
, (2.68)

0=DkHk−Ĥabσ
ab+Habσ̂

ab−3Eaω
a−3Êaω̂

a , (2.69)

0 = DaÊak−DaEak−
1

3
DkE−

Θ̂

3
Ek−

Θ

3
Êk+3Hkaω

a−ε ab
k Hacσ

c
b

+
1

2

[
(3ω̂ka+σ̂ka) Ea+(3ωka+σka) Êa

]
−3Ĥkaω̂

a+ε ab
k Ĥacσ̂

c
b − κ̃2

3
Daπ̃ak

+
κ̃2

6
Dk(̃ρ−π̃+p̃)− 2κ̃2Θ

9
q̃k−

2κ̃2Θ̂

9
π̃k+κ̃2q̃aωka+

κ̃2

3
q̃aσka+κ̃2π̃aω̂ka+

κ̃2

3
π̃aσ̂ka,(2.70)

0 = DaHak+
1

2
ε ab

k DaÊb−
Θ̂

3
Hk−

4E
3

ωk−ĤkaL
a−2Fkaω̂

a−(σ̂ka−2ω̂ka)Ha

−
(
Êka−3Eka

)
ωa−ε ab

k

(
Eac−Êac

)
σ c

b − 1

2
ε ab

k EaLb+
κ̃2

3
ε ab

k Daq̃b

− κ̃2

3
ε ab

k π̃aLb+
2κ̃2

3
q̃ω̂k+

2κ̃2

3
(ρ̃+p̃) ωk−

κ̃2

3
π̃kaω

a− κ̃2

3
ε ab

k π̃ c
a σbc , (2.71)

0 = DaĤak−
1

2
ε ab

k DaEb−
Θ

3
Hk−HkaL

a+2Fkaω
a+

(
Eka−3Êka

)
ω̂a− 4E

3
ω̂k

− (σka−2ωka)Ha− 1

2
ε ab

k LaÊb+ε ab
k σ̂ c

b

(
Êca−Eca

)
− κ̃2

3
ε ab

k Daπ̃b

− κ̃2

3
ε ab

k Laq̃b−
2κ̃2q̃

3
ωk−

2κ̃2

3
(π̃−p̃) ω̂k−

κ̃2

3
π̃kaω̂

a+
κ̃2

3
ε ab

k π̃cbσ̂
c

a . (2.72)
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2.1.7. 3+1 gravitációs dinamika a bránon

Ebben az alfejezetben figyelembe veszem a brán disztribucionális járulékát az 5d energia-
impulzus tenzorhoz.

Lanczos egyenlet

A brán küls̋o görbülete:∇(cnd) = g a
(c g b

d) ∇̃anb megegyezik a (2.7b) egyenlet utolsó négy tag-

jának szimmetrizáltjával. BehelyettesítvêKab-t a (2.10) kifejezésb̋ol, és az eredményt bránra
specializálva (2.12) egyenleten keresztül, a brán külső görbületére kapjuk:

(4)Kab = K̂uaub − 2u(aK̂b) +
Θ̂

3
hab + σ̂ab . (2.73)

Az (1.80) Lanczos egyenlet [129], [128] összeköti a (2.73) külső görbület bránon keresztüli
ugrását az Einstein egyenlet disztribucionális forrásával. Az uaub, uah b

c és ah a
c h b

d projekció
spurja, illetve szimmetrikus spurmentes része adja:

∆K̂ =
κ̃2

3
(λ − 2ρ − 3p) , (2.74)

∆K̂a = κ̃2qa , (2.75)

∆Θ̂ = −κ̃2 (λ + ρ) , (2.76)

∆σ̂ab = −κ̃2πab . (2.77)

A Lanczos egyenlet szükséges ahhoz, hogy származtassuk a gravitációs dinamikát a bránon,
ami ekvivalens a kétszer-kontrahált Gauss, a 4d vektoriális Codacci és a 4d tenzoriális effektív
Einstein egyenletekkel [130]. Az effektív Einstein egyenletet el̋oször [168]-ban adták meg, amit
kés̋obb [130] általánosított nem nullãTab-re és aszimmetrikus beágyazásra.

Az effektív Einstein egyenlet forrásainak 3+1 felbontása

Az effektív Einstein egyenlet [130]:

Gab = −
(

Λ − κ̃2 〈π̃〉
2

)
gab + κ2Tab + κ̃4Sab −

〈
(4)Eab

〉
+ 〈Lab〉 + 〈Pab〉 . (2.78)

Forrás tagok: az energia-impulzus tenzorTab, amely standard modell anyagot reprezentál [fel-
bontását (2.19) egyenlet adja]; azSab forrás tag kvadratikusTab-ben (nagy energiákon domi-
náns);〈Pab〉 és〈π̃〉 az 5d anyag járuléka; az〈Lab〉 forrás tag a brán aszimmetrikus beágyazása
miatt jelenik meg; és(4)Eab az 5d Weyl tenzor hatása. Aκ2 4d csatolási ésΛ brán kozmológiai
állandó kapcsolata a bránfeszültséggel, illetveΛ̃-vel:

6κ2 = κ̃4λ , (2.79)

2Λ = κ2λ +
〈
Λ̃

〉
. (2.80)

A kvadratikus forrás tag felbontását aTab felbontása meghatározza:

Sab =
1

24

(
2ρ2 − 3πcdπ

cd
)
uaub +

1

24

(
2ρ2 + 4pρ − 4qcq

c + πcdπ
cd

)
hab

+
1

4
q〈aqb〉 +

ρ

3
q(aub) −

1

2
qcπc(aub) −

ρ + 3p

12
πab −

1

4
πc〈aπ

c
b〉 . (2.81)

Néhány numerikus együtthatót korrigáltam itt [3] (7) egyenletéhez képest.
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Az 5d Weyl tenzor járuléka megadható a 2.1.3. alfejezetben bevezetett gravito-elektro-
mágneses mennyiségekkel:

〈
(4)Eab

〉
= 〈E〉

(
uaub +

1

3
hab

)
− 2

〈
Ê(a

〉
ub) +

〈
Êab

〉
. (2.82)

Az aszimmetria forrás tag megadható kinematikai mennyiségekkel:

〈Lab〉 =
1

3

[〈
Θ̂

〉2

− 3

2
〈σ̂cd〉

〈
σ̂cd

〉]
uaub

−u(a

[
4

3

〈
Θ̂

〉
hb)c − 2

〈
σ̂b)c

〉] 〈
K̂c

〉

+
1

9

[
6
〈
Θ̂

〉 〈
K̂

〉
− 9

〈
K̂c

〉 〈
K̂c

〉
−

〈
Θ̂

〉2

+
9

2
〈σ̂cd〉

〈
σ̂cd

〉]
hab

+
〈
K̂a

〉 〈
K̂b

〉
+

〈
Θ̂

3
− K̂

〉
〈σ̂ab〉 − 〈σ̂ c

a 〉 〈σ̂bc〉 . (2.83)

Mivel az indukált metrika folytonos a bránon, azL = gabLab átlaga az átlag nyoma:

〈L〉 = 〈σ̂cd〉
〈
σ̂cd

〉
− 2

〈
K̂b

〉 〈
K̂b

〉
− 2

3

〈
Θ̂

〉2

+ 2
〈
Θ̂

〉 〈
K̂

〉
. (2.84)

Szimetrikus beágyazás mellett
〈

(4)Kab

〉
= 0, ezért (2.73) miatt

〈
Θ̂

〉
=

〈
K̂

〉
= 0 =

〈
K̂a

〉
=

〈σ̂ab〉, így 〈Lab〉 = 0.
Végezetül az 5d anyag járulékának felbontása:

6Pab

κ̃2 = 3 (ρ̃ + p̃) uaub + 8q̃(aub) + (ρ̃ + p̃) hab + 4π̃ab . (2.85)

Gravitációs dinamika a bránon: általános beágyazás

Azért, hogy evolúciós és kényszer egyenleteket kapjak a bránon, szelektálom a 2.1.6 alfejezet
Ricci, és a Bianchi azonosságainak egy alhalmazát. Az alhalmaz kiválasztásában a következők
játszanak szerepet: az egyenletek kombinációi

• csak olyan kinematikai mennyiségeket tartalmazzanak, melyek megjelennek a 4d leírás-
ban (Θ, Aa, ωa, σab) (lásd pl. általános relativitáselmélet);

• csak olyan gravito-elektro-mágneses mennyiségeket tartalmazzanak, melyek megjelen-
nek a 4d leírásban (Eab, Hab), vagy az effektív Einstein egyenletben (E , Êa, Êab);

• ne jelenjenek meg bennük bránra merőleges irányú deriválások.

Először aHa, Ea, Fab ésĤab mennyiséget kifejezem (2.37), (2.47), (2.43) és (2.49) egyen-
letekb̋ol, és felhasználom a (2.15), (2.16) definíciókat azért, hogy bevezessemEab-t ésHab-t az
Eab, illetve Hab helyett. Behelyettesítem a kapott kifejezéseket a egyenletek következ̋o kom-
binációiba: (2.41), (2.30), (2.54), (2.56)−(2.65), (2.28), (2.31), (2.32), (2.38), (2.39), (2.40),
(2.57)−(2.59), (2.60), (2.70) és (2.71), amiket a brán egyes oldalain kiértékelek. A kapott
egyenletrendszer a B.3 mellékletben található. Ezek az evolúciós, és kényszer egyenletek a
brán tetsz̋oleges beágyazása esetén fennállnak. Evolúciós egyenletek a következ̋o mennyisé-
gekre vonatkoznak:̂Θ, K̂a, Θ, ωa, σab, E , Êa, Eab, Hab. Az egyenletek érvényesek a brán mind-
két oldalán, a bennük szereplő K̂, Θ̂, K̂a és σ̂ab kinematikai mennyiségek bránon keresztüli
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ugrását a brán energia-impulzus tenzor meghatározza. Felhasználva (2.74)-(2.77) egyenleteket,
a B.3 mellékletben felsorolt egyenletek átlagát véve az alábbi evolúciós

0 = Θ̇−DaAa+
Θ2

3
−AaAa−2ωaω

a+σabσ
ab+

κ2

2
(ρ+3p)−Λ+

κ̃4ρ

12
(2ρ+3p)

− κ̃4

4
qaqa+〈Θ̂〉〈K̂〉−〈K̂a〉〈K̂a〉−〈E〉+ κ̃2

2
〈ρ̃+π̃+p̃〉 , (2.86)

0 = ω̇〈a〉−
1

2
ε cd

a DcAd+
2Θ

3
ωa−σabω

b , (2.87)

0 = σ̇〈ab〉−D〈aAb〉+
2Θ

3
σab−A〈aAb〉+ω〈aωb〉+σc〈aσ

c
b〉 +Eab +

1

2
〈K̂− Θ̂

3
〉〈σ̂ab〉 +

〈Êab〉
2

−1

2
〈K̂〈a〉〈K̂b〉〉 +

1

2
〈σ̂c〈a〉〈σ̂ c

b〉 〉−
κ̃2

3
〈π̃ab〉 +

κ̃4

8

[
πc〈aπ

c
b〉−q〈aqb〉−

(2λ−ρ−3p)

3
πab

]
, (2.88)

0 = 〈 ˙̂
Θ〉−Da〈K̂a〉+〈K̂+

Θ̂

3
〉Θ−2〈K̂a〉Aa+〈σ̂ab〉σab−κ̃2〈q̃〉 , (2.89)

0 = 〈 ˙̂
K〈a〉〉−Da〈K̂−2

3
Θ̂〉−Db〈σ̂ab〉+

4Θ

3
〈K̂a〉−〈K̂+

Θ̂

3
〉Aa−〈σ̂ab〉Ab−ωab〈K̂b〉+σab〈K̂b〉+κ̃2〈π̃a〉 ,

(2.90)

0 = 〈Ė〉−Da〈Êa〉+
4

3
Θ〈E〉+〈Êab〉σab−2〈Êa〉Aa+〈σ̂ab〉

[
〈 ˙̂σ〈ab〉〉−Da〈K̂b〉+〈K̂+

Θ̂

3
〉σab

−2Ab〈K̂a〉+
Θ

3
〈σ̂ab〉+σca〈σ̂ c

b 〉
]

+〈K̂a〉
[
2

3
Da〈Θ̂〉−Db〈σ̂ab〉+

2Θ

3
〈K̂a〉−〈K̂b〉σab

]
+

κ̃4πab

4

×
[
π̇〈ab〉+Daqb+2Abqa+

Θ

3
πab+(ρ+p) σab+σcaπ

c
b

]
+

κ̃4qa

4

[
Dbπab−

2

3
Daρ+

2Θ

3
qa−σabq

b

]

+
κ̃4 (λ+ρ)

6
∆q̃ − 2κ̃2

3

[
3〈ρ̃−π̃+p̃〉·

4
+Da〈q̃a〉+Θ〈ρ̃+p̃〉+〈Θ̂〉〈q̃〉+2〈q̃a〉Aa+〈π̃ab〉σab

]
,

(2.91)

0 = 〈 ˙̂E 〈k〉〉+
4Θ

3
〈Êk〉−

1

3
Dk〈E〉−

4〈E〉
3

Ak−Da〈Êka〉−〈Êka〉Aa−(ωka−σka) 〈Êa〉+〈K̂a〉

×
[
〈 ˙̂σ〈ka〉〉 +σck〈σ̂ c

a 〉−2Dk〈K̂a〉+Da〈K̂k〉−2A〈k〈K̂a〉〉−σba〈σ̂ b
k 〉+εcabω

b〈σ̂ c
k 〉

]
+〈σ̂ab〉

×
[
Dk〈σ̂ab〉+

2

3
〈K̂k〉σab

]
+〈K̂+

Θ̂

3
〉
[
2

3
Dk〈Θ̂〉−Db〈σ̂kb〉+

2Θ

3
〈K̂k〉

]
−〈σ̂ a

b 〉Db〈σ̂ka〉

+
〈K̂k〉

3
Da〈K̂a〉+ε ab

k 〈K̂c〉〈σ̂ c
b 〉ωa−

〈σ̂ a
k 〉
3

Da〈Θ̂〉+ κ̃4qa

4

[
Daqk−2Dkqa−π̇〈ka〉−σckπ

c
a −2A〈kqa〉

+σbaπ
b

k −εcabω
bπ c

k

]
− κ̃4πab

4

[
2qk

3
σab−Dkπab

]
+

κ̃4 (ρ+p)

6

[
Dkρ−

3

2
Dbπkb−Θqk

]
+

κ̃4

12

×
[
qkD

aqa−3π a
b Dbπka−π a

k Daρ−3ε ab
k qcωaπ

c
b

]
+

2κ̃2

3

[
Dk〈ρ̃+3π̃−3p̃〉

4
+〈K̂− Θ̂

3
〉〈π̃k〉

−〈π̃′
〈k〉〉−〈K〉〈q̃k〉−〈q̃〉〈2K̂k+Kk〉 +〈π̃ka〉〈Âa〉−〈π̃−p̃〉〈Âk〉 −

5〈σ̂ka〉
2

〈π̃a〉 − κ̃2qk

2
∆q̃

+
κ̃2(2λ−ρ−3p)

12
∆π̃k+

5κ̃2πka

8
∆π̃a−∆K

4
∆q̃k−

∆Kk

4
∆q̃+

∆Âa

4
∆π̃ka−

[∆ (π̃−p̃)]

4
∆Âk

]
, (2.92)
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0 = Ė〈kj〉−
1

2
〈 ˙̂E 〈kj〉〉−εab〈kD

aH b
j〉 +

1

2
D〈k〈Êj〉〉+ΘEkj−

Θ

6
〈Êkj〉+〈Ê〈k〉Aj〉−

2

3
〈E〉σkj

−
〈Ê a

〈j 〉
2

(
ωk〉a+σk〉a

)
+E a

〈k
(
ωj〉a−3σj〉a

)
+2ε ab

〈k Hj〉aAb−〈σ̂ a
〈j 〉〈 ˙̂σk〉a〉−

〈σ̂kj〉
2

〈K̂− Θ̂

3
〉·

+〈K̂〈k〉Dj〉〈K̂−Θ̂〉− 〈Θ̂〉
3

D〈k〈K̂j〉〉+
〈σ̂ a

〈j 〉
2

Dk〉〈K̂a〉+
〈K̂a〉

2
D〈k〈σ̂ a

j〉 〉 +
〈Θ̂〉
3

〈K̂+
Θ̂

3
〉σkj

+〈K̂〈k〉
[
Db〈σ̂j〉b〉+

3

2
ωj〉a〈K̂a〉+〈σ̂j〉a〉Aa− 1

2
σj〉b〈K̂b〉− 7Θ

6
〈K̂j〉〉

]
−〈σ̂ac〉

2
〈σ̂a〈j〉ωk〉c

−1

2
〈K̂− Θ̂

3
〉
[
〈 ˙̂σ〈kj〉〉+

Θ

3
〈σ̂kj〉−2〈K̂〈k〉Aj〉+〈σ̂ a

〈k 〉
(
ωj〉a+σj〉a

)]
−σjk

2
〈K̂a〉〈K̂a〉

+〈σ̂a〈j〉Ak〉〈K̂a〉− 〈σ̂ca〉
2

〈σ̂c〈k〉σj〉a−
Θ

6
〈σ̂ a

〈j 〉〈σ̂k〉a〉 +
κ̃4

8

[
2

3
q〈kDj〉 (ρ−3p)− (ρ+3p)·

3
πkj

−2π a
〈j π̇k〉a +

2 (λ+ρ)

3
D〈kqj〉−π a

〈j Dk〉qa −qaD〈kπ
a

j〉 +
2 (λ+ρ)

3
(ρ+p) σkj−π a

〈j ωk〉cπ
c

a

−σjkq
aqa−2πa〈jAk〉q

a +q〈k

(
−2Dbπj〉b+3ωj〉aq

a−2πj〉aA
a−σj〉bq

b− 7Θ

3
qj〉

)
−πcaπc〈kσj〉a

+
(2λ−ρ−3p)

3

(
π̇〈kj〉+

Θ

3
πkj+2q〈kAj〉+π a

〈k ωj〉a+π a
〈k σj〉a

)
−Θ

3
π a
〈j πk〉a

]
− κ̃2

3

[
〈 ˙̃π〈kj〉〉

+D〈k〈q̃j〉〉−〈π̃〈k〉〈K̂j〉〉−
κ̃2

4
q〈k∆π̃j〉+4〈q̃〈k〉Aj〉+〈ρ̃+p̃〉σjk+

Θ

3
〈π̃jk〉+〈π̃ a

〈j 〉
(
ωk〉a+σk〉a

)]
,

(2.93)

0 = Ḣ〈kj〉+εab〈kD
aE b

j〉 +
1

2
εab〈kD

a〈Ê b
j〉 〉+ΘHkj−3σa〈kH

a
j〉 −ωa〈kH

a
j〉 −2ε ab

〈k Ej〉aAb

−3

2
〈Ê〈j〉ωk〉 −

1

2
ε ab
〈k σj〉a〈Êb〉−

1

2
ε cd
〈k 〈σ̂j〉c〉Dd〈K̂− Θ̂

3
〉+1

2
〈K̂− Θ̂

3
〉εab〈kD

a〈σ̂ b
j〉 〉

+
〈σ̂cb〉

2
εab〈kD

a〈σ̂j〉c〉 +〈Θ̂〉〈K̂〈k〉ωj〉 +
1

2
εab〈k〈σ̂j〉c〉Da〈σ̂cb〉+ 〈Θ̂〉

3
ε ab
〈k σj〉a〈K̂b〉

−1

2
εab〈k〈K̂j〉〉Da〈K̂b〉− 1

2
εab〈k〈K̂b〉Da〈K̂j〉〉 +

〈K̂c〉
2

ε ab
〈k σj〉b〈σ̂ c

a 〉 − 3〈K̂a〉
2

〈σ̂ a
〈j 〉ωk〉

+
κ̃4

8

[
εab〈kD

aπj〉cπ
cb+εab〈kπj〉cD

aπcb − 1

3
ε cd
〈k πj〉cDd (ρ+3p)−εab〈kq

bDaqj〉

−(2λ−ρ−3p)

3
εab〈kD

aπ b
j〉 −(λ+ρ) ω〈kqj〉−

2 (λ+ρ)

3
ε ab
〈k σj〉aqb−εab〈kqj〉D

aqb

−ε ab
〈k σj〉bπ

c
a qc+3π a

〈j ωk〉qa

]
− κ̃2

3
εab〈kD

a〈π̃ b
j〉 〉−κ̃2〈q̃〈j〉ωk〉−

κ̃2

3
ε ab
〈k σj〉a〈q̃b〉 , (2.94)

és kényszeregyenletek kaphatók:

0 = DaEak−
1

2
Da〈Êak〉+

1

3
Dk〈E〉−3Hkaω

a+ε ab
k Hacσ

c
b +

Θ

3
〈Êk〉−

1

2
(3ωka+σka)〈Êa〉

−2〈Θ̂〉
9

Dk〈Θ̂〉− 〈σ̂ak〉
2

Da〈K̂− Θ̂

3
〉− 1

2
〈K̂− Θ̂

3
〉Da〈σ̂ak〉−

〈σ̂ c
a 〉
2

Da〈σ̂ck〉+
〈Θ̂〉
3

〈K̂b〉σkb

−〈σ̂ b
a 〉
2

〈K̂a〉σkb+
2〈σ̂ab〉

3
Dk〈σ̂ab〉−

〈K̂a〉
3

Dk〈K̂a〉 +
〈K̂a〉

2
Da〈K̂k〉+

〈K̂k〉
2

Da〈K̂a〉

48



+
3

2
ε ad

k 〈K̂c〉〈σ̂ c
d 〉ωa+〈Θ̂〉ε cd

k 〈K̂c〉ωd+
Θ

3
〈σ̂ a

k 〉〈K̂a〉−
2Θ

9
〈Θ̂〉〈K̂k〉−〈σ̂kb〉Da〈σ̂ b

a 〉− κ̃4

8

×
[
4 (λ+ρ)

9
Dkρ+

πak

3
Da (ρ+3p)− (2λ−ρ−3p)

3
Daπak+π c

a Daπck−
4πab

3
Dkπab+πkbD

aπ b
a

−qaD
aqk−qkD

aqa+3ε ad
k qcωaπ

c
d −π b

a qaσkb+
2 (λ+ρ)

3

(
σkbq

b− 2Θ

3
qk+3ε cd

k qcωd

)

+
2qa

3
Dkqa +

2Θ

3
π a

k qa

]
+

κ̃2

3
Da〈π̃ak〉−

κ̃2

6
Dk〈ρ̃−π̃+p̃〉+2κ̃2

9
Θ〈q̃k〉−

κ̃2

3
〈q̃a〉 (3ωka+σka) ,

(2.95)

0= DaHak−
4〈E〉

3
ωk+3Ekaω

a+
ωa

2
〈Êak〉 +

ε ab
k

2

[
Da〈Êb〉 − 2Eacσ

c
b + 〈Êac〉σ c

b −〈σ̂ c
a 〉Db〈K̂c〉

−2〈K̂b〉
3

Da〈Θ̂〉 −
2〈Θ̂〉

3
Da〈K̂b〉 + σac〈K̂c〉〈K̂b〉 +〈σ̂da〉〈σ̂cd〉σcb−〈K̂c〉Db〈σ̂ac〉

]
−ωc

2
〈K̂k〉〈K̂c〉

+
1

2
〈K̂ − Θ̂

3
〉
[
〈σ̂ck〉ωc+ε ab

k 〈σ̂ac〉σ c
b

]
+

2〈Θ̂〉
3

〈K̂ +
Θ̂

3
〉ωk−

ωk

2

[
〈K̂a〉〈K̂a〉+〈σ̂ab〉〈σ̂ab〉

]

+
ωa

2
〈σ̂ca〉〈σ̂ c

k 〉+ κ̃4ε ab
k

8

[
2

3
qbDaρ+

2(λ + ρ)

3
Daqb+qcDbπac +σacq

cqb+πdaπ
cdσcb + π c

a Dbqc

]

+
κ̃4

8

[
4(λ + ρ)

3
(ρ + p)ωk−

(2λ − ρ − 3p)

3

(
πckω

c+ε ab
k πacσ

c
b

)
−qaq

aωk−qcωcqk

−πabπ
abωk +πcaπ

c
k ωa

]
− κ̃2

3
〈π̃ka〉ωa+

κ̃2

3
ε ab

k Da〈q̃b〉+
2κ̃2

3
〈ρ̃ + p̃〉ωk−

κ̃2

3
ε ab

k 〈π̃ c
a 〉σbc .

(2.96)

0 = Daωa−Aaω
a , (2.97)

0 = D〈cωk〉+εab〈kD
bσ a

c〉 +2A〈cωk〉+Hab , (2.98)

0 = Dbσab −
2DaΘ

3
+ε ck

a Dcωk + 2ε ck
a Acωk+

κ̃4 (λ+ρ)

6
qa

− κ̃4qb

4
πab −

2〈Θ̂〉
3

〈K̂a〉 + 〈σ̂ab〉〈K̂b〉 + 〈Êa〉 +
2κ̃2

3
〈q̃a〉 , (2.99)

A különbség egyenletekből származó evolúciós egyenletek:

ρ̇+(ρ+p) Θ+Daqa+2qaAa+πabσ
ab =−∆q̃ , (2.100)

q̇〈a〉+Dap+Dbπab+
4

3
Θqa+σabq

b−ωabq
b+(ρ+p) Aa+πabA

b =−∆π̃a , (2.101)

0 = ∆Ė−Da∆Êa+
4

3
Θ∆E + σab∆Êab −2Aa∆Êa +κ̃2

[
πabDa〈K̂b〉−〈σ̂ab〉Daqb−qaDb〈σ̂ab〉

+〈K̂a〉Dbπab+
2qa

3
Da〈Θ̂〉− 2〈K̂a〉

3
Daρ−πab〈 ˙̂σ〈ab〉〉−π̇〈ab〉〈σ̂ab〉−2Aaqb〈σ̂ab〉+2Aaπ

ab〈K̂b〉

−2Θ

3
πab〈σ̂ab〉−(ρ+p) σab〈σ̂ab〉−〈K̂+

Θ̂

3
〉σabπ

ab−2σcaπ
ab〈σ̂ c

b 〉+4Θ

3
qa〈K̂a〉−2σabq

b〈K̂a〉
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− [∆(ρ̃−π̃+p̃)]·

2
− 2

3
Da∆q̃a−

2 [∆(ρ̃+p̃)]

3
Θ+

2κ̃2(λ+ρ)

3
〈q̃〉− 2〈Θ̂〉

3
∆q̃− 4Aa

3
∆q̃a−

2σab

3
∆π̃ab

]
,

(2.102)

0 = ∆
˙̂E 〈k〉+

4

3
Θ∆Êk −

1

3
Dk∆E− 4

3
Ak∆E −Da∆Êka−∆ÊkaA

a−(ωka−σka) ∆Êa+κ̃2

×
[
(ρ+p) Db〈σ̂kb〉+〈K̂+

Θ̂

3
〉Dbπkb−

2 (ρ+p)

3
Dk〈Θ̂〉− 2

3
〈K̂+

Θ̂

3
〉Dkρ−2qaDk〈K̂a〉

−2〈K̂a〉Dkqa+qaDa〈K̂k〉+〈K̂a〉Daqk+
〈K̂k〉

3
Daqa −πabDk〈σ̂ab〉−〈σ̂ab〉Dkπab

+πabDb〈σ̂ka〉+〈σ̂ a
b 〉Dbπka+

π a
k

3
Da〈Θ̂〉+ 〈σ̂ a

k 〉
3

Daρ−π̇〈ka〉〈K̂a〉+qa〈 ˙̂σ〈ka〉〉+qaσck〈σ̂ c
a 〉

−σckπ
c

a 〈K̂a〉− 2 (ρ+p)

3
Θ〈K̂k〉+

2Θ

3
〈K̂+

Θ̂

3
〉qk−2qaA〈k〈K̂a〉〉−2A〈kqa〉〈K̂a〉+σbaπ

b
k 〈K̂a〉

−σbaq
a〈σ̂ b

k 〉+2

3
qkσab〈σ̂ab〉− 2

3
σabπ

ab〈K̂k〉+εcabq
aωb〈σ̂ c

k 〉−εcabω
bπ c

k 〈K̂a〉+ε ab
k qcωa〈σ̂ c

b 〉

−ε ab
k ωaπ

c
b 〈K̂c〉−

2

3
∆π̃′

〈k〉+
1

6
Dk∆ (ρ̃+3π̃−3p̃)+

2κ̃2

9
(2λ−ρ−3p)〈π̃k〉+

2

3
〈K̂− Θ̂

3
〉∆π̃k

+
qk

3
Da〈K̂a〉−

2〈q̃k〉
3

∆K− 2〈K〉
3

∆q̃k−
2

3
〈2K̂k+Kk〉∆q̃− 2〈q̃〉

3

(
2κ̃2qk+∆Kk

)
+

2〈Âa〉
3

∆π̃ka

+
2〈π̃ka〉

3
∆Âa − 2〈Âk〉

3
∆ (π̃−p̃)− 2〈π̃−p̃〉

3
∆Âk+

5κ̃2

3
πka〈π̃a〉− 5〈σ̂ka〉

3
∆π̃a

]
, (2.103)

0 =∆
˙̂E 〈kj〉−D〈k∆Êj〉+

Θ

3
∆Êkj−2A〈k∆Êj〉 +

4σkj

3
∆E−

(
ωa〈k−σa〈k

)
∆Ê a

j〉 +κ̃2

[
2〈Θ̂〉

3
D〈kqj〉

−〈K̂− Θ̂

3
〉·πkj−2π a

〈j 〈 ˙̂σk〉a〉−2〈σ̂ a
〈j 〉π̇k〉a−

(ρ+3p)·

3
〈σ̂kj〉−2q〈kDj〉〈K̂−Θ̂〉− 2〈K̂〈k〉

3
Dj〉(ρ−3p)

+π a
〈j Dk〉〈K̂a〉−〈σ̂ a

〈j 〉Dk〉qa−2q〈kD
b〈σ̂j〉b〉+2〈K̂〈k〉Dbπj〉b +〈K̂a〉D〈kπj〉a+

14Θ

3
q〈k〈K̂j〉〉

−〈K̂− Θ̂

3
〉
[
π̇〈kj〉+

Θ

3
πkj+π a

〈k
(
ωj〉a+σj〉a

)
+2q〈kAj〉

]
−πa〈jωk〉c〈σ̂ac〉 +q〈kσj〉b〈K̂b〉

+
(2λ−ρ−3p)

3

[
〈 ˙̂σ〈kj〉〉+

Θ

3
〈σ̂kj〉+〈σ̂ a

〈k 〉
(
ωj〉a+σj〉a

)
−2〈K̂〈k〉Aj〉

]
+

2 (ρ+p)

3
〈Θ̂〉σkj

+〈K̂〈k〉σj〉bq
b− 2Θ

3
π a
〈j 〈σ̂k〉a〉−

2 (λ+ρ)

3

[
D〈k〈K̂j〉〉−〈K̂+

Θ̂

3
〉σkj

]
− qaD〈k〈σ̂ a

j〉 〉−〈σ̂a〈j〉ωk〉cπ
ac

+2σjkq
a〈K̂a〉−3q〈kωj〉a〈K̂a〉−3〈K̂〈k〉ωj〉aq

a−2q〈k〈σ̂j〉a〉Aa+2〈K̂〈k〉πj〉aA
a+2πa〈jAk〉〈K̂a〉

−2〈σ̂a〈j〉Ak〉q
a−πca〈σ̂c〈k〉σj〉a−〈σ̂ca〉πc〈kσj〉a+

2

3
∆ ˙̃π〈kj〉+

8A〈k
3

∆q̃j〉+
2

3
D〈k∆q̃j〉

−2〈K̂〈k〉
3

∆π̃j〉−
2κ̃2

3
〈π̃〈k〉qj〉+

2[∆ (ρ̃+p̃)]

3
σjk+

2Θ

9
∆π̃jk −

2

3

(
ωa〈k−σa〈k

)
∆π̃ a

j〉

]
, (2.104)

és kényszerek:

0 =
κ̃2

6
(2λ−ρ−3p) 〈σ̂ab〉−

κ̃2

2
〈K̂−Θ̂

3
〉πab−κ̃2q〈a〈K̂b〉〉−κ̃2πc〈a〈σ̂ c

b〉 〉+
∆Êab

2
−κ̃2

3
∆π̃ab , (2.105)

0 =
2κ̃2

3
(λ+ρ) 〈K̂a〉−

2κ̃2

3
〈Θ̂〉qa−κ̃2πab〈K̂b〉+κ̃2qb〈σ̂ab〉+∆Êa+

2κ̃2

3
∆q̃a , (2.106)

50



0 =
κ̃2

3
(λ−2ρ−3p) 〈Θ̂〉−κ̃2 (λ+ρ) 〈K̂〉−2κ̃2qa〈K̂a〉−∆E−∆Λ̃

2
+

κ̃2

2
∆ (ρ̃+π̃+p̃) , (2.107)

0 = Da∆Êak−
2

3
Dk∆E − 2Θ

3
∆Êk+(3ωka+σka) ∆Êa+κ̃2

[
−4 (λ+ρ)

9
Dk〈Θ̂〉− 4

9
〈Θ̂〉Dkρ

−πakD
a〈K̂− Θ̂

3
〉− 〈σ̂ak〉

3
Da (ρ+3p)+

(2λ−ρ−3p)

3
Da〈σ̂ak〉−〈K̂− Θ̂

3
〉Daπak−π c

a Da〈σ̂ck〉

−〈σ̂ c
a 〉Daπck+

4πab

3
Dk〈σ̂ab〉+

4〈σ̂ab〉
3

Dkπab−πkbD
a〈σ̂ b

a 〉+3ε ad
k

[
〈K̂c〉ωaπcd − qcωa〈σ̂cd〉

]

−qaD
a〈K̂k〉− π b

a 〈K̂a〉σkb−〈K̂a〉Daqk−qkD
a〈K̂a〉−〈K̂k〉Daqa−〈σ̂kb〉Daπ b

a

+
2qa

3
Dk〈K̂a〉+

2〈K̂a〉
3

Dkqa+ 〈σ̂ b
a 〉qaσkb+〈Θ̂〉

[
4Θ

9
qk−

2

3
σkbq

b−2ε cd
k qcωd

]

−2 (λ+ρ)

3

[
2Θ

3
〈K̂k〉−σkb〈K̂b〉−3ε cd

k 〈K̂c〉ωd

]
+

2Θ

3
πak〈K̂a〉− 2Θ

3
〈σ̂ak〉qa

−2

3
Da∆π̃ak+

1

3
Dk∆ (ρ̃−π̃+p̃)− 4Θ

9
∆q̃k+

2

3
(3ωka+σka) ∆q̃a

]
, (2.108)

0 = εab〈kD
a∆Êb

j〉−ε ab
〈k σj〉a∆Êb−3ω〈k∆Êj〉+κ̃2ε ab

〈k

[
πj〉aDb〈K̂− Θ̂

3
〉+ 〈σ̂j〉a〉

3
Db (ρ+3p)

−σj〉bπca〈K̂c〉+ σj〉b〈σ̂ca〉qc − 2 (λ+ρ)

3
σj〉a〈K̂b〉+

2〈Θ̂〉
3

σj〉aqb −
2σj〉a

3
∆q̃b

]

+κ̃2εab〈k

[
(2λ−ρ−3p)

3
Da〈σ̂ b

j〉 〉−〈K̂− Θ̂

3
〉Daπ b

j〉 −Daπj〉c〈σ̂cb〉− Da〈σ̂j〉c〉πcb

−πj〉cD
a〈σ̂cb〉 − 〈σ̂j〉c〉Daπcb − qj〉D

a〈K̂b〉−〈K̂j〉〉Daqb− qbDa〈K̂j〉〉−〈K̂b〉Daqj〉

−2

3
Da∆π̃ b

j〉

]
+ κ̃2ω〈k

[
3πj〉a〈K̂a〉−3〈σ̂j〉a〉qa−2 (λ+ρ) 〈K̂j〉〉+2〈Θ̂〉qj〉 −2∆q̃j〉

]
, (2.109)

0 = ε ab
k Da∆Êb −

8ωk

3
∆E + ωa∆Êak+ε ab

k σ c
b ∆Êac +κ̃2

[
2

3
ε ab

k 〈K̂b〉Daρ−
2

3
ε ab

k qbDa〈Θ̂〉

+
2 (λ+ρ)

3
ε ab

k Da〈K̂b〉−
2〈Θ̂〉

3
ε ab

k Daqb−εabkq
cDb〈σ̂ a

c 〉+εabk〈K̂c〉Dbπ a
c +ε ab

k π c
a Db〈K̂c〉

−ε ab
k 〈σ̂ c

a 〉Dbqc+
(2λ−ρ−3p)

3

[
〈σ̂ck〉ωc+ε ab

k 〈σ̂ac〉σ c
b

]
−〈K̂− Θ̂

3
〉
[
πckω

c+ε ab
k πacσ

c
b

]

−
[

4 (λ+ρ)

3
〈K̂+

Θ̂

3
〉+4 (ρ+p)

3
〈Θ̂〉+2qa〈K̂a〉−2πab〈σ̂ab〉

]
ωk−qcωc〈K̂k〉−〈K̂c〉ωcqk

+ε ac
k σabq

b〈K̂c〉+ε ac
k σab〈K̂b〉qc−πca〈σ̂ c

k 〉ωa−〈σ̂ca〉π c
k ωa−ε ab

k πda〈σ̂cd〉σcb−ε ab
k 〈σ̂da〉πcdσcb

−2ωa

3
∆π̃ka+

2

3
ε ab

k Da∆q̃b+
4ωk

3
∆ (ρ̃+p̃) − 2

3
ε ab

k σbc∆π̃ c
a

]
. (2.110)

A (2.87), (2.97) és (2.98), változatlan alakúak az B.3 melléklet ugyanezen egyenleteihez képest.
Az egyenletek átlagai önmaguk, különbségük nulla.

Gravitációs evolúciós és kényszer egyenletek egy szimmetrikusan beágyazott bránon

Ebben az alfejezetben a 2.1.7. alfejezetben felsorolt egyenleteket specifikálomszimmetrikusan
beágyazottbránra.Z2-szimmetrikus beágyazásról akkor beszélünk, amikor a bránkét oldalán

51



lévő 5d térid̋o régiók között tökéletes tükörszimmetria van. Ebben az esetben a brán két oldalán
a küls̋o görbület ellentétes, mivel a brán normál vektora előjelet vált. Így∆(4)Kab = 2(4)Kab és
Kab = 0. A normál vektor el̋ojel váltása miatt azon mennyiségek esetében, melyek definíció-
ibanna páros számszor (páratlan számszor) jelenik meg:∆f = 2f, 〈f〉= 0 (∆f = 0, 〈f〉= f ).
Az összes általános relativisztikus járulék az egyenletekbaloldalán találhatók. A kapott egyen-
letrendszer:

ρ̇+Daqa+(ρ+p) Θ+2qaAa+πabσ
ab = −2q̃ , (2.111)

q̇〈a〉+Dap+Dbπab+
4Θ

3
qa+(ρ+p) Aa+πabA

b−ωabq
b+σabq

b = −2π̃a , (2.112)

0 = Ė−DaÊa+
4

3
ΘE+Êabσ

ab−2ÊaA
a+

κ̃4

4

[
πabπ·

〈ab〉+πabDaqb+qaDbπab−
2

3
qaDaρ

+2Abqaπ
ab+

Θ

3
πabπ

ab+(ρ+p) σabπ
ab+σcaπ

c
b πab+

2Θ

3
qaq

a−σabq
aqb

]

− κ̃2

2
(̃ρ−π̃+p̃)·− 2κ̃2

3
Daq̃a−

2κ̃2Θ

3
(ρ̃+p̃)+2κ2q̃+

κ̃4ρ̃q

3
− 4κ̃2

3
q̃aA

a− 2κ̃2σab

3
π̃ab, (2.113)

0 =
˙̂E 〈k〉+

4

3
ΘÊk−

1

3
DkE−

4E
3

Ak−DaÊka−ÊkaA
a−(ωka−σka) Êa

+
κ̃4

4

[
−π̇〈ka〉q

a−(ρ+p) Dbπkb−qaσckπ
c

a +
2

3
(ρ+p) Dkρ−

2Θ

3
(ρ+p) qk

−2qaDkqa+qaDaqk+
1

3
qkD

aqa−2qaA〈kqa〉+σbaπ
b

k qa− 2

3
qkσabπ

ab

+πabDkπab−π a
b Dbπka−

1

3
π a

k Daρ−εcabq
aωbπ c

k −ε ab
k qcωaπ

c
b

]

+
κ̃2

3

[
−2π̃′

〈k〉+
1

2
Dk (ρ̃+3π̃−3p̃)+

κ̃2

3
(2λ−ρ−3p) π̃k−2Kq̃k

−2

3
q̃
(
2K̂k+Kk

)
+2π̃kaÂ

a−2 (π̃−p̃) Âk+
5κ̃2

2
πkaπ̃

a

]
, (2.114)

Θ̇−DaAa+
Θ2

3
−AaAa−2ωaω

a+σabσ
ab+

κ2

2
(ρ+3p)−Λ

= E+
κ̃4

4
qaqa−

κ̃4

12
ρ (2ρ+3p)− κ̃2

2
(ρ̃+π̃+p̃) , (2.115)

ω̇〈a〉−
1

2
ε cd

a DcAd+
2Θ

3
ωa−σabω

b =0 , (2.116)

σ̇〈ab〉−D〈aAb〉+
2Θ

3
σab−A〈aAb〉+ω〈aωb〉+σc〈aσ

c
b〉 +Eab−

κ2

2
πab

=
κ̃4

8
q〈aqb〉−

κ̃4

8
πc〈aπ

c
b〉 −

κ̃4

24
(ρ+3p) πab−

1

2
Êab+

κ̃2

3
π̃ab , (2.117)

Dbσab−
2

3
DaΘ+ε ck

a Dcωk+2ε ck
a Acωk+κ2qa =−κ̃4

6
ρqa+

κ̃4

4
πabq

b−Êa−
2κ̃2

3
q̃a , (2.118)
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Ė〈kj〉−εab〈kD
aH b

j〉 +ΘEkj+Ea
〈k

(
ωj〉a−3σj〉a

)
+2ε ab

〈k Hj〉aAb

+
κ2

2

[
π̇〈kj〉+D〈kqj〉+(ρ+p) σkj+2q〈kAj〉+

Θ

3
πkj+π a

〈k
(
ωj〉a+σj〉a

)
]

=
1

2
˙̂E 〈kj〉−

1

2
D〈kÊj〉+

1

2
Ê a
〈j

(
ωk〉a+σk〉a

)
+

Θ

6
Êkj−Ê〈kAj〉+

2E
3

σkj

+
κ̃4

24

[
(ρ+3p) π̇〈kj〉+6π a

〈j π̇k〉a+(ρ+3p)· πkj−2q〈kDj〉 (ρ−3p)−2ρD〈kqj〉+3π a
〈j Dk〉qa

+6q〈kD
bπj〉b+3qaD〈kπ

a
j〉 −2ρ (ρ+p) σkj+7Θq〈kqj〉+2 (ρ+3p) q〈kAj〉+Θπ a

〈j πk〉a

+
Θ

3
(ρ+3p) πkj+(ρ+3p) π a

〈k
(
ωj〉a+σj〉a

)
+3q〈kσj〉bq

b+3π a
〈j ωk〉cπ

c
a +3σjkq

aqa

−9q〈kωj〉aq
a+6q〈kπj〉aA

a+6πa〈jAk〉q
a+3π a

c π c
〈k σj〉a

]

+
κ̃2

3

[
˙̃π〈kj〉+D〈kq̃j〉−

κ̃2

2
π̃〈kqj〉+4q̃〈kAj〉+(ρ̃+p̃)σjk+

Θ

3
π̃jk+π̃ a

〈j
(
ωk〉a+σk〉a

)
]
, (2.119)

D〈cωk〉+εab〈kD
bσ a

c〉 +2A〈cωk〉+Hab = 0 , (2.120)

Daωa−Aaω
a = 0 , (2.121)

Ḣ〈kj〉+εab〈kD
aE b

j〉 +ΘHkj−3σa〈kH
a

j〉 −ωa〈kH
a

j〉 −2ε ab
〈k Ej〉aAb

−κ2

2

(
εab〈kD

aπ b
j〉 +3ω〈kqj〉+ε ab

〈k σj〉aqb

)

= −1

2
εab〈kD

aÊ b
j〉 +

1

2
ε ab
〈k σj〉aÊb+

3

2
Ê〈jωk〉+

κ̃4

24

[
ε cd
〈k πj〉cDd (ρ+3p)

− (ρ+3p) εab〈kD
aπ b

j〉 −3εab〈kD
aπj〉cπ

cb−3εab〈kπj〉cD
aπcb+6ρω〈kqj〉

+2ρε ab
〈k σj〉aqb+3εab〈kqj〉D

aqb+3εab〈kq
bDaqj〉+3ε ab

〈k σj〉bπ
c

a qc

−9π a
〈j ωk〉qa

]
+

κ̃2

3

(
εab〈kD

aπ̃ b
j〉 +3q̃〈jωk〉+ε ab

〈k σj〉aq̃b

)
, (2.122)

DaEak−3Hkaω
a+ε ab

k Hacσ
c

b +
κ2

2

[
−2

3
Dkρ+Daπak+

2

3
Θqk−σkbq

b−3ε cd
k qcωd

]

=
1

2
DaÊak−

1

3
DkE−

Θ

3
Êk+

1

2
(3ωka+σka) Êa+

κ̃4

24

[
4

3
ρDkρ+πakD

a (ρ+3p)

+ (ρ+3p) Daπak+3π c
a Daπck−4πabDkπab+3πkbD

aπ b
a +2qaDkqa−3qaD

aqk

−3qkD
aqa+9ε ad

k qcωaπ
c

d −3π b
a qaσkb−

4

3
ρΘqk+2ρσkbq

b+6ρε cd
k qcωd+2Θπ a

k qa

]

− κ̃2

3

[
Daπ̃ak−

1

2
Dk (ρ̃−π̃+p̃)+

2

3
Θq̃k−q̃a (3ωka+σka)

]
, (2.123)

DaHak+3Ekaω
a−ε ab

k Eacσ
c

b +
κ2

2

[
ε ab

k Daqb+2 (ρ+p) ωk−π c
k ωc−ε ab

k πacσ
c

b

]
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= −1

2
ε ab

k DaÊb+
4E
3

ωk−
1

2
Êakω

a− 1

2
ε ab

k Êacσ
c

b +
κ̃4

24

[
3qcωcqk−2ε ab

k qbDaρ

−2ρε ab
k Daqb−3εabkq

cDbπ a
c −3ε ab

k π c
a Dbqc−4ρ (ρ+p) ωk+3qaq

aωk−(ρ+3p) π c
k ωc

−3ε ac
k σabq

bqc+3πabπ
abωk−3πcaπ

c
k ωa−(ρ+3p) ε ab

k πacσ
c

b −3ε ab
k πdaπ

d
c σ c

b

]

+
κ̃2

3

[
π̃kaω

a−ε ab
k Daq̃b−2 (ρ̃+p̃) ωk+ε ab

k π̃ c
a σbc

]
. (2.124)

Itt felhasználásra kerültek a (2.79) és (2.80) deiníciók.
A (2.111), (2.112) egyenletek kifejezik az energiasűrűség, illetve az energia fluxus trans-

portját a brán és az 5d téridő között (ezek tartalmazzák̇ρ-ot ésq̇〈a〉-ot). 5d források hiányában
ezek az egyenletek egyedül a brán anyagra vonatkozó evolúciós egyenletek lesznek. A (2.113)
és (2.114) egyenletek hasonló relációkat jelentenek az effetív nem-lokális energiasűrűségre és
az effektív nem-lokális energia fluxusra.

Eltűnő 5d anyag esetén a fenti egyenletek a [3] hivatkozás (26)-(29) és az A mellékletében
felsorolt egyenleteinek korrigált alakját szolgáltatják.

Mégha a brán beágyazásátZ2-szimmetrikusnak is választjuk, és feltesszükT̃ab = 0 (ennél
fogva0 = ρ̃ = q̃ = q̃a = π̃ = π̃a = π̃ab = p̃) a fenti egyenletek nem záródnak a bránon amiatt,
hogy nincs bránon zárt evolúciós egyenletÊab-re [3]. Szintén nincs evolúciós egyenletp-re és
πab-re kivéve, ha ez anyagi állapot-egyenlettel adott.

Záródási feltételek

Az általános relativitáselméletbeli 3+1 kovariáns formalizmus ekvivalens az Einstein egyenle-
tekkel, csupán a metrika helyett más változókat használ. Egyenletei záródnak, ha az anyagra
valamilyen állapotegyenlet ismert. Ugyanez történik a 3+1+1 brán-világ kovariáns formaliz-
musban. Állapotegyenlet az 5d energia-impulzus tenzorT̃ab reguláris részéb̋ol származó folya-
dékra szükséges.

A 3+1+1 egyenleteinek egy alcsoportjából kiküszöbőlhet̋ok a bránra mer̋oleges irányú de-
riválások. Ezek tekinthetők, mint fejlődési és kényszer egyenletek a bránon. Az egyenleteket
a brán általános, illetve tükörszimmetrikus beágyazásáraa 2.1.7. alfejezet tartalmazza. Nem
záródnak még akkor sem, ha a brán anyagra (5d energia-impulzus tenzor disztribucionális ré-
szénekTab járuléka) ismert valamilyen állapotegyenlet. Továbbiakban csak a brán szimmetrikus
beágyazását tárgyalom.

Az általános relativitáselméletbeli 3+1 kovariáns formalizmusban van 10 gravito-elektro-
mágneses változó 10 fejlődési és 6 kényszer egyenlettel. Szintén van 12 kinematikaiváltozó 9
fejlődési és 15 kényszer egyenlettel. A brán egyenletekben ehhez képest megjelenik pluszban
9 gravito-elektro-mágneses változó, de csak 4 extra evolúciós egyenlettel. Az extra változók
közül Êab-re nincs fejl̋odési egyenlet a bránon. Abban a speciális esetben, haÊab = 0, a brán
egyenletek záródnak [3].

Ismerve azonban az evolúciós egyenletek teljes rendszerétaz 5-dimenzióban, megadhatók
azÊab = 0-tól eltér̋o záródási feltételek is. A (2.59) nyújt egy evolúciós egyenletetÊab-re. Azon-
ban (2.59) tartalmaz olyan mennyiségeket is, amelyek nem jelennek meg a 2.1.7. alfejezetben.
Szem el̋ott tartva, hogŷωab = 0 a bránon, és kiróva

F ′
〈kj〉 =

(
2K̂ − Θ̂

3

)
Fkj −F a

〈j σ̂k〉a + KÊkj + KEkj − E〈j
(

3

2
Kk〉 + Lk〉 − K̂k〉

)

+
3

2
Ê〈kÂj〉 − ε ab

〈k Ĥj〉a

(
Kb − 2K̂b

)
− ε ab

〈j Hk〉aÂb +
3

2
ε ab
〈j σ̂k〉aHb (2.125)
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feltételt, (2.59) a következ̋o alakra egyszerűsödik:

0 =
˙̂E 〈kj〉 − D〈kÊj〉 +

Θ

3
Êkj +

4E
3

σkj − 2Ê〈kAj〉 + Ê a
〈j

(
ωk〉a + σk〉a

)
+ Mkj , (2.126)

ahol az 5d anyag járulék

Mkj =
κ̃2

3
˙̃π〈kj〉 +

κ̃2

3
D〈kq̃j〉 +

κ̃2

3
(ρ̃ + p̃) σkj +

κ̃2q̃

3
σ̂kj +

κ̃2Θ

9
π̃kj

+
2κ̃2

3
q̃〈jAk〉 +

κ̃2

3
π̃〈j

(
2K̂k〉 + Lk〉

)
+

κ̃2

3
π̃ a
〈j

(
ωk〉a + σk〉a

)
. (2.127)

Egy partikuláris megoldása (2.125)-nek

Fkj = Ĥkj = Ej = Hj = K = Âj = 0 . (2.128)

A fenti mennyiségek egyike sem jelenik meg a 2.1.7. alfejezet brán egyenleteiben, ezértőket a
(2.128) feltétel kiróvása nem változtatja meg. A bránegyenletek pedig, hozzájuk véve (2.126)-
ot, időfejlődés szempontjából zárttá válnak.

A Friedmann bránt tartalmazó 5d Schwarzschild-Anti-de Sitter térid̋o egy olyan példa,
amely kielégíti (2.126)-et és (2.128)-et. Ebben az esetbenMab = 0 = K, és

0 = Ea = Êa = Ha = La = Ka = K̂a = ωa = ω̂a = Aa = Âa ,

0 = Eab = Fab = Hab = Êab = Ĥab = σab = σ̂ab . (2.129)

Természetesen mivel̂Eab = 0, így ez a korábban ismert triviális záródási feltételt is teljesíti.
Kiemelném ugyanakkor, hogy (2.126) egyenlet, ami zárja a brán egyenleteket, több lehetséges
megoldást enged̂Eab-ra mint a triviálist. A 2.2. fejezetben látni fogunk egy olyan példát, ahol
Êab 6= 0, de (2.126) teljesül a bránon.

2.1.8. Kozmológia

Tökéletes folyadékkal kitöltött Friedmann brán

Feltéve a brán tökéletes folyadékkal kitöltött Friedmann univerzum:ωa = 0 = σab = ∆σ̂ab és
R = 6k/a2, ahola a skálafaktor. TovábbáΘ/3 = H ≡ ȧ/a, aholH a Hubble paraméter. A
(2.26) egyenlet bránon vett átlaga adja a Friedmann egyenletet, (2.86) pedig a Raychaudhuri és
(2.100) az energia mérleg egyenlet, melyek jelen esetben:

3

(
H2 +

k

a2

)
= Λ + κ2ρ

(
1 +

ρ

2λ

)
− 〈E〉

+

〈
Θ̂

〉2

3
− 1

2
〈σ̂ab〉

〈
σ̂ab

〉
+

κ̃2

2
〈ρ̃ + p̃ − π̃〉 , (2.130)

3
(
Ḣ + H2

)
+

κ2

2
(ρ + 3p) − Λ = 〈E〉 − κ̃4ρ

12
(2ρ + 3p) +

κ̃4

4
qaq

a

−
〈
Θ̂

〉 〈
K̂

〉
+

〈
K̂a

〉 〈
K̂a

〉
− κ̃2

2
〈ρ̃ + π̃ + p̃〉 , (2.131)

ρ̇ + 3H (ρ + p) = −∆q̃ . (2.132)

Szimmetrikus beágyazás esetén
〈
Θ̂

〉
= 0 = 〈σ̂ab〉. Általános beágyazásra (2.130) átírható a

következ̋o alakba:

55



2.1. táblázat.A kinematikai mennyiségek megfeleltetései a 3+1+1 és a 2+1+1 kovariáns formalizmusok
között.

na → ea K → 1
3
Θ + Σ K̂ → −A

Aa → Aa Ka → Σa + εabΩ
b K̂a → αa

Âa → aa Θ → Θ − 3
2
Σ Θ̂ → φ

La → Σa − εabΩ
b ωab → Ωεab ω̂ab → ξεab

hab → Nab σab → Σab σ̂ab → ζab

3

(
H2 +

k

a2

)
= Λ + κ2ρ

(
1 +

ρ

2λ

)
+ κ2U − 〈L〉

4
− κ̃2

2
〈π̃〉 , (2.133)

ahol〈L〉-t (2.84) definiálja,U -t pedig:

κ2U =

〈
Θ̂

〉2

6
+

1

2

〈
Θ̂

〉 〈
K̂

〉
− 1

2

〈
K̂b

〉 〈
K̂b

〉
− 1

4
〈σ̂ab〉

〈
σ̂ab

〉
−〈E〉+

κ̃2

2
〈ρ̃ + p̃〉 . (2.134)

Az U mennyiség a [163]-ban bevezetett effektív energiasűrűség.

Anizotróp brán-világok

Homogén, de anizotróp bránt tartalmazó 5d megoldások szintén ismertek.
A [169] cikkben találtak egy olyan vákuum, kozmológiai állandóval rendelkez̋o, sztatikus

és anizotróp 5d térid̋ot, amelybe mozgó Binachi I típusú brán ágyazható. A brán tükörszimmet-
rikus beágyazása a bránon anizotróp nyomás megjelenéséveljár együtt. Így a brán anyag nem
lehet tökéletes folyadék. Izotróp brán folyadékot csak izotróp 5d megoldásra találtak.

Eljárásukat [170]-ben általánosították nem sztatikus 5d téridőre. Feltéve a metrika kompo-
nenseinek szeparálhatóságát, olyan 5d megoldásokat találtak, amelyek kombinálják a 4d Kasner
megoldást [171] a [169] sztatikus megoldásával.

A B.4. mellékletben a [169]-ben talált 5d megoldás kinematikai, gravito-elektro-mágneses
és anyagi változóinak listáját tartalmazza. Hasonló számolás eredményezne egy listát [170] 5d
megoldására.

2.1.9. Konklúzió

A 2.1. fejezetben kifejlesztettem egy általános 3+1+1 kovariáns formalizmust, amely alkal-
mas az 5d gravitációs dinamika vizsgálatára a bránon és azonkívül. Általánosítottam a koráb-
bi 3+1+1 felbontásban kanonikus változókat használó, duplán fóliázható térid̋okre kidolgozott
[4], [5], az általános relativitáselméleti [2], [172]-[174] és a bránelméleti [3] 3+1 kovariáns
formalizmusokat. Szintén általánosítottam az általános relativitáselméletben és azf (R) gra-
vitációban használt 2+1+1 kovariáns formalizmust [175], [176]. Az evolúciós és a kényszer
egyenleteket olyan kinematikai, gravito-elektro-mágneses és anyagi változókban írtam fel, me-
lyek skalárok, 3-vektorok, vagy 3-tenzorok. A változók száma jóval több, mint alacsonyabb
dimenzióban, ez különösen igaz az 5d anyagra és a Weyl tenzorprojekcióira. A kinematikai
változók azonban hasonlók azokhoz, mint amik a 2+1+1 kovariáns formalizmusban jelennek
meg. A [177] cikkeihez képesti jelölés megfeleltetést a 2.1táblázat mutatja:

A 3+1+1 formalizmus egyenleteinek egy alcsoportjából megkonstruáltam olyan egyenlete-
ket, melyek leírják a gravitációs dinamikát a bránon. Ezek korábban csak kozmológiai állandó-
val rendelkez̋o vákuum 5d térid̋obe tükörszimmetrikusan ágyazott bránra voltak ismertek [3].
Javítottam az irodalomban meglévő hibákat. A brán egyenletek általában nem zártak. A for-
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malizmus segítségével azonban általánosabb záródási fetételt sikerült megfogalmazni, mint ami
korábban ismert volt.

Kozmológiai alkalmazásként viszonyultam a meglévő irodalomhoz, mind izotróp és anizot-
róp brán-világok esetén.

2.2. Lokálisan forgás-szimmetrikus, stacionér vákuum brán
térid ők

A fejezet a [150] publikáció VI. fejezetét dolgozza fel. Ittegy új brán megoldás származtatását
mutatom be.

Az előző fejezetben kidolgozott formalizmus első alkalmazásában az 5d téridőben és a brá-
non kozmológiai vákuum van (a megfelelő kozmológiai konstansok nem nullák). A brán beá-
gyazása szimmetrikus. Ekkor az effektív Einstein egyenleta következ̋o alakot ölti:

Gab = Λgab − E
(

uaub +
1

3
hab

)
+ 2Ê(aub) − Êab . (2.135)

Stacionér térid̋obenḟ = 0 bármelyf skalármez̋ore. A stacionaritás miatt van egy kijelölt
időszerű Killing vektor, ezért az előző fejezetben kidolgozott 3+1+1 felbontás különösen al-
kalmas a gravitációs dinamika bránon történő alkalmazására, mivel a brán definiálja a másik
kijelölt irányt.

Az eljárást specializálom olyan 4d brán téridőkre, amelyek lokális forgás-szimmetriával
rendelkeznek (LFSZ). Egy ilyen szimmetria ad egy további térszerű egység vektormezőt (ea),
abban az értelemben, hogy van egy egyértelműen preferált térbeli irány mindegyik pontban,
ami kijelöli a lokális forgás-szimmetriát. Egy további speciális vektormez̋o választása esetén
a térbeli mennyiségek egy további felbontása vezetne egy általános 2+1+1+1 formalizmushoz.
Ekkor ahab metrikát továbbontva kapható:

hab = eaeb + qab , (2.136)

aholqab a bránon azea ésua-ra mer̋oleges 2d felületen az indukált metrika.
Látni fogjuk, a térid̋o struktúrájának ezek a szimmetriái biztosítják, hogy a téridő csupán

skalár mennyiségekkel leírható és nincs szükség vektorokra, vagy tenzori mennységekre. Ez
egy nagyon hasznos tulajdonsága a formalizmusnak. Továbbáa szimmetriák biztosítják, hogy
bármelyf skalár csak azea forgástengely mez̋o integrál görbélyének paraméterétől függnek. E
paraméter szerinti kovariáns deriváltra azf ? ≡ eaDaf jelölést használom.

2.2.1. Azea vektormezőhöz tartozó független kinematikai mennyiségek

Felbontás

A jelen alkalmazás céljára elegendő megadni azea vektormez̋o brán kovariáns deriváltjának
irreducibilis elemekre történ̋o felbontását, amik a kinematikai mennyiségeket definiálják. A
∇aeb felbontásában szereplő kinematikai mennyiségek ãmegkülönböztet̋o jelzést kapják:

∇aeb = L̃uaub − L̃aub − uaK̃b + eaÃb +
Θ̃

2
qab + σ̃ab + ω̃ab , (2.137)

ahol

L̃ = ucud∇̃ced , Θ̃ = qabDaeb ,

L̃a = udh c
a ∇̃ced , K̃b = uch d

b ∇̃ced , Ãb = ecq d
b ∇̃ced ,
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ω̃ab = q c
[a q d

b] ∇̃ced , σ̃ab = q c
a q d

b ∇̃ced −
Θ̃

2
qab . (2.138)

Az L̃ ésL̃a nem függetlenek a korábban bevezetett változóktól, kifejezhet̋ok azua-hoz tartozó
kinematikai mennyiségek projekcióival:

L̃ = −eaAa , L̃a = −ed

(
Θ

3
had + σad + ωad

)
. (2.139)

Ezzel szemben ãΘ, K̃b, Ãb, σ̃ab ésω̃ab független kinematikai mennyiségek az előző fejezetben
bevezetettektől. Hasonlóanωa ésω̂a-hoz, szintén definiálható az

ω̃a =
1

2
εabcω̃

bc (2.140)

forgásvektor.

LFSZ szimmetria

A kijelölt ea vektor teljesíti azuaea = 0, eaea = 1 feltételeket. Követve [178]-et, származtatok
néhány az LFSZ szimmetrából származó következményt. A szimmetria és a normalizálás adja,
hogy

eaDaeb = 0 , ė〈b〉 = 0 , (2.141)

vagyisea geodetikushab-n és Fermi propagált a brán megfigyelő világvonalán. Ezek az egyen-
letek, és a szimmetria továbbá adja, hogy (2.140) átírható akövetkez̋o alakba:

ω̃a = ε bc
a q e

[b q d
c] ∇̃eed = εabcD

bec . (2.142)

Az LFSZ szimmetria miatt minden vektormezőnek arányosnak kell lennieea-val, így:

Aa = Aea , ωa = ωea , ω̃a = ω̃ea .

Êa = ÊV ea , DaΘ = Θ?ea , DaE = E?ea , (2.143)

Az ea vektormez̋o és aqab indukált metrika definiál egy egyértelmű térszerű nyommentes
szimmetrikuseab tenzormez̋ot:

eab = eaeb −
qab

2
, (2.144)

amely teljesíti a következ̋oket:

uaeab = 0 , eaeab = eb , ea
a = 0 , 2eace

c
b = eab + hab ,

eabe
ab =

3

2
, Dbeab =

3Θ̃

2
ea , ė〈ab〉 = 0 . (2.145)

Megint csak az LFSZ szimmetria miatt, az összes 3d nyommentes szimmetrikus tenzormező
arányoseab-val:

σab =
2σ√

3
eab , Eab =

2E√
3
eab , Hab =

2H√
3
eab , Êab =

2Ê√
3
eab . (2.146)

A (2.143) és (2.146) definíciókban alkalmasan normált skalárok kerültek bevezetésre:A, ω, ω̃,
σ, ÊV , Ê , E ésH, amelyek kiváltják a vektoriális, illetve tenzoriális változókat.

Az LFSZ szimmetriából, használva a (2.141), (2.143), (2.146) és (2.145) egyenleteket, szin-
tén következik, hogy

K̃a = Ãa = 0 , σ̃ab = 0 ,
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L̃ = −A , L̃a = −
(

Θ

3
+

2σ√
3

)
ea . (2.147)

Ezért csak kétea-hoz tartozó kinematikai mennyiség marad, ami nem triviális és független a
2.1.2. alfejezetben bevezetettektől. Ezek aΘ̃ ésω̃.

2.2.2. I-es osztályú LFSZ típusú feltételek

Az LFSZ modellek általános relativisztikus osztályozása megtalálható [178]-ban, és az RS2
brán-világokban̂Ea = 0 = Êab, E < 0 feltételekkel visszanyerhető. Az osztályozás azonban
általános esetben, vagy eddig ebben a fejezetben felhasznált egyszerűsít̋o feltevésekkel sem
tartható. Továbbiakban azonban csak olyan brán téridőkről lesz szó, amelyekben teljesülnek az
általános relativitáselméleti LFSZ I osztályt jellemző feltételek, vagyis:̃ω = Θ = σ = 0. E
feltételekkel a (2.118), (2.142), (2.143) ésεaije

iej = 0-ból kövekezik, hogŷEV = 0.
Érdemes megjegyezni ezen a ponton, hogy a 2.1.7-ben tárgyalt (2.126) egyenlet (ami id̋o-

fejlődés szempontjából zárja a brán egyenleteket) teljesül. Bára szimmetriákból következik,

hogy ė〈ab〉 = 0 és ˙̂E = 0, ezért ˙̂E 〈kj〉 = 0, így ez utóbbi is lehetne id̋ofejlődés szempontjából a
záródási feltétel.

Dinamika

Az ea-hoz tartozó egyetlen független kinematikai mennyiségΘ̃ ea integrál görbéje menti evo-
lúciója azea-ra vonatkozó Ricci azonosságokból származtatható [178]:

Θ̃? +
Θ̃2

2
= −2E√

3
+

2E
3

+
Ê√
3
− 2Λ

3
. (2.148)

Más nem triviális brán egyenleteket a (2.114), (2.115), (2.117), (2.120), (2.121), (2.123) és
(2.124) szolgáltat:

E? + 4AE + 2
√

3

[
Ê? +

(
3Θ̃

2
+ A

)
Ê
]

= 0 , (2.149)

A? +
(
Θ̃ + A

)
A + 2ω2 + Λ = −E , (2.150)

A? +

(
A − Θ̃

2

)
A − ω2 −

√
3E =

√
3Ê
2

, (2.151)

H +
(
2A − Θ̃

) √
3ω

2
= 0 , (2.152)

ω? +
(
Θ̃ − A

)
ω = 0 , (2.153)

E? +
3Θ̃

2
E − 3ωH =

Ê?

2
+

3Θ̃Ê
4

− E?

2
√

3
, (2.154)

2H? + 3Θ̃H + 6Eω =
4ωE√

3
− ωÊ . (2.155)

EliminálvaA?-ot (2.150) és (2.151) egyenletekből egy algebrai reláció kapható:

0 =
3Θ̃A

2
+ 3ω2 + Λ +

√
3E + E +

√
3Ê
2

. (2.156)

Bármely rendszer, ami kielégíti (2.148)-(2.153) egyenleteket, azonosan teljesíti (2.154) és (2.155)-
öt is. Ez a következ̋oképpen látható be. Véve (2.156)?-deriváltját, és felhasználva a (2.148)-
(2.153) egyenleteket a (2.154) egyenlet nyerhető. Hasonlóan, a (2.152) egyenlet?-deriváltját
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kombinálva (2.148)-(2.153)-el megkapható (2.155).
Van tehát 6 független (2 algebrai és 4 elsőrendű differenciál) egyenlet a megmaradt 7 válto-

zóra (E , Ê , Θ̃, A, ω, E, H). Ezért további feltétel róható ki. A

Ê = − 2E√
3

(2.157)

feltételt választom, amely nagymértékben egyszerűsíti (2.156)-et.

Diszkusszió

A (2.152), (2.156) algebrai egyenletek meghatározzák a többi változó függvényébenH-t ésE-t.
A (2.157) feltétel a (2.148)-(2.150) és (2.153) egyenleteket a következ̋oképpen egyszerűsíti:

Θ̃? +
Θ̃2

2
− Θ̃A − 2ω2 = 0 , (2.158)

E? + 2EΘ̃ = 0 , (2.159)

A? +
(
Θ̃ + A

)
A + 2ω2 + Λ = −E , (2.160)

ω? +
(
Θ̃ − A

)
ω = 0 . (2.161)

A (2.159) és (2.161) egyenletekből kapható, hogy

Θ̃ =
(
ln E−1/2

)?
, (2.162)

A =
(
ln ωE−1/2

)?
. (2.163)

Bevezetve az

x = ln E−1/2 , (2.164)

y = ln ωE−1/2 (2.165)

segédváltozókat a fennmaradó (2.158) és (2.160) egyenletek az alábbi alakot öltik:

x?? +
(x?)2

2
− x?y? = 2ey−x , (2.166)

y?? + (y?)2 + x?y? = −
(
2ey−x + e−2x + Λ

)
. (2.167)

Ezek egy csatolt másodrendű, közönséges, nemlineáris differenciálegyenlet-rendszert alkotnak,
amelyek megadják azω ésE változókat. Az egyenletrendszer megoldása a nemlinearitása miatt
analitikusan nehéz. Abban, hogy partikuláris megoldását találjak ennek az egyenletrendszernek
egy a metrikára vonatkozó feltevés fog segítséget nyújtani.

2.2.3. Árapály töltésű Taub-NUT-(A)dS megoldás

A választott szimmetriákkal kompatibilis a következő metrika feltevés:

ds2 = −f (r)

g (r)
(dt + ωkdϕ)2 +

g (r)

f (r)
dr2 + g (r)

(
dθ2 + Ω2

kdϕ2
)

, (2.168)
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ahol

Ωk =





sin θ , k = 1
1 , k = 0

sinh θ , k = −1

ésωk a θ-nak egy másik függvénye. Az LFSZ szimmetria tengelye:

ea =
f 1/2

g1/2

(
∂

∂r

)a

. (2.169)

Az ua 1-formát a következ̋oképpen választva:

u = −f 1/2

g1/2
(dt + 2ωkdϕ) , (2.170)

és alkalmazvâEV = 0-át, illetve a (2.146), (2.157), (2.169) egyenleteket, az 5d Weyl tenzornak
az effektív Einstein egyenletekben megjelenő része:

(4)E t
t = (4)Er

r = − (4)Eθ
θ = − (4)Eϕ

ϕ = −E , (4)E t
ϕ = −2Eωk . (2.171)

Mivel Êa ∝ ÊV = 0, illetveHab-nak arányosnak kell lennieeab-vel, kapható (mindkettőből):

Ωk
d2ωk

dθ2 − dΩk

dθ

dωk

dθ
= 0 . (2.172)

Integrálva egyet

Ω−1
k

dωk

dθ
= −2l , (2.173)

aholl konstans. Egy második integrálás adja, hogy

ωk (θ) =





2l cos θ + L , k = 1
−2lθ + L , k = 0

−2l cosh θ + L , k = −1
, (2.174)

aholL egy másik integrálási állandó. Bevezetve egy új id̋ováltozótt + Lϕ → t ez a konstans
eltüntethet̋o.

Felhasználva (2.174) egyenletet, közvetlen számolás mutatja, hogy a metrika feltevés kom-
patibilis a választott LFSZ I osztály feltételeivel:

Θ = σ = a = ÊV = 0 . (2.175)

A (2.168), (2.174) egyenleteket alkalmazva a kinematikai és gravito mágneses mennyiségek
kifejezései metrika függvényekkel:

Θ̃ =
f 1/2

g3/2

dg

dr
, A =

d

dr

(
f

g

)1/2

, ω =
lf1/2

g3/2
,

E =
f 1/2

g5/4

d

dr

(
f 1/2

g3/4

dg

dr

)
− 3l2f

g3
− k

g
+ Λ ,

2Ê√
3

=
1

3g

d2f

dr2
− 2

3g2

df

dr

dg

dr
+

f

3g3

(
dg

dr

)2

+
4l2f

3g3
+

2k

3g
,

2E√
3

=
1

6g

d2f

dr2
− 1

3f 1/2

d

dr

(
f 3/2

g2

dg

dr

)
− 4l2f

3g3
− k

3g
,

2H√
3

= −l
d

dr

(
fg−2

)
. (2.176)
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Ezekre a mennyiségekre a (2.152), (2.156), (2.157) és (2.158)-(2.161) kényszerek vonatkoznak,
melyek az alábbi két független egyenletet adják azf (r), illetve g (r) metrikus függvényekre:

g3/2d2g1/2

dr2
= l2 , (2.177)

d2f

dr2
= 2k − 4Λg . (2.178)

Megszorozva az első egyenletetdg/dr-vel, és integrálva:

(
dg

dr

)2

+ 4l2 = C1g , (2.179)

aholC1 > 0 egy integrálási konstans. Egy további integrálás eredményezi, hogy

g (r) =
C1

4
(r + C2)

2 +
4l2

C1

, (2.180)

ahol C2 egy másik integrálási állandó. Azr = 0 újra definiálásával aC2 konstans azr ko-
ordinátába abszorbálható. AC1 állandó szintén rögzíthető a koordináták, illetve paraméterek

következ̋o átskálázásával:
(
2t/C

1/2
1 , C

1/2
1 r/2, 4l2/C1

)
→ (t, r, l2). Formálisan ez aC1 = 4

választást eredményezi.
A g (r) ismeretében a (2.178) egyenlet megoldható a másik metrikusfüggvényre:

f (r) = C4 + C3r +
(
k − 2l2Λ

)
r2 − Λ

3
r4 , (2.181)

aholC3 ésC4 integrálási állandók. AC3 = −2m ésC4 = q − kl2 + Λl4 újraparaméterezéssel
a metrikus függvények:

f (r) = k
(
r2 − l2

)
− 2mr + q − Λ

(
r4

3
+ 2l2r2 − l4

)
, (2.182)

g (r) = r2 + l2 , (2.183)

ωk (θ) =





2l cos θ , k = 1
−2lθ , k = 0

−2l cosh θ , k = −1
. (2.184)

Ez nagyon hasonló az általános relativisztikus Einstein-Maxwell rendszer töltött-Taub-NUT-
(A)dS megoldására.

2.2.4. Megfeleltetés a töltött Taub-NUT-(A)dS térid̋ovel

Az általános relativitáselméletbeli töltött Taub-NUT-(A)dS térid̋o annyiban különbözik az előző
alfejezetben talált megoldástól, hogy aq paraméter értéke csak pozitív lehet.

Ez a térid̋o k = 1, l = 0, m = 0, q = 0 esetén aΛ kozmológiai állandó előjelét̋ol függően a
de Sitter (Λ > 0), vagy az Anti-de Sitter térid̋o (Λ < 0).

A k = 1 és l = 0 paraméterekre a Taub-NUT-(A)dS téridő az alábbi gömbszimmetrikus
fekete lyuk megoldásokat tartalmazza:

• Schwarzschildtéridő (Λ = 0, q = 0): m tömegű fekete lyuk;

• Reissner-Nordströmtéridő (Λ = 0, q = Q2): m tömegű ésQ elektromos töltésű fekete
lyuk;

62



• Schwarzschild-(Anti)-de Sittertéridő (q = 0): m tömegű fekete lyukΛ kozmológiai
állandóval rendelkez̋o térid̋oben;

• Reissner-Nordström-(Anti)-de Sittertéridő: m tömegű ésQ elektromos töltésű fekete
lyuk Λ kozmológiai állandóval rendelkező térid̋oben.

Amikor k = 1, Λ = 0 ésq = 0 kapjuk a Taub-NUT (Newman, Unti, Tamburino) téridőt.
Ennek a térid̋onek érdekessége, hogy zárt időszerű görbéket is tartalmaz. Esemény horizontok
az r± = m ±

√
m2 + l2 helyeken vannak. Zárt id̋oszerű görbéket azr < r− és r > r+

tartományokban tartalmaz. A NUT töltés megjelenésének további következményeit lásd [179]-
[182]-ben.

A töltött Taub-NUT-(A)dS térid̋o a felsorolt határesetek kombinációja, amelyben a paramé-
terek a tömegm, elektromos töltésQ, NUT töltésl és a kozmológiai állandóΛ.

A fejezet f̋o eredménye a bizonyos szimmetriák esetén talált új brán megoldás. A feltett
szimmetriák a stacionaritás és a lokális forgás-szimmetria. A talált 4d brán formálisan olyan,
mint a töltött Taub-NUT-(A)dS térid̋o. A megjelen̋o q konstans értéke azonban (amelyQ2

helyett jelenik meg) negatív is lehet nem úgy, mint az általános relativitáselméletben. A (2.135)
effektív Einstein egyenletb̋ol világos, hogy aq paraméter csak az 5d Weyl tenzorból származhat
[lásd (2.171)]. Valóban, a (2.176) negyedik egyenletéből:

E = − q

(l2 + r2)2 . (2.185)

Tehát aq paraméter a magasabb dimenziós téridő Weyl szektorából ered, a származtatott meg-
oldás azárapály töltésű Taub-NUT-(A)dS brán-ként interpretálható. Amikor aq paraméter
negatív, akkor er̋osíti, míg ha pozitív, akkor gyengíti a gravitációt a bránon. Az utóbbi esetben
ugyanazt okozza, mint az elektromos töltés.

Gömbszimmetrikus és forgó esetekben árapály töltésű bránmegoldásokat korábban [183]-
[184]-ben találtak. Ezek a téridők szintén megfelelnek az elektromosan töltött általános relati-
visztikus Einstein-Maxwell megoldásoknak, amikor az elektromos töltés négyzetét az árapály
töltéssel azonosítjuk.

Fontos megemlíteni, hogy fekete lyuk brán megoldásokra jelenleg nem ismert, hogy milyen
5d térid̋okbe ágyazhatók be.

2.3. 5d Birkhoff-tétel kiterjesztése

A fejezet a [185] cikkben elért eredményeket foglalja össze.
A kozmológiai szimmetriáknak eleget tevő brán-világ modellek a Friedmann bránok, köztük

az Einstein sztatikus brán. Az Einstein sztatikus brán a Friedmann bránok olyan alesete, amikor
a skálafaktor konstans. Általános relativitáselméletbeli Einstein sztatikus univerzum instabil a
térbelileg homogén és izotróp perturbációkra [186], de stabilak kis inhomogén vektor és ten-
zor perturbációkra, illetve adiabatikus skalár sűrűséginhomogenitásokra, ha acs hangsebesség
teljesític2

s > 1/5 feltételt [187].
A legáltalánosabb 5d téridő, amelyben csak egy negatíṽΛ = 3εΓ2/κ̃2 (ε adjaΛ̃ előjelét, a

tételbenε = −1) kozmológiai állandó van, tartalmaz egy Friedmann bránt, és az extra dimenzió
mentén meg̋orzi a kozmológiai szimmetriákat sztatikus [6], [133]:

ds̃2 = −f (r; k, ε) dt2 +
dr2

f (r; k, ε)
+ r2

[
dχ2 + H2 (χ; k)

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)]
, (2.186)

ahol

f (r; k, ε) = k − 2m

r2
− εΓ2

2
r2 , (2.187)
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és

H (χ; k) =





sin χ , k = 1
χ , k = 0

sinh χ , k = −1
. (2.188)

Erre az eredményre szokás 5d Birkhoff-tételként hivatkozni. (Vizsgálni fogom ãΛ ≥ 0 esetet
is, ezért tartom meg azε jelöléstΛ̃ előjelére.)

Egy érdekes kivételes esetet adε = −1-re a [7]-ben talált térid̋o, amely a kozmológiai
állandóval rendelkez̋o 5d Einstein egyenletek egy Einstein bránt tartalmazó megoldása. A talált
5d térid̋o (y > 0):

Γ2ds̃2 = −F 2 (y; ε) dτ 2 + dy2 + dχ2 + H2 (χ; ε)
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
, (2.189)

ahol

F (y; ε) =





A cos
(√

2y
)

+ B sin
(√

2y
)

, ε = 1

A +
√

2By , ε = 0

A cosh
(√

2y
)

+ B sinh
(√

2y
)

, ε = −1

, (2.190)

Ez a Gergely-Maartens (GM) téridő, aminek azy = 0-nál lév̋o határa egy sztatikus Einste-
in brán és rendelkezik ugyanazon szimmetriákkal, mint azokaz 5d térid̋ok, amelyekre az 5d
Birkhoff-tétel vonatkozik. A GM metrika jól definiált a bránon, haA 6= 0. A Lanczos egyenlet-
ből következik, hogyB = 0 inkompatibilis a brán anyaggal [7]. AzA ésB konstansok közül
az egyik aτ koordinátába abszorbálható, így a GM metrika a megoldások egy paraméteres csa-
ládját adja. A görbületi invariánsokat kiszámolva (például: R̃abcdR̃

abcd, C̃abcdC̃
abcd) mutatják,

hogy a GM metrika nem alesete a (2.186) térdőnek.
A magasabb dimenziós Birkhoff-tételt alternatív módon [188]-ban fogalmazták meg. Itt

megállapítottak egy feltétel halmazt, amely a magasabb dimenziós térid̋o sztatikusságához ve-
zet. A GM metrika nem teljesíti a [188]-ban megfogalmazott feltételek egyikét (ρ 6= const).
Ezért nem érvényes rá [188] 1. tétele.

A [6]-ban található bizonyítás pedig, amely a (2.186) metrikához vezet, nem alkalmazható,
ha a [6]-ban bevezetettB függvény [ez aB különbözik a (2.189) metrikában találhatóB-től]
konstans, mint (2.189) esetében lenne. Ekkor nem lehet bevezetni azr = B1/3-ont új radiális
koordinátaként azért, hogy megkapjuk a megoldás (2.186) alakját.

A GM megoldás néhány görbületi skalárjára [7]-ben megmutatták (ε = −1-re), hogy azok
megegyeznek a (2.186) 5d fekete lyuk metrikáéval (k = ε = −1 esetén) a horizonton abban a
speciális esetben, amikorm = −1/4Γ2 [7]. Ez annak a lehetőségét hordozza magában, hogy
a GM metrika és (2.186) horizontja között van valamilyen kapcsolat. Ezt a sejtést [7]-ben
fogalmazták meg.

Az általános relativitáselméletben ismert, hogy a Bertotti-Robinson metrika kapcsolatban
áll az extrémális Reissner-Nordström téridő horizontjával. Kapcsolatukat a C mellékletben tár-
gyalom.

2.3.1. Fekete lyuk horizontok a Friedmann brán határral rendelkez̋o 5d
kozmológiai vákuum téridőkben

A (2.186) Schwarzschild - (Anti)-de Sitter metrikában az esemény horizontok helyzetét azf =
0 egyenlet adja, amit különböző ε-ra a 2.2.-2.4. táblázatokban soroltam fel.

A következ̋o két speciális esetben van két horizont:ε = k = 1, m > 0, vagyε = k = −1,
m < 0. Ezek a horizontok egybeesnek (degenerált horizont) Γr = 1-nél εm = 1/4Γ2-re. Az
utóbbi esetben (amikorε = −1) ismert, hogy az 5d fekete lyuk metrika görbületi skalárjaia
horizonton megegyeznek a GM metrika görbületi skalárjaival [7]. Ezért az várható, hogy létezik
valamilyen kapcsolat a GM metrika és az 5d fekete lyuk degenerált horizontjának régiója között.

Ennek megmutatásához bevezetem aρ = Γr − 1 új koordinátát, amelyik a degenerált ho-
rizont közelében kicsi, pozitív a horizont fölött és negatív alatta. Kisρ esetén azf metrikus
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2.2. táblázat.A horizontok helyzetét megadór koordináta értéke eltűnő 5d kozmológiai állandóra
(ε = 0).

m < 0 m = 0 m > 0

k = −1
√
−2m sík metrika −

k = 0 − rosszul definiált metrika −
k = 1 − sík metrika

√
2m

2.3. táblázat.A horizontok helyzetét megadóΓr értékek táblázata pozitív 5d kozmológiai állandóra
(ε = 1).

m < 0 m = 0 m > 0

k = −1
√
−1 +

√
1 − 4mΓ2 − −

k = 0
√
−4mΓ2 − −

k = 1
√

1 +
√

1 − 4mΓ2
√

2
√

1 ±
√

1 − 4mΓ2

függvény közelít̋oleg: f = −2ερ2, és átskálázva at → 4Γ2t koordinátát kapható a következő
"horizont metrika":

Γ2ds̃2 =
ε

2

(
ρ2dt2 − dρ2

ρ2

)
+ dχ2 + H2 (χ; ε)

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
. (2.191)

A (2.191) metrikaε = k = 1 (vagy ε = k = −1) esetén leírja a térid̋ot a Schwarzschild-de
Sitter (vagy Schwarzschild-Anti-de Sitter-szerű, amikor k = −1) degenerált horizontja környe-
zetében. Az id̋o koordinátaε = 1-re ρ ésε = −1-re t. Mivel a horizont metrika megoldja az
5d Einstein egyenleteket ãΛ = 3εΓ2/κ̃2 kozmológai állandó jelenlétében, ezért kiterjeszthető
ρ bármilyen értékeire.

A (2.186) fekete lyuk metrika és a horizont-megoldás jobb megértésének céljából érdemes
megvizsgálni a két térid̋o szimmetriáit. Ha a térid̋ot megadó metrika invaráns a transzformációk
valamilyen egy paraméteres csoportjával szemben, akkor azt a paraméter által leírt görbe érin-
tő vektora (Killing vektor) generálta szimmetria transzformációnak nevezzük (egzakt definíciót
lásd [11]-ben). Ekkor a metrika Killing vektor szerinti Liederiváltja eltűnik, ezt az egyenletet
Killing egyenletnek nevezzük. A metrika ismeretében a Killing egyenlet megoldható a Killing
vektorokra. A térid̋o szimmetriái a kapott lineárisan független Killing vektorok egymás kö-
zötti kommutációs relációiból, aKilling algebrából ismerhet̋o fel. A horizont térid̋o esetén a
következ̋o lineárisan független Killing vektorok találhatók a(t, ρ, χ, θ, ϕ) koordinátákban:

K1 = (0, 0, 0, 0, 1) , (2.192)

K2 = (0, 0, 0,− cos ϕ, cot θ sin ϕ) , (2.193)

K3 = (0, 0, 0, sin ϕ, cot θ cos ϕ) , (2.194)

K4 = (0, 0,− cos θ, sin θ ∂χ lnH, 0) ,

K5 =
(
0, 0, sin θ sin ϕ, cos θ sin ϕ ∂χ lnH,

cos ϕ

sin θ
∂χ lnH

)
,

K6 =

(
0, 0, sin θ cos ϕ, cos θ cos ϕ ∂χ lnH,−sin ϕ

sin θ
∂χ lnH

)
,
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2.4. táblázat.Ugyanaz, mint 2.3. táblázatbanε = −1-re.

m < 0 m = 0 m > 0

k = −1
√

1 ±
√

1 + 4mΓ2
√

2
√

1 +
√

1 + 4mΓ2

k = 0 − −
√

4mΓ2

k = 1 − −
√

−1 +
√

1 + 4mΓ2

K7 = (1 , 0, 0, 0, 0) , (2.195a)

K8 = (t,−ρ, 0, 0, 0) , (2.195b)

K9 =

(
t2

2
+

1

2ρ2
,−tρ, 0, 0, 0

)
. (2.195c)

A K1−6 térszerű Killing vektorok a szokásos kozmológiai szimmeriákhoz tartoznak. A többi
Killing vektor hossza:

g (K7, K7) =
ε

2Γ2
ρ2 , (2.196)

g (K8, K8) =
ε

2Γ2

(
ρ2t2 − 1

)
, (2.197)

g (K9, K9) =
ε

8Γ2ρ2

(
ρ2t2 − 1

)2
. (2.198)

A K7 ésK9 vektorok id̋oszerűekε = −1-re, illetve térszerűekε = 1-re, amígK8 kauzális
karaktere azε (ρ2t2 − 1) szorzat el̋ojelét̋ol függ. A horizont metrika azε = 1, ρ2t2 > 1 eset
kivételével sztatikus. Aρt = ±1 egy Killing horizontK8-ra.

A K1−7 szintén Killing vektora a (2.186) fekete lyuk metrikának. Amíg K1−6 térszerű
marad, addigK7 kauzális karaktere függ a téridő régiótól, hiszeng (K7, K7) = −f . EzértK7:
i.) időszerű, ha nincs horizont;ii.) ha egy horizont van: id̋oszerű a horizonton kívül és térszerű
belül; iii.) ha két külön álló horizont van: id̋oszerű a küls̋o horizont felett és a belső alatt,
amíg térszerű a két horizont között;iv.) ha degenerált horizont van: időszerű mindenhol kivéve
a horizontot;v.) végezetülK7 null vektor bármely horizonton, így az esemény horizontok
(2.186)-ban szintén Killing horizontokK7-re, ez a tulajdonság azonban elveszik a közelítő
horizont metrikában.

A horizont térid̋o rendelkezik továbbáK8,9 Killing vektorokkal, ami mutatja, hogy több
szimmetriával rendelkezik, mint a teljes fekete lyuk téridő.

A Killing algebra:

[Ki, Kj] = εijkKk , (2.199)

[K3+i, K3+j] = ε εijkKk , (2.200)

[Ki, K3+j] = εijkK3+k , (2.201)

[K6+i, Kj] = 0 = [K6+i, K3+j] , (2.202)

[K7, K8] = K7 , (2.203)

[K8, K9] = K9 , (2.204)

[K7, K9] = K8 , (2.205)

aminek osztályozása a 2.5. táblázatban található.
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2.5. táblázat.A fekete lyuk metrika (fels̋o sor) és a horizont metrika Killing algebrája (alsó sor)ε = ±1-
re.

ε 1 −1
K1−7 so (4)⊕ so (1, 3)⊕
K1−9 so (4) ⊕ so (1, 2) so (1, 3) ⊕ so (1, 2)

A horizont metrikaK1−6 és a GM metrikaKGM
1−6 Killing vektorai (lásd [7]) azonosak. A GM

metrika szintén rendelkezik további 3 Killing vektorral, amelyek egybe kell essenekK7−9-el,
ha a GM térid̋o kapcsolatban áll a horizont metrikával.

2.3.2. Kapcsolat a GM és a horizont térid̋ok között

Azonnal látható a(χ, θ, ϕ) szektorból, hogy kapcsolat a (2.186) és (2.189) téridők között csak
k = ε-ra létezhet. Ugyanakkor nincs kapcsolat a nem kozmológiaiesetben (ε = 0), mivel ekkor
azR̃abcdR̃

abcd ésC̃abcdC̃
abcd skalárok eltűnnek a GM téridőben, amíg (2.186)-bañRabcdR̃

abcd =
C̃abcdC̃

abcd = 288m2/r8, ami csakr végtelen értékére, vagym = 0-ra tűnik el. Az utóbbi
esetben (2.186) rosszul definiált.

Ebben a fejezetben bizonyítom, hogyε = ±1 esetén a GM metrika leírja az ugyanazon
ε-ra, k = ε esetén a (2.186) 5d fekete lyuk (2.191)-el adott degenerálthorizont régióját. Ezt
úgy mutatom meg, hogy megkeresem a két téridő közötti koordináta transzformációt.

A GM metrikaA paraméterétτ -ba abszorbálom, ésB/A-t ezek utánB-vel jelölöm. Ekkor
azF (y; ε = ±1) metrika függvény átírható a következő alakba:

F (y; ε) = cos z + β sin z , ε = ±1 ,

z (y; ε) =
√

2 i(1−ε)/2 y

β (B; ε) = (−i)(1−ε)/2 B (2.206)

A (t, ρ) → (τ , y) koordináta transzformációban megjelenő t (τ , y), ρ (τ , y), amely a hori-
zont metrikát átviszi a GM metrikába, a következő differenciál egyenleteknek kell eleget tegye-
nek:

ρ2

(
∂t

∂τ

)2

− 1

ρ2

(
∂ρ

∂τ

)2

= −2εF 2 (y; ε) , (2.207a)

ρ2

(
∂t

∂τ

)(
∂t

∂y

)
− 1

ρ2

(
∂ρ

∂τ

)(
∂ρ

∂y

)
= 0 , (2.207b)

ρ2

(
∂t

∂y

)2

− 1

ρ2

(
∂ρ

∂y

)2

= 2ε . (2.207c)

Szeparálható megoldás esetént = t0 (τ) t1 (y) ésρ = ρ0 (τ) ρ1 (y), ekkor (2.207) a következő
alakra egyszerűsödik:

(
ρ0ṫ0

)2
(ρ1t1)

2 −
(

ρ̇0

ρ0

)2

= −2εF 2 (y; ε) , (2.208a)

(
ρ2

0t0ṫ0
) (

ρ2
1t1t

′
1

)
−

(
ρ̇0

ρ0

)(
ρ′

1

ρ1

)
= 0 , (2.208b)

(ρ0t0)
2 (ρ1t

′
1)

2 −
(

ρ′
1

ρ1

)2

= 2ε , (2.208c)

ahol a pont aτ szerinti, míg a vessző azy szerinti deriválást jelentik. Az utolsó egyenletben a
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ρ2
0t

2
0 szorzat csakτ függvénye, ezért (a)t′1 = 0, így t = t (τ), vagy (b)ρ0t0 = const. Ezt a két

esetet külön vizsgálom.
(a) Amikor t = t (τ) (2.208c)-b̋ol:

ρ1 = C1 exp
(
±
√
−2εy

)
, (2.209)

aholC1 egy állandó. A (2.208b) egyenlet adja, hogyρ0 (τ) = C0 =állandó. Behelyettesítveρ-t
(2.208a)-ba:

C0C1 exp
(
±
√
−2εy

) (
dt

dτ

)
=

√
−2εF (y; ε) . (2.210)

Ezértdt/dτ -nak szintén egy állandónak kell lennie, amitC2-vel jelölve

F (y; ε) =
C0C1C2√

−2ε
exp

(
±
√
−2εy

)
. (2.211)

Partikuláris esetben (C0C1C2 =
√

2) ε = −1 ésB = ±1-re a (2.206) metrika függvény:

F (y;−1) = exp
(
±
√

2y
)

= cosh
√

2y ± sinh
√

2y . (2.212)

Továbbá aC2 = 1 választással a koordináta transzformáció:

t = τ , ρ =
√

2 exp
(
±
√

2y
)

. (2.213)

Ez a transzformáció a (2.191) degenerált horizont metrikátε = −1-re átviszi azε = −1 és
B = ±1 paraméterű GM térid̋obe.

(b) Amikor t′1 6= 0 ésρ0t0 = C3 6= 0 (konstans) a (2.208a) egyenletből következik, hogy

ρ̇2
0

ρ2
0

=
−2εF 2 (y; ε)

(ρ2
1t

2
1C

2
3 − 1)

. (2.214)

Ezértρ̇0/ρ0 = −D =állandó, így

ρ0 = C4 exp (−Dτ) , t0 =
C3

C4

exp (Dτ) , (2.215)

aholC4 egy integrációs konstans. Ekkor (2.214)-ből

t21 =
D2 − 2εF 2 (y; ε)

C2
3D

2ρ2
1

, (2.216)

aρ0t0 = C3-ból és (2.208b) egyenletből pedig

ρ2
1t1t

′
1C

2
3 +

ρ′
1

ρ1

= 0 . (2.217)

A két utolsó egyenlet miatt
ρ′

1

ρ1

=
F ′ (y; ε)

F (y; ε)
, (2.218)

aminek a megoldása
ρ1 = GF (y; ε) , (2.219)

aholG egy integrálási állandó. Végezetül (2.208c) a következő megszorítást eredményezi az
F (y; ε) függvényre

2εF ′ (y; ε)2 + 4F (y; ε)2 − 2εD2 = 0 . (2.220)
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A (2.206) metrika függvény megoldja ezt az egyenletetD2 = 2 (B2 + ε) teljesülése esetén.
Erre a specifikusD-re a horizont metrikát a

ρ =
√

2 exp (−Dτ) F (y; ε) ,

t =
(−i)(1−ε)/2

√
2 (B2 + ε)1/2

exp (Dτ)
tan z − β

1 + β tan z
(2.221)

transzformáció viszi GM-be (itt aC4G =
√

2 választás történt). Az (a) esetben talált koordináta
transzformáció a (b)-ben talált eredménynekD → 0 határesete azε = −1 ésB = ±1 (így
D = 0) esetén.

2.3.3. Diszkusszió

A (2.221) transzformáció az alábbi három esetre bontható:
(b1) ε = 1, ekkor a(t, ρ) horizont koordináták és a(τ , y) GM koordináták közötti transz-

formáció valós:
ρ = D exp (−Dτ) cos

(
α1 +

√
2y

)
,

t =
1

D
exp (Dτ) tan

(
α1 +

√
2y

)
, (2.222)

aholB = − tan α1. E transzformációrat2ρ2 < 1, ezért a GM térid̋o a (2.191) horizont térid̋onek
csupán egy részét fedi le.2

A (2.222) transzformáció összekapcsolja az 5d fekete lyuk horizont metrikat2ρ2 < 1 régi-
óját ε = 1-re az ugyanilyen paraméterű GM metrikával. Ebben a regióban3 a horizont metrika
sztatikus, amit aK8 Killing vektor mutat.

(b2) ε = −1 ésB2 > 1-re (ekkorsgn (D2 ) = 1 ) a koordináta transzformáció

ρ = D exp (−Dτ) sinh
(
α2 +

√
2y

)
,

t =
1

D
exp (Dτ) coth

(
α2 +

√
2y

)
, (2.223)

aholB = coth α2. A horizont koordináták eleget tesznekt2ρ2 > 1 feltételnek. A GM metrika
ebben az esetben szintén csak részlegesen fedi le a (2.191) téridőt. A horizont térid̋o ezen részén
K8 időszerű ugyanúgy, mintK7,9.

(b3)ε = −1 ésB2 < 1-re (ekkorsgn (D2 ) = −1 ) a (ρ, t) horizont koordináták kapcsolata
a GM koordinátákkal:

ρ = −iD exp (−Dτ) cosh
(
α3 +

√
2y

)
,

t =
1

D
exp (Dτ) tanh

(
α3 +

√
2y

)
, (2.224)

aholB = tanh α3. Ebben az esetbenD tisztán képzetes, ezértt2ρ2 < 0 . Mivel a koordináta
transzformáció komplex, ez az eset a legközelebbi analógiája annak az általános relativitásel-
méleti eredménynek, hogy a Bertotti-Robinson metrika leírjaaz extremális Reissner-Nordström
téridő horizontját (ezt az eredményt az C mellékletben dolgozom fel).

2Ez hasonló a brán-világokban ismert azon híres példához, amelyik kapcsolatot teremt a Gauss normál koordi-
nátákban az extra dimenzió konstans koordinátájánál lévő bránok és az 5d SchwarzSchild - Anti de Sitter téridőben
mozgó bránok között [189].

3A (2.186) 5d fekete lyuk metrika azε = k = 1 ésm > 0 esetén csak a horizontok között sztatikus (ame-
lyik degeneráltm = 1/4Γ2-re). Más szóval aK7 Killing vektor időszerű a horizontok között és térszerű azon
kívül. Ennélfogva degenerált horizont esetén nincs időszerű Killing vektor. Azonban a (2.191) közelítő degenerált
horizont metrika új szimmetriákat kap, köztük olyat (K8), ami időszerűt2ρ2 < 1-re.
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Láttuk, hogy az a) osztályba sorolt (2.213) koordináta transzformáció kapcsolatot teremt az
ε = −1 paraméterű (2.191) 5d fekete lyuk téridő degenerált horizontja és azε = −1, B = ±1
paraméterű GM térid̋o között. Ezért az (a), (b2), (b3) esetek lefedik az összes tartományát az
ε = −1 paraméterű GM metrikának, míg (b1) lefedi azε = 1 esetet.

Az ε = −1 paraméterű 5d fekete lyuk metrika sztatikus mind a degenerált horizont alatt
és felett aK7 Killing vektornak köszönhetően, amelyik szintén megmarad időszerű Killing
vektornak a horizont metrika téridőben. AK9 szintén id̋oszerű, amígK8 időszerű a (b2),
térszerű a (b3), és az a) esetben a kauzális karaktere függ koordináták aktuális értékétől.

Láttuk, hogyε = 1-re [(b1) eset] a (2.222) koordináta transzformáció összekapcsolja a
sztatikus GM térid̋ot a horizont metrika sztatikus régiójával.

A GM metrika és a horizont térid̋o között valós [(a), (b1), (b2) esetek], vagy komplex
koordináta transzformáció [(b3) eset] teremt kapcsolatot. Az utóbbi eset hasonlít a Bertotti-
Robinson térid̋o és az extrémális Reissner-Nordström fekete lyuk degenerált horizontja közötti
általános relativisztikus analógiához, amik között szintén komplex koordináta transzformáció
képez kapcsolatot (C melléklet). Mind ott, mind az itt tárgyalt (b3) esetben, bár a koordináta
transzformáció komplex, ennek csak valós alhalmaza jelenik meg az ívelemnégyzetben.

2.3.4. Konklúzió

Az 5d Birkhoff-tétel szerint a legáltalánosabb sztatikus 5dtéridő, amelyben csupán egy negatív
kozmológiai állandó van, tartalmaz egy Friedmann bránt, ésaz extra dimenzió mentén megőrzi
a kozmológiai szimmetriákat a (2.186) metrikaε = −1-re. Ez alól kivétel a GM térid̋o, amelyre
[6] bizonyítása nem alkalmazható. Láttuk, hogy az 5d GM téridő, amelyik határaként egy Eins-
tein bránt tartalmaz, bár szigorú értelemben sérti az 5d Birkhoff-tételt egy gyengébb értelemben
mégiscsak eleget tesz neki azε = −1 esetben.

Azt bizonyítottam, hogy a GM térid̋o a (2.186) metrika extrémális aleseteinek degenerált
horizontját írja leε = ±1-re. Ez analóg azzal az általános relativisztikus eredménnyel, hogy
a kovariánsan konstans elektromágneses mező generálta Bertotti-Robinson téridő az extrémális
Reissner-Nordström téridő degenerált horizont régiója.

2.4. Zárt Friedmann bránok evolúciója sugárzó 5d fekete lyuk
jelenlétében

A fejezet a [190] és [191] cikkekben elért eredményeket foglalja össze.
A 2.3. fejezetben láttuk, hogy a plusz kiterjedt dimenzió mentén kozmológiai szimetriákkal

rendelkez̋o sztatikus 5d térid̋ot, aholT̃ reg
ab = 0, a (2.186), vagy a GM metrika adja [6], [133],

[7]. A (2.186) térid̋o Eddington-Finkelstein koordinátákban:

ds̃2 = −fdv2 + 2εdvdr + r2
[
dχ2 + H2 (χ; k)

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)]
. (2.225)

Megengedve a fenti téridőben megjelen̋o m tömeg paraméternek av nullkoordinátától való
függését kapható az 5d Vaidya-Anti-de Sitter (VAdS5) téridő, ahol

T̃ reg
ab = T̃ND

ab = ψ (v, r) lalb , (2.226)

ami sugárzást ír le geometriai optikai közelítésben (null por). Az la egy jöv̋o irányított null
1-forma, aψ (v, r) pedig a tömegfüggvény deriváltjával áll kapcsolatban:

ψ (v, r) =
3ε

κ̃2r3

dm

dv
.

Az ε a sugárzás irányát adja meg:ε = 1 esetén a sugárzás a centrumba tart (bemenő), ε = −1
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esetén pedig a centrumból jön (kimenő).
A magasabb dimenziós téridőben jelen lév̋o sugárzás forrásául szolgálhat a brán, mivel nagy

energiákon (ρ > λ) a részecske kölcsönhatások képesek a plusz dimenzióba jutó gravitono-
kat produkálni. Feltéve, hogy az emittált gravitonok radiális irányban haladnak, az 5d téridő
VAdS5. A ψ függvényt a sugárzás-dominálta időszakban (p = ρ/3) [192]-ben számolták:

ψ =
κ2

5

12
αρ2 , (2.227)

ahol α egy kis, dimenziótlan konstans. Ilyen sugárzás esetén a brán kozmológiai evolúcióját
vizsgálták mind a brán szimmetrikus beágyazása [192], mindaszimmetrikus beágyazása mellett
[193], [194]. Egy realisztikusabb leírást, amikor az emittált gravitonok geodetikusokat követnek
[195]-ben tárgyaltak.

Egy másik lehet̋oség az 5d sugárzás megjelenésére, amikor forrásául 5d objektum szolgál.
A brán-világ modellekben standard anyag csak a bránon létezik. Ezért a magasabb dimenziós
sugárzásnak nem standard természetűnek kell lennie. Ilyen esetet szolgáltat a magasabb di-
menziós fekete lyuk Hawking sugárzása. A Hawking sugárzás ahorizonton kívüli, de ahhoz
közeli részecske pár keletkezéseként képzelhető el, amikor a görbület miatt a pozitív energiájú
a fekete lyukat tipikusan elhagyja, amíg a negetív energiájú a fekete lyukba “hull” [196], [197].
A bránt ér̋o sugárzás egy részét a brán elnyeli, más részét átereszti, illetve visszaveri. A brán
mozgását olyan térid̋oben, ahol az egyes 5d régiók tartalmaznak egy-egy párolgó fekete lyukat,
és a brán az összesőt ért sugárzást átengedi [198]-ban vizsgálták, azzal a feltevéssel, hogy az
egyes 5d régiók VAdS5 régiók. Azonban a VAdS5 téridőben csak egykomponensű sugárzás
van jelen. Nincs olyan ismert egzakt megoldása az 5d Einstein egyenletnek, amely kozmoló-
giai állandó jelenlétében kétkomponensű sugárzást ír le,ezért a visszavert sugárzás esetét nem
vizsgáljuk. Az általános relativitáselméletben olyan téridőt, amely tartalmaz mind bemenő, és
kimenő sugárzást, de nincs kozmológiai állandó [199]-ben találtak, azonban ennek nincs ma-
gasabb dimenziós általánosítása. Egykomponensű null poresetén az egyes 5d régiók VAdS5

régiók. Mivel vizsgálni kívánjuk azt az esetet is, amikor a brán nem nyeli el az összesőt ért
sugárzást, fekete lyukat csak az egyik 5d régióba teszünk, ahogy az a 2.2. ábrán látható. A
Friedmann brán beágyazása a magasabb dimenziós téridőbe ezáltal aszimmetrikus. További
aszimmetriát, amely az 5d kozmológiai állandón keresztül jelenhetne meg, nem teszünk fel. Az
aszimmetrikus beágyazás miatt van egy sugárzási nyomás, amely csak a brán egyik oldalán jele-
nik meg. Ez a folytonos nyomás elvben jelenthet sötét energiát. Korai univerzumot vizsgálunk,
ahol a brán sugárzás-dominálta.

A Friedmann brán beágyazási relációja:v = v (τ) ésr = a (τ), aholτ a kozmológiai id̋o,
amit azu időszerű egységvektorhoz adaptálunk a bránon:

u =
∂

∂τ
= v̇

∂

∂v
+ ȧ

∂

∂r
. (2.228)

Mivel uaua = −1, ezért a bránon teljesül, hogy

fv̇ = −ȧ +
(
ȧ2 + f

)1/2
, (2.229)

ahol a pozitív gyököt választottuk, azért hogyv̇ pozitív legyen. Így a brán helyzeténél Eddington-
Finkelstein és Gauss normál koordinátákban azua időszerű 1-forma mez̋o:

u = −
(
ṙ2 + f

)1/2
dv − v̇dr = −dτ , (2.230)

a brán normális 1-forma mező na:

n = −ṙdv + v̇dr = dy , (2.231)
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Bulk

black hole

Brane

2.2. ábra.Az 5d fekete lyukból származó sugárzást a brán részben elnyeli, részben átereszti.

és azla jövő irányított null 1-forma:

l = −dv

v̇
= n + u . (2.232)

A sugárzás energia-impulzus tenzorában megjelenő ψ függvény a bránon:

ψ = −3ṁv̇

κ̃2a3
. (2.233)

A v̇ (2.229) kifejezésében szereplő négyzetgyök eliminálható felhasználva az alábbi kifeje-
zéseket

(
ȧ2 + fR,L

)1/2
= ±B +

∆B

2
,

B = − κ̃2a

6
(ρ + λ) ,

∆B =
6∆m

κ̃2a3 (ρ + λ)
, (2.234)

amelyeket [130]-ban származtattak le. Itt∆, és a felülvonás jelöli a mennyiségek brán jobb
és baloldalánál vett értékeinek különbségét, illetve átlagát. A brán egyes oldalain a (2.229),
(2.233) és (2.234) egyenletek adnak egy kifejezést aψR,L függvényre:

ψR,L = − 3ṁR,L

κ̃2a3fR,L

[
−ȧ ∓ κ̃2a

6
(ρ + λ) +

3∆m

κ̃2a3 (ρ + λ)

]
, (2.235)

ahol azL ésR indexek jelölik a brán bal, illetve jobboldalát. Ezért a∆ψ ésψ mennyiségek
kifejezhet̋ok, mint

∆ψ =
3

2κ̃2a3

[
ȧ − 3∆m

κ̃2a3 (ρ + λ)

] (
2ṁF− + ∆ṁF+

)

+
1

4a2
(ρ + λ)

(
2ṁF+ + ∆ṁF−

)
, (2.236)
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ψ =
3

4κ̃2a3

[
ȧ − 3∆m

κ̃2a3 (ρ + λ)

] (
2ṁF+ + ∆ṁF−

)

+
1

8a2
(ρ + λ)

(
2ṁF− + ∆ṁF+

)
, (2.237)

ahol a következ̋o egyszerűsítő jelölések kerültek bevezetésre:

F− =
1

fR

− 1

fL

=
2a2∆m

(
a2f

)2 − (∆m)2
, (2.238)

F+ =
1

fR

+
1

fL

=
2a4f

(
a2f

)2 − (∆m)2
, (2.239)

a2f =

(
κ2λ

6
− Λ0

3

)
a4 + ka2 − 2m . (2.240)

A nem azonosan nulla brán egyenletek az energia mérleg (2.132):

ρ̇ + 3
ȧ

a
(ρ + p) = −∆ψ , (2.241)

a Raychaudhuri (2.131):

ä

a
= −κ2

6

[
ρ

(
1 +

2ρ

λ

)
+ 3p

(
1 +

ρ

λ

)]
− 2m

a4

+
27 (p − λ) (∆m)2

κ̃4a8 (ρ + λ)3 − κ̃2ψ

3
− 3∆m∆ψ

κ̃2a4 (ρ + λ)2 (2.242)

és a Friedmann (2.130):

ȧ2 + k

a2
=

κ2ρ

3

(
1 +

ρ

2λ

)
+

2m

a4
+

9 (∆m)2

κ̃4a8 (ρ + λ)2 . (2.243)

A (2.235)-(2.243) egyenletrendszer adja a brán mozgását az5d térid̋oben. Bennük aψ és∆ψ
mennyiségek szabad függvényként jelennek meg, szerepük egyenértékűṁ és ∆ṁ-al (lásd:
(2.236)-(2.237)).

SAdS5 téridőben lév̋o párolgó fekete lyuk id̋oegység alatti tömegveszteségét [200]-[202]
származtattákk = 1 görbületi paraméter esetén. Feltesszük [198]-hez hasonlóan, hogy ez a
kiszámolt tömegveszteség megegyezik a VAdS5 téridőben azmL (v) (a tömegfüggvénynek a
brán baloldalán vett értéke) függvény csökkenésével. A [198] cikkben ezt a feltevést elfogadták
tetsz̋olegesk esetén, és numerikus eredményeketk = 0-ra közöltek. Itt ezt a megfeleltetést csak
k = 1-re fogadjuk el, amelyre a [200]-[202] eredményei érvényesek. Ekkor a fekete lyukból
eljövő sugárzás értéke a brán baloldalán

ψL =
5ζ (5)

24π9a3mL

[
ȧ + (ȧ2 + fL)1/2

] , (2.244)

aholζ a Riemann-zeta függvény. IttmL tartalmazza a fekete lyuk tömegét és a Hawking sugár-
zás energiáját. A fénysebeséggel terjedő sugárzás eléri a bránt, amely szubluminálisan mozog,
így ṁR,L < 0. Itt mR a tömegfüggvénynek a brán jobboldalán vett értéke. Mivel a brán elnyeli
a sugárzás egy részét, ígyṁL < ṁR < 0 és∆ψ < 0.

A Friedmann egyenletet átírva a∆m kifejezhet̋o a brán kozmologiai folyadékρ energiasű-
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rűsége, aza skálafaktor, és aH Hubble paraméter függvényeként:

(∆m)2 =
2κ2

3λ
a8 (ρ + λ)

[
H2 +

f

a2
− κ2

6λ
(ρ + λ)2

]
. (2.245)

Mivel mR tartalmaz járulékotmL-en túl a brán energia-impulzusából, ezért∆m > 0. Azonban
∆m nem a brán tömege, csupán a brán két oldala közötti különbséga tömegfüggvényekben.
Az ok amiértmR 6= mL az, hogy a brán járulékot ad a tömegfüggvényhez mind az energia-
impulzusán, mind a görbületén keresztül. Kevésbé szigorú értelemben∆m a brán energia tar-
talmának mértékéül szolgál.

A sugárzás energia-impulzus tenzorának (2.226)ua négyes sebességgel mozgó brán megfi-
gyelő szerinti felbontása:

(
T̃ND

R,L

)
ab

= ψR,L

(
uaub + 2u(anb) + nanb

)
, (2.246)

amelynek különbsége a brán két oldala között

∆T̃ND
ab = ∆ψ

(
uaub + 2u(anb) + nanb

)
= −

(
ρraduaub + 2qrad

(a ub) + pradnanb

)
δ (y) .

Ezért a sugárzás brán két oldala közötti különbsége a bránonporként jelenik, melynek energia-
sűrűsége:ρrad ∼ (−∆ψ) > 0. A magasabb dimenzióból érkező, a bránt ér̋o sugárzás energia
fluxusa: qrad

a ∼ (−∆ψ) na, illetve nyomása:prad ∼ (−∆ψ) > 0. Utóbbi a brán mozgását
gyorsítja. A sugárzási nyomás okozta gyorsító hatás a (2.242) Raychaudhuri egyenlet utolsó
tagjában jelenik meg.

Részleges abszorpció eseténψR = εψL, ahol azε paraméter a transzmisszió mértékét jelöli,
amely nulla a brán teljes abszorpciója esetén és egy, ha a brán a Hawking sugárzást teljesen
átengedi. AψR = εψL feltétel miatt aψ és∆ψ mennyiségek nem függetlenek egymástól.
Ennek következményeként a (2.243) Friedmann egyenlet, a (2.241) energia mérleg és a (2.242)
Raychaudhuri egyenlet első integráljává válik. Általános relativitáselméletben ezmindig így
van, azonban brán-világok esetén csak speciális esetekben.

Numerikus analízis céljából az alábbi dimenziótlan változókat vezetem be

t̂ = Ct , â = Ca , Ĥ =
H

C
,

ρ̂ =
ρ

λ
, p̂ =

p

λ
, ψ̂ =

ψL

Cλ
,

∆̂m = C2∆m , m̂ = C2m , (2.247)

aholC = κ
√

λ, aminek inverze adja a távolság skálát.
Az új változókban az energia mérleg

ρ̂′ + 3Ĥ (ρ̂ + p̂) = (1 − ε) ψ̂ , (2.248)

a Raychaudhuri

Ĥ ′ = −Ĥ2 − ρ̂

6
(1 + 2ρ̂) − p̂

2
(1 + ρ̂) − 2m̂

â4

+
9 (p̂ − 1) ∆̂m

2

2â8 (1 + ρ̂)3 − (1 + ε) ψ̂√
6

+
3 (1 − ε) ψ̂∆̂m√

6â4 (1 + ρ̂)2 , (2.249)
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és a Friedmann egyenlet

Ĥ2 = − 1

â2
+

ρ̂

3

(
1 +

ρ̂

2

)
+

2m̂

â4
+

3∆̂m
2

2â8 (1 + ρ̂)2 , (2.250)

ahol a vessz̋o a t̂ szerinti deriválást jelenti. A (2.234) egyenlet felhasználásával eliminálva a
négyzetgyököt (2.244)-b̋ol, a sugárzás értéke a brán baloldalán:

ψ̂ =
β

â4m̂L

[
Ĥ + ρ̂+1√

6
+ 3∆̂m√

6â4(ρ̂+1)

] , (2.251)

aholβ = 40ζ (5) (MT /MP )4 / (3π7) ésm̂L = m̂ − ∆̂m/2. A ∆̂m ésm̂ változása következik
(2.229), (2.233), (2.244) ésψR = εψL-ből

m̂
′
= − â4ψ̂√

6

{
(1 + ε)

[
Ĥ +

3∆̂m√
6â4 (ρ̂ + 1)

]
+ (1 − ε)

ρ̂ + 1√
6

}
, (2.252)

∆̂m
′
=

2â4ψ̂√
6

{
(1 − ε)

[
Ĥ +

3∆̂m√
6â4 (ρ̂ + 1)

]
+ (1 + ε)

ρ̂ + 1√
6

}
. (2.253)

A (2.248), (2.249) és (2.251)-(2.253) egyenletek egyp̂ (ρ̂) állapot-egyenlet ismeretében zárt
rendszert alkotnak. A (2.250) egyenlet az integrálás pontosságának ellen̋orzésére használható.

Mivel a fekete lyuk evaporációja nem függ a transzmisszió mértékét̋ol, így m̂L függvény
evolúciója (2.251)-(2.253) egyenletekből

m̂′
L = − 2β√

6m̂L

, (2.254)

integrálható:

m̂L

(
t̂
)

=

√
m̂2

L

(
t̂0

)
+

4β√
6

(
t̂0 − t̂

)
. (2.255)

A sugárzás a bránt ât = t̂0-ban éri el. A brán tömegfüggvénŷmL monoton csökken egészen
t̂C = t̂0 +

√
6m̂2

L

(
t̂0

)
/4β-ig, amikor eléri a nulla értéket. Amikor ez megtörténik a fekete lyuk

már teljesen elpárolgott.
A korai univerzum fejl̋odési szakaszát vizsgáljuk. Feltesszük, hogy a brán kezdeti helyzete

a t̂0-ban a fekete lyuk látszó horizontjánál van

r̂AH =

√
−3 +

√
9 + 12m̂L . (2.256)

Ez a horizont dinamikus, mivel̂mL időben csökken. AẑmL

(
t̂0

)
= 0.01 esetén a látszó horizont

kezdeti helyzete0.1411870178. Az evolúciós egyenletekben megjelenő ∆̂m kezdeti értékét
0.29-nek választottam. Sugárzás dominálta kozmológiai korszakot vizsgálok, ezért̂p = ρ̂/3. A
β-ban megjelen̋o szabad paramétertMT /MP -t 1/10-nek választom.

2.4.1. Brán-világok evolúciója párolgás mentes 5d fekete lyuk esetén

Párolgás mentes fekete lyuk esetén a Friedmann egyenletbentúl a standard energiasűrűségenρ
és a görbületi forrás tagon∝ ρ2, megjelenik egy sötét sugárzási tag∝ m/a4 és egy aszimmet-
rikus beágyazási tag∝ (∆m)2. Hawking sugárzás nélkül̂∆m =const.

A skálafaktor viselkedése (2.3a ábra) mutatja, hogy párolgás mentes fekete lyuk esetén a
brán univerzum hasonlóan viselkedik, mint az általános relativitáselméletbeli zárt univerzum. A
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2.3. ábra.(a) A skálafaktor, (b) a Hubble paraméter (szaggatott vonal) és a bránenergia sűrűség (foly-
tonos vonal) id̋ofejlődése Hawking sugárzás hiányában. Mindkét ábránρ̂0= 520.
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2.4. ábra.A Friedmann egyenlet sötét sugárzás (DRST, szaggatott vonal) és az aszimmetria (AST, foly-
tonos vonal) forrás tagjainak időfejlődésêρ0= 520 kezdeti brán energiasűrűség esetén.

Hubble paraméter és a brán energiasűrűség is ennek megfelelően változik. A Hubble paraméter
monoton csökken, amíg az energiasűrűség a végtelenhez tart mind a brán univerzum korai, mind
a kés̋oi fejlődési szakaszában (2.3b ábra).

A sötét sugárzási tag
2m̂

â4
, (2.257)

és az aszimmetria forrás tag

3
(
∆̂m

)2

2â8 (ρ̂ + 1)2 (2.258)

evolúcióját a 2.4. ábra mutatja. Mindkét tag pozitív, így hasonlóan hatnak, mint a szokásos
anyagi források a Friedmann egyenletben. A sötét sugárzásitag dominál az aszimmetria tag
fölött az egész evolúció során, a különbségük pedig egyre kisebb, ahogy a brán eléri maximális
méretét.

Kisebb kezdeti brán energiasűrűség esetén a sötét sugárzási és az aszimmetria tag összemér-
het̋ové válik (2.5a ábra). Még kisebb kezdeti brán energiasűr˝uségre pedig az aszimmetria tag
dominál (2.5b).

2.4.2. A Hawking sugárzás

A Hawking sugárzás értékének fejlődését a brán baloldán̂ψ a 2.6. ábra mutatja.
A brán tágulásának szakaszábanψ̂ élesen csökken. Ez a brán és a fekete lyuk horizont tá-

volsága növekedésének köszönhető. Amikor a zárt univerzum eléri maximális értékétψ̂ elkezd
növekedni, ami tart abban a korszakban is, amikor a brán összehúzódik. A sugárzás magasabb
értéke a brán összehúzódásának végső szakaszában matematikailag a (2.251) egyenlet nevező-
jében szereplő Ĥ monoton csökkenésének eredménye. Fizikai néző szempontbólψ ∝ v̇ (lásd
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2.5. ábra.Ugyanaz látható, mint 2.4. ábrán (a)ρ̂0= 250 és (b)̂ρ0= 100 kezdeti brán energiasűrűségek
esetén.
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2.6. ábra.A Hawking sugárzás evolúciójâρ0= 520 esetén.

(2.233) egyenlet), ezért̂ψ a Doppler effektusnak köszönhetően az összehúzódás végén nagyobb
lesz, mint a tágulás kezdetén. A skálafaktor ugyanazon értékénél az összehúzódó brán több
energiát nyel el id̋oegységenként, mint a táguló szakaszban.

2.4.3. Nem átlátszó brán-világok evolúciója Hawking sugárzás jelenlété-
ben

Teljes abszorpció eseténε = 0 és azmR tömegfüggvény konstanssá válik. A Hubble paraméter,
a skálafaktor, a brán energiasűrűség és a Friedmann egyenlet különböz̋o forrás tagjainak evo-
lúciója nagyon hasonló párolgó fekete lyuk esetén ahhoz képest, mint amikor nincs sugárzás
jelen az 5d térid̋oben. Ez két ellentétes hatásnak köszönhető. A sugárzási nyomás gyorsítja
a brán mozgását a magasabb dimenziós téridőben. Azonban az elnyelt sugárzás növeli a brán
öngravitációját, amely a brán növekvő összehúzódását eredményezi. A sugárzás miatti kis ef-
fektusokat a párolgó, illetve a párolgás mentes fekete lyukesetében történő evolúciók közötti
különbségekként ábrázoltam a skálafaktor, a brán energiasűrűség és a Friedmann egyenlet kü-
lönböz̋o forrástagjainak id̋ofejlődésében. Az ábrák aδA = Aψ − A-t mutatják, aholAψ jelöli
a mennyiségeket Hawking sugárzás jelenlétében ésA, amikor nincs jelen sugárzás a magasabb
dimenziós térid̋oben.

A 2.7. ábra mutatja a skálafaktor különbségét a sugárzás és asugárzás mentes esetek kö-
zött három kezdeti brán energiasűrűség esetén.ρ̂0 = 520 esetén közel kritikus viselkedést
tapasztalható. A skálafaktorok közötti különbség közel nulla, de szinuszos viselkedést mutat.
Nagyobb kezdeti brán energiasűrűség esetén a skálafaktor értéke kisebb az egész kozmológiai
evolúció során a Hawking sugárzás jelenlétében. Ez azt jelenti, hogy a brán elnyelt sugárzás
miatti öngravitációja dominál a sugárzási nyomás fölött. Kisebb kezdeti brán energiasűrűségre
pedig, mint a kritikus, a sugárzási nyomás dominál az elnyelt sugárzás öngravitációja fölött.
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2.7. ábra.A skálafaktor különbségének időfejlődése azon esetek között, amikor Hawking sugárzás jelen
van és amikor nincs. A közel kritikus viselkedéstρ̂0= 520 esetén folytonos vonal mutatja. Ekkor a brán
növekv̋o öngravitációja és a sugárzási nyomás közel kompenzálja egymást. A szaggatott vonal mutatja
ρ̂0= 100 esetén a sugárzási nyomás dominanciáját. Magasabb kezdeti brán energiasűrűség esetén, mint
a kritikus (̂ρ0= 2000), az alsó pontozott vonal mutatja, hogy a növekvő brán öngravitáció dominál a
sugárzási nyomás fölött.
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2.8. ábra.A Hawking sugárzás okozta perturbációk láthatókρ̂0= 520 kezdeti értékre. (a) A brán ener-
giasűrűség perturbációja. (b) A Friedmann egyenlet két forrástagjának id̋ofejlődése a nem sugárzó fekete
lyuk esetéhez képest. Az aszimmetria forrástagot (δAST, folytonos vonal) növeli, míg a sötét sugárzási
forrás tagot (δDRST, szaggatott vonal) csökkenti a Hawking sugárzás.

A brán energiasűrűségében fellépő különbséget a két eset között a 2.8a ábra illusztrálja. A
korábbi ábrák közül a 2.3. és 2.4. ábrák, illetve a 2.8a ábra akritikus kezdeti brán energiasűrű-
ség mellett készültek. Más kezdeti brán energiasűrűségekre ezeken az ábrákon a skála változik
csupán, de hasonló tulajdonságokat mutatnak.

Ez nem igaz azonban a Friedmann egyenlet sötét sugárzás és azaszimmetria forrás tagjára.
Párolgás mentes fekete lyuk esetén is igen különböző viselkedést mutattak a 2.4-2.5 ábrák kü-
lönböz̋o kezdeti brán energiasűrűségekre. A Friedmann egyenlete két forrástagjában a Hawking
sugárzás által okozott különbségeket a 2.8b és 2.9 ábrák mutatják kritikus kezdeti energiasűrű-
ségre (2.8b ábra), sokkal könnyebb bránra (2.9a ábra) és sokkal nehezebb bránra (2.9b ábra).
Az univerzum korai és végső fejlődési szakaszának kivételével a két járulék nagyjából kioltja
egymást kritikus kezdeti energiasűrűségre. Könnyű bránokra az aszimmetria tag növekedése a
dominánsabb, míg nehéz bránokra a sötét sugárzási tag csökkenése.

Diszkusszió

A numerikus analízisben alkalmazott választásMT /MP = 1/10 és a Planck tömeg értéke
MP ≈ 1019 GeV eredményezi, hogyMT ≈ 1015TeV. Mivel λ = (MT )4 = 1060 TeV4, ezért a
1.6. fejezetben felsorolt alsó korlátotλ-ra teljesíti. Ez a választás egyezésben van a [147]-ben
található 1. ábrán láthatóλ tartománnyal. Az ok, amiért ilyen magas értéket választottamλ-
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2.9. ábra.Ugyanaz látható, mint 2.8b ábrán (a)ρ̂0= 100 és (b) ρ̂0= 2000 kezdeti értékekre. A f̋o
különbség 2.8b ábrához képest, hogy könnyű bránok esetében az aszimmetria tag gyorsabban nő a korai
fejlődési szakaszban, mint ahogy a sötét sugárzási tag csökken (a) ábra, míg nehéz bránokra a sötét
sugárzási tag csökkenése dominál az aszimmetria forrás tag növekedése fölött (b) ábra.

ra a következ̋o. Csökken̋o λ, csökken̋o MT -t jelentene. Mivelψ arányos(MT /MP )4-el (lásd
(2.251) egyenletet), egy jelentősen kisebbλ kisebb Hawking sugárzást eredményezne, így a
sugárzás hatását a fellépő numerikus hibák elfednék.

A választásm̂R-re ésm̂0 -ra fölötte van annak a limitnek, amit [111] és [203]-ban szár-
maztattak a sötét sugárzási tagra a BBN-ből. Azonban ezek a limitek a brán szimmetrikus
beágyazása mellett és brán kozmológiai állandó jelenlétében voltak származtatva.

2.6. táblázat.A Hawking sugárzás kicsi változást idéz elő a dimenziómentes tömegfüggvény értékében
a brán baloldalán. A rekollapszus végén azm̂L értéke minimális kritikus brán energiasűrűség esetén.

m̂L ρ̂0 = 100 ρ̂0 = 520 ρ̂0 = 2000

t̂ = 0 0.01 0.01 0.01

t̂ = 1.115 0.0099582386 0.0099582385 0.0099582387

A sötét sugárzási tag át tudja-e venni a kozmológiai állandószerepét gyorsuló tágulást okoz-
va? Nem. Bár a sötét sugárzási tag pozitív2m/a4 (m > 0 esetén) járulékot ad a (2.260)
Friedmann egyenletben, azonban a (2.242) Raychaudhuri egyenletben negatív előjellel jelenik
meg. Ezért a standard kozmológiához képest a sötét sugárzási tag a kozmikus tágulást növe-
li, de lassítja azt. Ham negatív, akkor ez épp fordítva történik, de ezt nem engedtemmeg a
modellben.

Numerikus adatokkal alátámasztható-e, hogy a magasabb dimenzióban jelenlév̋o sugár-
zásnak a bránra gyakorolt nyomása képes inflációt eredményezni? A vizsgált modellben nem
ez történik. Sugárzás hiányában a skálafaktor egy tipikus zárt univerzum fejl̋odését mutatja 2.3.
ábra. Az infláció exponenciális tágulást jelentene, de párolgó fekete lyukra sem tapasztaljuk
ezt, amit a 2.3 és 2.7. ábra mutat. A fizikai mennyiségek eltérése párolgó fekete lyuk esetében
a nem sugárzó esethez képest10−4 nagyságrendű.

A brán által elnyelt sugárzás viselkedhet-e skalármezőként a lassan gördülő korszakban? A
(2.247) egyenlet mutatja, hogy az elnyelt sugárzás egy sötét porként interpretálható a bránon,
amely nyomás mentes folyadékot jelent. Ezért a lassan gördülés feltételeit nem teljesíti.

Mivel egy zárt univerzumot vizsgáltunk (k = 1) nyilvánvaló kérdés, hogy a sugárzási nyo-
más képes-e megállítani az univerzum összeomlását eredményezve egy újbóli táguló korszakot?
Megállapításra került, hogy nem, az univerzum összeomlik.Ennek magyarázata abban rejlik,
hogy a bránt ér̋o küls̋o sugárzás két egymással ellentétes hatást okoz. A sugárzási nyomás gyor-
sítja, míg az elnyelt sugárzás növekvő brán öngravitációt okoz, ezáltal lassítja a brán tágulását.

A numerikus vizsgálat mutatja, hogy a növekedésρrad-ban az elnyelt sugárzás miatt nem
jelent̋os a brán anyag energiasűrűségéhez képest (2.8a ábra). Hawking sugárzás jelenlétében
a brán energiasűrűség mindössze10−4 rendű változáson esik át ahhoz képest, amikor nincs
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2.10. ábra.(a) A Hawking sugárzás okozta különbség a dimenziómentes skálafaktor időfejlődésében.
ε = 0.1 transzmisszió esetén a közel kritikus viselkedésδâ≈ 0 a ρ̂crit

0 = 415 kezdeti brán energiasű-
rűség mellett figyelhető meg (folytonos vonal). A kritikus viselkedés kisebbρ̂crit

0 értéknél van, mint
ε = 0-ra (ekkorρ̂crit

0 = 520 volt, lásd 2.7. ábra). Könnyű bránokra (aρ̂0= 0 extrém esetet a szaggatott
vonal mutatja) a Hawking sugárzás nyomása dominál. Nehéz bránokra (ρ̂0= 2000, pontozott vonal) az
abszorpció miatti brán öngravitáció növekedése dominál a sugárzási nyomás fölött. (b) Ugyanaz látható
mint az (a) ábrán nagyobb transzmisszióraε = 0.275. A kritikus kezdeti brán energiasűrűség tovább
csökken̂ρcrit

0 = 200-ra (folytonos vonal). Továbbá aδâ szinuszos viselkedésének amplitúdója megnö-
vekszik tompítva ezáltal aδâ kritikus jellegét a kisebb abszorpciókhoz képest.

jelen 5d sugárzás. Ezen a ponton fontos megjegyezni, hogy a vizsgálatok a sugárzás-dominálta
kozmológiai korszakban történtek. Ezzel szemben minden anyag, amit a brán a sugárzásból
elnyel porként jelenik meg a bránon [lásd (2.247) egyenlet]. Mivel az elnyelt sugárzás a brán
anyag energiasűrűségének csak kis hányadát teszi ki, ígya brán továbbra is sugárzás-dominálta
marad.

A fizikai mennyiségekben még nagy brán-feszültség esetén (λ = 1060 TeV4) is csupán10−4

rendű változást tapasztaltunk párolgó fekete lyuk esetén. A Hawking sugárzás energiasűrű-
sége olyan kicsi, hogy az 5d fekete lyuk tömegében nem következik be drasztikus változás a
brán kozmológiai evolúciója során, így a brán tömege sem növekszik jelent̋osen az abszorbált
sugárzás miatt. Ez könnyen látható abból, hogy az (2.255) egyenletben ât − t̂0 együthatója
MT /MP = 1/10 választás esetén

4β√
6

=
160ζ(5)

3
√

6π7
× 10−4 ≈ 7.475 × 10−7 . (2.259)

Ezért a tömegfüggvénynek az értéke a brán baloldalán a kozmológiai evolúció végén csupán
alig tér el aző kezdeti értékétől, amit m̂L (0) = 0.01 esetén a 2.6. táblázat mutat. A brán
kezdeti energiasűrűsége gyengén hatással van azm̂L végs̋o értékére, a párolgás a kritikus ener-
giasűrűség esetén a maximális.

2.4.4. A részben áteresztő brán kozmológiai evolúciója

A továbbiakban azt vizsgálom meg, hogy az előző alfejezethez képest megendve egy új szabad-
sági fokot a transzmissziót (ε), a korábbi eredmények hogyan módosulnak.

A bránon áthaladó sugárzás nem járul hozzá sem a brán öngravitációjának növekedéséhez,
sem a sugárzás által a bránra kifejtett nyomáshoz. A 2.10.-2.11. ábrák mutatják a sugárzás
okozota perturbációt a skálafaktorban különböző transzmissziók esetén. Az ábra sorozat mu-
tatja, hogy növekv̋o transzmisszió esetén a közel kritikus viselkedés romlik.Az ε kis értékeire
a kritikus kezdeti brán energiasűrűség csökken növekvő transzmisszió esetén. A kritikus görbe
szinuszos jellege annál dominánsabb, minél nagyobb a transzmisszió (2.10a-2.10b ábrák). A
transzmisszió legmagasabb értéke, amelyre kritikus viselkedés tapasztalható: körülbelül0.275
(2.10b ábra). Nagyobb transzmissziók esetén (2.11 ábra) nincs olyan kezdeti brán energiasű-
rűség, amelyre a skálafaktor értéke nagyobb lenne párolgófekete lyuk esetén, mint Hawking
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2.11. ábra.Magas transzmissziók esetén nincs kritikus viselkedés. Ezértδâ evolúcióját csak a szél-
sőséges esetekben ábrázoltam [(ρ̂0= 0 (folytonos görbe) éŝρ0= 2000 (szaggatott görbe)]. Bármilyen
kezdeti brán energiasűrűségre a sugárzás nettó járuléka gyorsabb rekollapszust eredményez. Az (a) ábrán
ε = 0.5, míg a (b) ábránε = 1.
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2.12. ábra.A Hawking sugárzásnak a brán energiasűrűség időfejlődésében okozott perturbációja. A
kezdeti energiasűrűséĝρ0= 300, transzmissziókε = 0, 0.275 és1.

sugárzás hiányában. Ez igaz a teljes kozmológiai evolúció során.
Teljes transzmisszió esetén a Hawking sugárzás nem gyorsítja a brán mozgását a magasabb

dimenziós térid̋oben, de nem is növeli a brán öngravitációját. Ebben az esetben a Hawking
sugárzás csak a Raychaudhuri egyenletben tűnik fel:−(1 + ε)ψ̂/

√
6. Ez a tag, lévén negatív,

lassítja a brán tágulásának ütemét, így a brán rekollapszusát segíti el̋o. Ennek következménye,
hogy a skálafaktor értéke kisebb, mint a nem sugárzó esetben(2.11b ábra).

A Hawking sugárzás okozta perturbációt a brán energiasűr˝uségében a 2.12. ábra mutatja
ρ̂0 = 300 és különböz̋o transzmissziókra. Mivel a fekete lyuk párolgása nagyon lassú, ezért a
transzmisszió változtatása alig hat a brán energiasűrűségének evolúciójára.

A Friedmann egyenlet sötét sugárzási és aszimmetria forrástagjában a sugárzás miatti per-
turbációt a 2.13. ábra mutatja. Teljes abszorpció esetén, amikor a kritikus kezdeti brán energia-
sűrűséĝρcrit

0 = 520 az volt tapasztalható, hogy ez a két forrás tag nagyjából egyenlő, de ellenté-
tes el̋ojelűek. Növelve a transzmisszió értékét ez a viselkedés akés̋oi kozmológiai id̋oszakban
megváltozik (2.13. ábra). Ez a transzmisszió által okozottviselkedés a kés̋oi fejlődési szakasz-
ban független a brán kezdeti energiasűrűségének megválasztásától. A 2.14a ábra könnyű bránra
vonatkozik, amíg 2.14b nehézre. Korai időszakban a transzmisszió csak könnyű bránok esetén
fejt ki jelentős hatást (2.14a ábra). Könnyű bránok esetén a transzmisszió az evolúció korai
szakaszában az aszimmetria tag abszolút nagyságát csökkenti, amíg a sötét sugárzásét növeli.
Ez a tendencia fordított az evolúció késői szakaszában.

2.4.5. Konklúzió

VAdS5 téridőbe aszimmetrikusan ágyazott zárt FLRW brán evolúcióját vizsgáltuk. Az aszim-
metriát azáltal értük el, hogy csak a brán egyik oldalán lévő 5d régióba engedtünk meg fekete
lyuk jelenlétét. Ez a fekete lyuk Hawking sugárzott. A Hawking sugárzást a brán részben el-
nyelte, részben áteresztette. A sugárzás visszavert komponensét nem vettük figyelembe, mert

81



-1.5
-1

-0.5
 0

 0.5
 1

 1.5
 2

 2.5

0.80.60.40.20 t^

ε=0

ε=0.275

ε=1

δAST(10-4) δDRST (10-4)
 
 
 

-1.5
-1

-0.5
 0

 0.5
 1

 1.5
 2

 2.5

0.80.60.40.20 t^

ε=0

ε=0.275

ε=1

δAST(10-4) δDRST (10-4)
 
 
 

2.13. ábra.A Hawking sugárzás okozta perturbáció a Friedmann egyenlet sötét sugárzási és aszimmetria
forrás tagjában. A folytonos vonalak az aszimmetria tagban, míg a szaggatottvonalak a sötét sugárzási
tagban bekövetkezett perturbációt mutatjákε = 0, 0.275 és1 transzmissziókra. A kezdeti brán energi-
asűrűséĝρ0= 520 (a kritikus kezdeti energiasűrűség értéke átlátszatlan bránra).
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2.14. ábra.Ugyanaz, mint a 2.13. ábrán (a) könnyűρ̂0= 100 és (b) nehéz bránokrâρ0= 2000.

nincs olyan ismert kozmológiai állandót tartalmazó 5d téridő, amely kétkomponensű sugárzást
tartalmaz. Korai univerzumot vizsgáltunk, ahol a brán sugárzás-dominálta.

Elöször megvizsgáltam párolgás mentes 5d fekete lyuk esetén a bránt jellemz̋o mennyisé-
gek id̋ofejlődését. Ezután figyelembe vettem a Hawking sugárzást. Az alábbi eredményeket
tapasztaltuk:

• két szembenálló kis hatás lép fel, amelynek köszönhetően a Hawking sugárzás csak per-
turbatívan változtatja meg a kozmológiai evolúciót a nem sugárzó esethez képest:

– a bránon abszorbált sugárzás növeli a brán öngravitációját, így a bránt a gyorsabb
rekollapszus felé hajtja;

– a Hawking sugárzás azonban nyomást is fejt ki a bránra, amelybránnak a fekete
lyuktól való távolodását segíti elő, ami gyorsuló kozmológiai táguláshoz vezet-
hetne;

• ε < 0.275-re létezik olyan kritikus kezdeti brán energiasűrűség (ρ̂crit
0 ), amikor a Haw-

king sugárzás miatt fellépő két egymással versenyző hatás közel kioltja egymást és minél
nagyobb a transzmisszió, annál kisebb a kritikus brán energiasűrűség;

• ha a kezdeti energiasűrűség (ρ̂0) kisebb, mint̂ρcrit
0 , akkor sugárzási nyomás a domináns,

míg haρ̂0 > ρ̂crit
0 , akkor a sugárzás okozta öngravitáció;

• a félig átereszt̋o bránok rekollapszusa gyorsabb magas transzmisszió esetén.
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2.5. Az általánosított RS2 brán modellek luminozitás-vörösel-
tolódás relációja és kozmológiai tesztje Weyl folyadék je-
lenlétében

A fejezet a [204]-[205] cikkekben közölt eredményeket foglalja össze.
A következ̋o brán modelleket vizsgáljuk (a sík Friedmann brán beágyazása minden esetben

tükörszimmetrikus):
(a) Randall-Sundrum finom-hangolt bránok (Λ = 0). Ez az eredeti RS2 model;
(b) modellek, melyek eleget tesznekΛ = κ2λ/2 feltételnek, amely elemi függvényekkel

megadható integrálokra vezet a luminozitás-vöröseltolódás reláció kifejezésében és
(c) brán modellek nem eltűnő 4d kozmológiai állandó esetén, ahol a Weyl folyadékból és

energia-impulzus tenzor kvadratikus tagjából származó járulékok kicsik.
Ezekre a modellekre a 2.4. fejezetben analitikusan származtatom a luminozitás-vöröseltolódás

relációt. A D. alfejezetben pedig megvizsgáljuk, hogy a rendelkezésre álló szupernóva adatok
mennyire támogatják a felsorolt brán modelleket.

A (c) modellben figyelembe veszem a brán és a magasabb dimenziós térid̋o közötti energia
kicserél̋odés lehet̋oségét. A bránt szimmetrikusan ágyazom be VAdS5 téridőbe. A modell tehát
egy-egy fekete lyukat tartalmaz a brán egyes oldalain. A 2.4. fejezethez képest egy másik fontos
különbség, hogy itt a sugárzás a bránról ered, ezáltal növeli a fekete lyukak tömegfüggvényét.
Sugárzás hiányában az egyes 5d régiók SAdS5 téridők konstans, azonosm tömegparaméterrel.
Ez történik az (a) és a (b) modellben. Amikor a brán sugárzik az m tömegparaméter nem
marad a továbbiakban állandó. Ha a brán sugárzása olyan, amit a [206] cikk (3.2) egyenlete
definiál, akkorm ∝ aα, ahol1 ≤ α ≤ 4. A struktúraképz̋odés ekkor magyarázható sötét anyag
helyett, a bránon az 5d téridő Weyl görbületéb̋ol származó Weyl folyadékkal (E = 6m/a4−α)
[206], [207]. Ez indokolja a modell további tesztelését. A (c) modellre a továbbiakban LWRS
(Lambda-Weyl fluid-Randall-Sundrum; Lambda-Weyl folyadék-Randall-Sundrum) modellként
hivatkozok (lásd 1.13. ábra).

RS2 brán modellek SNIa adatokkal való összevetését korábbanazokban az esetekben végez-
ték el, amikor bránt SAdS5-be ágyazták, és az energia-impulzus tenzor kvadratikus járulékára
viszonylag nagy értékeket is megengedtek [208] és [209]. A Weyl görbületb̋ol származó járulé-
kot [208]-ban elhanyagolták. A Weyl görbület figyelembe vételével az energia-impulzus tenzor
kvadratikus járulékából származó kozmológiai paraméterΩλ = 0.026 értékére találtak legjobb
illeszkedést [209]. Azonban a brán-feszültségre asztrofizikai és más kozmológiai becslésekből
származtatott kényszerekΩλ-ra sok nagyságrenddel kisebb számot adnak.

2.5.1. A luminozitás-vöröseltolódás reláció RS2 brán-világokban

Az LWRS modell Friedmann egyenlete:

H2 =
Λ

3
+

κ2ρ

3

(
1 +

ρ

2λ

)
+

2m0

a4−α
. (2.260)

Anyag dominálta id̋oszakban a folytonossági egyenlet:

ρ̇ + 3Hρ = 0 , (2.261)

amely adja, hogyρ ∝ a−3. A következ̋o dimenziómentes mennyiségeket vezetem be:

Ωtot = ΩΛ + Ωρ + Ωλ + Ωd , (2.262)

Ωρ =
κ2ρ0

3H2
0

, Ωλ =
κ2ρ2

0

6λH2
0

, (2.263)
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Ωd =
2m0

a4−α
0 H2

0

, ΩΛ =
Λ

3H2
0

. (2.264)

Az alsó0 index a mennyiségek jelenlegi értékét jelölik. A Friedmannegyenlet az új jelölések-
kel:

H2 = H2
0

[
ΩΛ + Ωρ

a3
0

a3
+ Ωd

a4−α
0

a4−α
+ Ωλ

a6
0

a6

]
, (2.265)

amelynek a jelen id̋oben vett értéke mutatja, hogyΩtot = 1. A radiális koordináta (A.8)

χem =
1

H0

∫ a0

aem

ada
[
ΩΛa6 + Ωρa3

0a
3 + Ωda

4−α
0 aα+2 + Ωλa6

0

]1/2
. (2.266)

Ez egy bonyolult integrál, amit a legtöbb esetben nem lehet analitikusan megadni. A követke-
zőkben megvizsgálok különböző eseteket, amikor a fenti integrál analitikusan kezelhető.

Randall-Sundrum finom-hangolt bránok

Az eredeti Randall-Sundrum modellben aΛ̃ 5d kozmológiai állandó finom hangolt a brán-
feszültséghez úgy, hogy a brán kozmológiai állandó eltűnik. Az egyszerűség kedvéért ebben az
alfejezetben felteszemα = 0-át. Amiatt, hogy a kozmológiai állandó eltűnik a bránonΩΛ = 0
a (2.266) nevez̋ojében lév̋o gyök jel alatti hatod fokú polinom harmadfokúra egyszerűsödik. A
polinom gyökhelyei analitikusan megtalálhatók. Ebben az esetben a luminozitás-vöröseltolódás
reláció elliptikus függvényekkel lesz megadható, amit a soron következ̋o alfejezetben tárgyalok.
Ezt követ̋oen vizsgálom azΩd → 0 (amikor az 5d régiók AdS5 téridők) és a kés̋oi univerzum
határesetet, amikorρ/λ → 0. További határátmenettelΩλ → 0-ra kapható az általános relativi-
táselméletbeli Einstein-deSitter eset.

Schwarzschild-AdS 5d régiók Brán kozmológiai állandó hiányában a radiális koordináta
(2.266) kifejezésésben szereplő nevez̋o gyökhelyei:

α = −2Ωda0

3Ωρ

(
1 + 2 cosh

Ψ

3

)
,

β =
Ωda0

3Ωρ

(
−1 + cosh

Ψ

3
+ i

√
3 sinh

Ψ

3

)
, (2.267)

és aβ∗ komplex konjugált. AΨ segédmennyiség kifejezése

cosh Ψ = 1 +
27ΩλΩ

2
ρ

2Ω3
d

. (2.268)

A gyökhelyek ismeretében felhasználva a [210]-ben található (239.07) és (341.53) formulákat
az integrálás végrehajtható. Figyelembe véve a (A.5), (A.9) és (A.11) egyenleteket, hosszadal-
mas, de egyenes számolás adja:

dλd
L =

(1 + z) Ω
1/2
d

H0Ωρ

{
(B1 + B2) [F (ϕ0, ε) − F (ϕem, ε)]

+2B2

[
E (ϕem, ε) − E (ϕ0, ε)

+
sin ϕ0

√
1 − ε2 sin2 ϕ0

1 + cos ϕ0

− sin ϕem

√
1 − ε2 sin2 ϕem

1 + cos ϕem

]}
, (2.269)
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ahol

B1 =
−31/4

(
1 + 2 cosh Ψ

3

)

3
(
4 cosh2 Ψ

3
− 1

)1/4
,

B2 =

(
4 cosh2 Ψ

3
− 1

3

)1/4

, (2.270)

és

ε2 =
1

2
+

√
3 cosh Ψ

3

2
√

4 cosh2 Ψ
3
− 1

,

ϕ = arccos





(1 + z) Ωd

[√
12 cosh2 Ψ

3
−3 − 1 − 2 cosh Ψ

3

]
−3Ωρ

(1 + z) Ωd

[√
12 cosh2 Ψ

3
−3 + 1 + 2 cosh Ψ

3

]
+3Ωρ





, (2.271)

illetve F (ϕ, ε) ésE (ϕ, ε) az els̋o és másodfajú elliptikus integrálok (ϕ változóval,ε argumen-
tummal). Ittϕ a0..π/2 tartományon fut. Az elliptikus integrálokϕ más értékeire megkaphatók
az alábbi addíciós szabályokat alkalmazva:

F (mπ ± ϕ, ε) = 2mK ± F (ϕ, ε) ,

E (mπ ± ϕ, ε) = 2mE ± E (ϕ, ε) , (2.272)

aholK ésE a komplett els̋o és másodfajú elliptikus integrálok. A (2.268), és (2.269)-(2.271)
egyenletek adják meg a luminozitás távolság-vöröseltolódás reláció analitikus kifejezését Randall-
Sundrum finom-hangolt FLRW bránokra. Bennük szerepelnek a jól ismert els̋o és másodfajú
elliptikus integrálok, illetve azΩρ, Ωλ, Ωd kozmológiai paraméterek.

AdS 5 határeset (Ωd → 0) A Ψ segédmennyiség (2.268) kifejezése csakΩd 6= 0 érték mellett
érvényes, ésΩd ¿ 1-re:

cosh Ψ ≈
27ΩλΩ

2
ρ

2Ω3
d

À 1 . (2.273)

De

cosh Ψ = cosh
Ψ

3

(
4 cosh2 Ψ

3
− 3

)
≈ 4 cosh3 Ψ

3
, (2.274)

aholcosh (Ψ/3) À 1, ezért

cosh
Ψ

3
≈ ± sinh

Ψ

3
≈ 3Ω

1/3
λ Ω

2/3
ρ

2Ωd

. (2.275)

Felhasználva (2.275) kifejezést a luminozitás távolság-vöröseltolódás reláció nagyon hasonló
(2.269) egyenlethez, de benne a függvények más együtthatókkal jelennek meg:

dλ
L =

2 4
√

3 (1 + z) Ω
1/6
λ

H0Ω
2/3
ρ

{
1

2

(
1 −

√
3

3

)
[F (ϕ0, ε) − F (ϕem, ε)]

+E (ϕem, ε)−E (ϕ0, ε)

+
sin ϕ0

√
1 − ε2 sin2 ϕ0

1 + cos ϕ0

− sin ϕem

√
1 − ε2 sin2 ϕem

1 + cos ϕem

}
, (2.276)
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ahol

ε2 =
1

2
+

√
3

4
,

ϕ = arccos

(√
3 − 1

)
Ω

1/3
λ (1 + z) − Ω

1/3
ρ(√

3 + 1
)
Ω

1/3
λ (1 + z) + Ω

1/3
ρ

. (2.277)

Késői univerzum limit Kés̋oi univerzumbanρ ¿ λ, ennek következményekéntΩλ = 0
vehet̋o. A sötét sugárzásból eredő járulékot megtartom. A (2.266) egyenlet számottevően egy-
szerűsödik és egyenes integrálás adja a luminozitás távolság-vöröseltolódás relációt:

dd
L (z) =

2
√

1 + z

H0Ωρ

(√
(Ωρ + Ωd) (1 + z) −

√
Ωρ + Ωd (1 + z)

)
. (2.278)

Ez az eredmény szintén következik az általános (2.269) kifejezésbölΩλ → 0 határesetben.
Ekkor a (2.271) és (2.270) egyenletek adják

ϕ = arccos

{ −Ωρ

2 (1 + z) Ωd + Ωρ

}
, (2.279)

ε2 = 1 , (2.280)

B2 = 1 = −B1 . (2.281)

MegjegyezveE (ϕ, 1) = sin ϕ, a (2.269) egyenletb̋ol kapható:

dd
L =

2 (1 + z) Ω
1/2
d

H0Ωρ

[
sin ϕ0

1 + cos ϕ0

− sin ϕem

1 + cos ϕem

]
. (2.282)

Behelyettesítveϕem = ϕ (z)-t ésϕ0 = ϕ (0)-át kapható a (2.278) reláció.

Általános relativisztikus (Einstein-de Sitter) határeset A luminozitás távolság-vöröseltolódás
reláció általános relativisztikus határesete por dominálta ésk = 0 = Λ (Einstein-de Sitter mo-
dell) univerzumra megkapható a (2.266) kifejezés közvetlen integrálásával:

dGR
L (z) =

2
√

1 + z

H0Ω
1/2
ρ

[√
1 + z − 1

]
. (2.283)

Egyszerűen ellen̋orizhet̋o, hogy ez az eredmény megegyezik (2.278)-al, ha kikapcsoljuk a sötét
sugárzást.

Az Einstein-de Sitter határeset szintén következménye (2.276)-nekΩλ → 0-ra. Ahhoz
hogy ezt lássuk, érdemes megjegyezni, amikorΩλ → 0, mind ϕ → π ésϕ0 → π. Ezért
az elliptikus integrálok véges értékhez tartanak és értékeik különbsége aϕ, illetve ϕ0 helyen
eltűnik. Ennélfogva a (2.276) egyenletben csak az utolsó két tag marad, melyekΩλ → 0-ra0/0
típusúak. Alkalmazva (2.277)-t az utolsó tagra:

lim
Ωλ→0

Ω
1/6
λ

sin ϕem

√
1 − ε2 sin2 ϕem

1 + cos ϕem

=
Ω

1/6
ρ

31/4
√

1 + z
, (2.284)

és az utolsó előtti tagra, kapható:

lim
Ωλ→0

Ω
1/6
λ

sin ϕ0

√
1 − ε2 sin2 ϕ0

1 + cos ϕ0

=
Ω

1/6
ρ

31/4
. (2.285)
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A két tag összegéből, figyelembe véve (2.276)-ban lévő közös szorzójukat, visszanyerhető
(2.283).

Bránok nem nulla kozmológiai állandóval

Ebben az alfejezetben olyan kozmológiai állandóval rendelkez̋o Randall-Sundrum típusú brán-
világok kerülnek vizsgálatra, melyekre a luminozitás távolság-vöröseltolódás relációnak anali-
tikus kifejezése található.

Bránok elemi függvényekkel megadható luminozitás távolság-vöröseltolódás relációval
Elkerülve a Randall-Sundrum finom hangolást és megtartva aΛ brán kozmológiai állandót,
(2.266) egyenlet nevezőjében lév̋o polinom egyszerűsíthető a dimeziómentesΩ-k bizonyos ér-
tékeire. Ha feltesszük

Ωd = 0 és 4ΩλΩΛ = Ω2
ρ , (2.286)

a nevez̋o gyök alatti kifejezése kvadratikus lesz és az integrált elemi függvényekkel meg lehet
adni:

d
Λ=κ2λ/2
L =

21/3 (1 + z)

6H0Ω
1/3
ρ Ω

1/6
Λ

{
ln

(1 − h + h2) [1 + h (1 + z)]2

(1 + h)2 [
1 − h (1 + z) − h2 (1 + z)2]

+2
√

3 arctan
2 − h√

3h
− 2

√
3 arctan

2 (1 + z) − h√
3h

}
, (2.287)

aholh = (Ωρ/2ΩΛ)1/3.
A (2.286) egyenlet els̋o feltétele az 5d régiókat AdS5 téridőkre egyszerűsíti. Ezzel szemben

a második feltétel sokkal komolyabb kényszert eredményez:

κ2λ = 2Λ . (2.288)

A (2.288), és (2.262) együttΩλ-ra egy kvadratikus kifejezést ad. FeltéveΩρ = 0.27, a
másodfokú egyenlet megoldásai:

ΩΛ = 0.704, Ωλ = 0.02 6 , (2.289)

amely a brán-feszültség4 λ1 = 38.375 × 10−60TeV4 értékének felel meg, és

ΩΛ = 0.026, Ωλ = 0.704 , (2.290)

amelyλ2 = 1.4173 × 10−60TeV4-t ad.
A (2.290) megoldást a szupernóva adatok elvetik, amíg (2.289) nagyon közel van azΩΛ

megfigyelt értékéhez [26]. Brán nézőpontból, azonban a (2.289) brán-feszültség túl kicsi ah-
hoz, hogy leírja a fizikai világunkat. Valójában az összesλ-ra származtatott alsó határ sokkal
nagyobb, mintλ2 (lásd 2.4.3. alfejezetet).

Az interpretációja a (2.289) egyenlet által adott modellnek a következ̋o. A modellre vonat-
kozó (2.288) feltétel kis brán-feszültségre adjaΛ̃ = 0, így az 5d régiók sík térid̋okké válnak.
Mint ilyen, nincs hatással a dinamikára és az extra dimenziófeleslegessé válik. Tulajdonképp
amivel találkozunk itt, az egy olyan általános relativitáselméleti modell, melyben a folyadék
a−6-al skálázódik.

Ωd ¿ 1 ésΩλ ¿ 1 értékekkel rendelkez̋o bránok Ebben az alalfejezetben felteszem, hogy
mindΩλ ésΩd kicsik, deΩΛ tetsz̋oleges értékeit megengedem. Ezeket a feltevéseket az motivál-

4A brán feszültség értékeic = 1 = ~ egységekben értendők.
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ja, hogy az univerzumunkat aΛCDM modell képes leírni. Vezető rendig a kis paraméterekben
(2.266) Taylor kifejtése:

dΛλd
L = dΛCDM

L + ΩλIλ + ΩdId , (2.291)

ahol

dΛCDM
L =

a0 (1 + z)

H0

∫ a0

aem

da

a1/2 [ΩΛa3 + Ωρa3
0]

1/2
,

Iλ = −a7
0 (1 + z)

2H0

∫ a0

aem

da

a7/2 [ΩΛa3 + Ωρa3
0]

3/2
,

I
(α)
d = −a5−α

0 (1 + z)

2H0

∫ a0

aem

aα−3/2da

[ΩΛa3 + Ωρa3
0]

3/2
. (2.292)

Az els̋o kifejezés az általános relativisztikus luminozitás távolság-vöröseltolódás reláció koz-
mológiai állandó jelenlétében (ΛCDM modell). A következ̋o két integrál a brán-világ korrekci-
ókat tartalmazza, melyek azΩλ ésΩd kis együtthatókkal skálázódnak.

Az összes integrál nevezőjében fellép̋o ΩΛa3 + Ωρa
3
0 kifejezés gyökhelyei:

α = −a0

(
Ωρ

ΩΛ

)1/3

,

β =
a0

2

(
Ωρ

ΩΛ

)1/3 (
1 + i

√
3
)

(2.293)

ésβ∗. EkkordΛCDM
L írható mint:

dΛCDM
L =

a0 (1 + z)

H0Ω
1/2
Λ

∫ a0

a

da

a1/2 (a − α)1/2 (a − β)1/2 (a − β∗)1/2
. (2.294)

Alkalmazva [210]-ben található (260.00)-at az integráláseredménye:

dΛCDM
L (z) =

(1 + z) [F (ϕ0, ε) − F (ϕ, ε)]

31/4H0Ω
1/3
ρ Ω

1/6
Λ

, (2.295)

ahol az els̋o fajú elliptikus integrálϕ változója ésε argumentuma:

ε2 =
1

2
+

√
3

4
,

ϕ = arccos

(
1 −

√
3
)
Ω

1/3
Λ + (1 + z) Ω

1/3
ρ(

1 +
√

3
)
Ω

1/3
Λ + (1 + z) Ω

1/3
ρ

. (2.296)

(Itt ε2 ugyanaz mintΩΛ = 0 = Ωd esetben, amígϕ (0 ≤ ϕ ≤ π/2) különböz̋o. A ϕ más
értékeire (2.272) alkalmazandó.)

Az Ωλ-ban lineáris járulékot adó integrál kiértékelése viszonylag könnyűt = a3/4 változó
bevezetésével. Ezután parciális integrálással redukálvaa nevez̋o kitevőjét, és felhasználva a
korábbi integrálás eredményét (2.272) kapható:

Iλ =
1 + z

15H0Ω2
ρ

{
8ΩΛ + 3Ωρ

(ΩΛ + Ωρ)
1/2

− (1 + z)
8ΩΛ + 3Ωρ (1 + z)3

[
ΩΛ + Ωρ (1 + z)3]1/2

}

+
8Ω

5/6
Λ (1 + z)

15 4
√

3H0Ω
7/3
ρ

[F (ϕ0, ε) − F (ϕ, ε)] , (2.297)
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aholϕ-t, ésε-t a (2.296) egyenlet definiálja.
A (2.291) egyenlet utolsó tagjának kiintegrálása bonyolultabb. Mivel α = 1 és4-re az

Ωd forrás tag csupán járulékot adΩρ-hoz, illetveΩΛ-hoz, ezért az érdekes esetek azα = 0 , 2, 3.
Az α = 2-re az integrál elemi függvényekkel megadható

I
(2)
d =

1 + z

3Ωρ

√
ΩΛ + Ωρ (1 + z)3

− 1 + z

3Ωρ

√
ΩΛ + Ωρ

. (2.298)

Amikor α = 0, vagy 3 az integrálás bonyolultabb. Először bevezetek egy új változótt =
a3/2, és parciális integrálással redukálom a nevező kitevőjét. Ezt követ̋oen bevezetve azx =

Ω
1/3
Λ t3/2/Ω

1/3
ρ a0 változót, és alkalmazva [210] (260.52) formuláját, kapom:

I
(0)
d =

(1 + z)

3H0Ω2
ρ


4ΩΛ + 3Ωρ√

ΩΛ + Ωρ

− 4ΩΛ + 3 (1 + z)3 Ωρ

(1 + z)
√

ΩΛ + (1 + z)3 Ωρ




−8 (1 + z) Ω
1/6
Λ

3H0Ω
5/3
ρ

Id (ϕ, ε) , (2.299)

és

I
(3)
d = −(1 + z)

3H0Ωρ


 1√

ΩΛ + Ωρ

− 1

(1 + z)
√

ΩΛ + (1 + z)3 Ωρ




+
2 (1 + z)

3H0Ω
5/6
Λ Ω

2/3
ρ

Id (ϕ, ε) , (2.300)

ahol

Id (ϕ, ε) =

(
2 +

√
3
)

4
√

3
(
1 +

√
3
)3

{
F (ϕ0, ε) − F (ϕ, ε)

−
(
3 +

√
3
)

[E (ϕ0, ε) − E (ϕ, ε)] +
(
2 +

√
3
) (

3 +
√

3
)

×
[

sin ϕ0

√
1 − ε2 sin2 ϕ0

1 +
(
2 +

√
3
)
cos ϕ0

− sin ϕ
√

1 − ε2 sin2 ϕ

1 +
(
2 +

√
3
)
cos ϕ

]
}

. (2.301)

A (2.291), (2.295), (2.297)-(2.301) egyneletek adják az analitikus kifejezését az általános brán
luminozitás távolság-vöröseltolódás relációnak kozmológiai állandó jelenlétében, első rendű
pontosságig azΩλ ésΩd kis paraméterekben.

Eredmények

A fejezetben néhány brán modellre a luminozitás-vöröseltolódás reláció származtatása történt.
A brán beágyazása minden esetben tükörszimmetrikus volt. Avizsgált brán modellek:

• Randall-Sundrum finom-hangolt bránok (Λ = 0);

• Λ = κ2λ/2 feltételnek eleget tev̋o modellek. Ezeknél a luminozitás-vöröseltolódás relá-
ció elemi függvényekkel megadható;

• a Weyl folyadékból, illetve az energia-impulzus tenzor kvadratikus tagjából származó
járulékok kicsik ésΛ 6= 0. A brán bizonyos (α 6= 0) esetben sugárzik. Emiatt van
egy energia kicserélődés a brán és az 5d régiókban található fekete lyukak között. Ez az
LWRS modell.
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2.5.2. A szupernóva adatokkal elvégzett tesztelés eredménye

Az előző alfejezetben tárgyalt modellek szupernóva adatokkal való összevetésének részletei a
D. mellékletben található. Itt röviden összefoglalom a kapott eredményeket.

Az alábbi modelleket vetettük vizsgálat alá:
(A) Randall Sundrum finom-hangolt brán modellek, melyben jelent̋os sötét sugárzás van és

a brán-feszültség értéke magas (az eredeti RS2 model);
(B) Két olyan modell, melyben teljesül:Λ = κ2λ/2 és nem tartalmaz sötét sugárzást;
(C) A kozmológiai állandóval rendelkező LWRS modell.
A történeti okok miatt érdekes (A) brán modelleket a megfigyelések nem támogatják. Még-

ha extrémen magas sötét sugárzás is van jelenΩd = 0.73 mintegy helyettesítve a kozmológiai
állandót, e modellek jóslata távol esik a megfigyelésektől (D.1. ábrán az 5 görbe). A sötét su-
gárzás nem képes késői gyorsuló tágulást eredményezni, mert úgy skálázódik, mint a szokásos
sugárzás. Ezért az RS2 brán modellekben szintén szükséges kozmológiai állandó (vagy más
sötét energia), hogy a megfigyeléseket meg tudja magyarázni.

A (B) modell, melybenΩΛ = 0.026 megint csak messze esik a megfigyelésektől (D.1.
ábrán a 6 görbe). AzΩΛ = 0.704 esetén a (B) modell bár jó egyezést mutatott a szupernóva
adatokkal (D.1. ábrán a 4 görbe), a brán-feszültség túl alacsony értéke miatt más asztrofizikai
és kozmológiai tesztekből származó kényszereket, melyek aλ minimum értékére vonatkoznak
képtelen teljesíteni.

A (C) LWRS modellben a−0.1 < Ωd < 0.1 közötti tartományra származtattam le pertur-
batív kifejezést a luminozitás távolság-vöröseltolódás relációra. Ebben a tartománybanα = 0
mellett egy jelent̋os negatív energiasűrűséggel rendelkező sötét sugárzást a megfigyelések nem
indokolják. A pozitív sötét sugárzás (ez a magasabb dimenzióban egy 5d fekete lyuknak fe-
lel meg mintsem csupasz szingularitásnak) egyezésben van az RS2 univerzum korai fejlődési
szakaszával, ahol a brán sugárzása fekete lyukat hoz létre amagasabb dimenziós téridőben. A
bránnak egy a struktúraképződés alatti lehetséges sugárzása tovább növeli a fekete lyuk töme-
gét.

Az α = 0 ésΩd ∈ (−0.03, 0.07) paraméterekkel rendelkező LWRS brán-világ modell ki-
tűnő egyezést mutat a szupernóva adatokkal (D.3. ábra). A modell az Ωd = 0.040, Ωρ =
0.225, ΩΛ = 0.735 paraméterek esetén adta a legjobb illeszkedést. Ezek a kozmológiai para-
méterek tökéletes egyezésben vannak a WMAP 3-év adatai általpreferáltΩρh

2 = 0.127+0.007
−0.013

ésh = 0.73+0.03
−0.03, melyekb̋ol Ωρ = 0.238+0.035

−0.041 [211]. Az LWRS modell vizsgálatából nyertΩρ

érték körülbelül a WMAP 3-év adatai által meghatározott tartomány közepén helyezkedik el.
Az Ωd = 0.04 preferált érték kompatibilis az univerzum ismert történetével, ha a brán egy ideig
sugárzást bocsájt ki a magasabb dimenziós téridőbe. Egy ilyen mechanizmus az = 24 ész = 3
között103 faktorral képes növelni a sötét sugárzás energiasűrűségét az LWRS modellben a nem
sugárzó esethez képest.

Az α = 1 (α = 4) paraméterű LWRS modellek megegyeznek aΛCDM modellel, különb-
ség csupán annyi, hogy a sötét anyag (a kozmológiai állandó)valamilyen hányada geometriai
eredetű.

Az LWRS modellek azα = 2 ésα = 3 értékekre való összevetése a szupernóva megfi-
gyelésekkel nem ad éles minimumotχ2-re (D.4 és D.5 ábrák). A minimum érték elnyúlik a
paramétertartományon, és növekvő α-ra azΩρ ≈ 0.3 egyre kitüntetebbé válik. Azonban azΩd

és ennek megfelelően azΩΛ egyre szélesebb tartományban mutat jó illeszkedést.
A jelenleg rendelkezésre álló szupernóva adatok nem elegendőek ahhoz, hogy igazi kü-

lönbségeket találjunk a különböző (aΛCDM modell és az LWRS brán-világ) modellek esetén.
Azonban a modellek jóslataiz növekedésével egyre jobban eltérnek egymástól, ezért a jövőbeli
távoli (z > 2) szupernóvák felfedezéséből származó adatok élesebb különbségeket eredmé-
nyezhetnek az elfogadható modellek között.
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3. fejezet

Tachion, mint sötét energia jelölt

A fejezet a bevezető 1.3 fejezetében bemutatott kozmológiai modellre támaszkodó kutatásai-
mat mutatja be. Itt a sötét energia egy Tachion mezővel magyarázható. A 3.1 fejezet a [212]
cikkben publikáltakra támaszkodik. A 3.2.1. alfejezet szelektált evolúciókra az energiasűrűség,
a nyomás és a barotropikus index fejlődését tárgyalja kis kiegészítést nyújtva a [212] cikkben
publikáltakhoz. A 3.2.2. alfejezetben pedig a modellnek a [212] cikken túlmutató, Big Brake-
et követ̋o evolúciójának rövid diszkusszióját tartalmazza. Az új eredményeket a 3.1.1.-3.2.1.
alfejezetek tartalmazzák.

Pontokba szedve az alábbiakat tárgyalom:

• Kezdeti feltételek meghatározása szupernóva megfigyelések tesztelésével (3.1.1. alfeje-
zet);

• Jöv̋o evolúció a de Sitter, vagy a Big Brake állapot eléréséig (3.1.2. alfejezet);

• A tachion mez̋o energiasűrűségének, a nyomásának és a barotropikus indexének evolúci-
ója, a tágulás gyorsulásának változása (3.2.1. alfejezet);

• Evolúció a Big Brake-t̋ol a Big Crunch végállapotig (3.2.2. alfejezet).

3.1. Tesztelés szupernóva adatokkal és a Big Brake

3.1.1. A tachion kozmológiai modell Ia típusú szupernóva megfigyelési ada-
tokkal való tesztelése

Ebben az alfejezetben bemutatom, hogy az (1.24), (1.26) éss = Ṫ egyenletekkel leírható
tachion kozmológiai modell [melyekbenρ ésp kifejezését (1.22) és (1.23) adja, a potenciált
pedig (1.34) definiálja], milyenz = 0-ban rögzített kezdeti feltételek esetén illeszkedik jól a
[213] cikkben publikált szupernóva adatokkal.

A szubluminális tartományban negatív a mező nyomása, amely szükséges (de nem elég-
séges) feltétel az erős energia-feltétel sértéséhez. Ezért feltettük, hogy a mező jelenleg ebben
a tartományban van. Numerikus analízis céljából a relevánsváltozókat átskálázva az alábbi
dimenziótlan mennyiségeket vezetem be:

Ĥ =
H

H0

, V̂ =
V

H2
0

, ΩΛ =
Λ

H2
0

, T̂ = H0T , (3.1)

ahol H0 a Hubble paraméter jelenlegi értékeH0 = H(z = 0). Továbbá aT változó helyett
alkalmasabb az

y = cos

(
3

2

√
ΩΛ(1 + w)T̂

)
(3.2)
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új változót bevezetni, és az idő szerinti deriválásrólz szerintire áttérni:

d

dt
= −H(1 + z)

d

dz
. (3.3)

Az (1.24),s = Ṫ és (1.26) egyenletrendszer az függő új Ĥ, s, y változókban:

Ĥ2 =
V̂

(1 − s2)1/2
, (3.4)

s =
2 (1 + z) Ĥ

3
√

ΩΛ (1 + w) (1 − y2)

dy

dz
, (3.5)

(1 + z) Ĥ
ds

dz
= 3

√
V̂

(
1 − s2

)3/4
s +

(
1 − s2

) V̂,T̂

V̂
, (3.6)

aholV̂ -t ésV̂,T -t az alábbi kifejezések adják:

V̂ =
ΩΛ [1 − (1 + w) y2]

1/2

1 − y2
, (3.7)

V̂,T̂ =
3ΩΛ

√
ΩΛ (1 + w)y [w − 1 + (1 + w) y2]

2(1 − y2)3/2 [1 − (1 + w) y2]1/2
. (3.8)

(megjegyzés: A (3.6) egyenlet csak̂H > 0 esetén érvényes. Ennek teljesülését a numerikus
fejlesztés során ellenőriztem.)

Mivel Ĥ2 (0) = 1, azs ésy jelenlegi értékeire az

s (0) = ±
√

1 − Ω2
Λ

[
1 − (1 + w) y (0)2]

[1 − y2 (0)]2

kényszer adódik.
A luminozitás távolság meghatározására (A.11) egyenlet helyett a numerikus vizsgálatban

alkalmasabb
d

dz

(
d̂L

1 + z

)
=

1

Ĥ
(3.9)

differenciál egyenletet használom, ahol a dimenziómentesd̂L-t a d̂L = H0dL kifejezéssel defi-
niáltam.

A szupernóva adatokkal való teszt elvégzéséhez [214]-at követve bevezetem az5 log10 d̂L +
M távolság modulus típusú mennyiséget, aholM egy konstans eltérés az adat és az elméleti
kifejezés között. A modell tesztelése a

χ2 =
N∑

i=1

1

σ2
i

[
5 log10 d̂exp

L (zi) − M − 5 log10 d̂L (zi)
]2

(3.10)

mennyiség számolásán alapszik, ahol az összegzés végig futa szupernóva adat halmazon ésσi

a mérési hiba az5 log10 d̂exp
L (zi) mennyiség meghatározásában. Ad̂L (z) luminozitás távolság

függ azy0 = y (0) éss0 = s (0) kezdeti feltételekt̋ol. A χ2 értékénekM szerinti minimalizálása
azt eredményezi, hogy

M =
L

D
, (3.11)
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3.1. ábra.A luminozitás távolság illeszkedése a szupernóva adatokkal;w = −0.4 (bal fels̋o sarok),
−0.2 (jobb fels̋o sarok),0 (középs̋o bal oldali ábra),0.2 (középs̋o jobb oldali ábra),0.4 (bal alsó sarok),
0.6 (jobb alsó sarok). A fehér területek olyan kezdeti feltétel párosokat jelölnek, ahol|s0|< 1 nem
teljesül. A kontúrok a68.3% (1σ) és95.4% (2σ) konfidencia szinteket mutatják. A függőleges csíkok
mutatják aχ2 szín kódját.
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3.2. ábra.Ugyanaz, mint 3.1. ábra, de az (y0, v0= 1/
(
1 + s2

0

)
) síkban.
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3.3. ábra.A szupernóva adatokkal68.3% konfidencia szinten belül található univerzumok jövő evolú-
ciója. Az 1σ kontúrok (fekete vonalak az = 0 síkban) a 3.2. ábráról származnak (az(y0, v0) a z = 0
síkban található). Az ábrák ésw értékeinek sora ugyanaz, mint 3.1., 3.2. ábrákon. A rövid és vastag
kék vonal az 1σ paraméter tartományon belül azon kezdeti feltételeket szeparálja, amelyekből indulva
a de Sitter korszakba, vagy a Big Brake-be jutunk. Egyre nagyobbw-kre a kezdeti paraméterek azon
tartománya, amelyb̋ol induló trajektóriák az univerzum Big Brake szingularitásába futnak növekszik.
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ahol

L =
N∑

i=1

1

σ2
i

[
5 log10 d̂exp

L (zi) − 5 log10 d̂L (zi)
]

, (3.12)

D =
N∑

i=1

1

σ2
i

. (3.13)

A 3.1. ábrán aχ2 értéket mutatom az(y0 = y(0), s0 = s(0)) kezdeti feltételek síkjában aw = 0,
±0.2, ±0.4 és0.6 értékekre. A kontúrok a68.3% (1σ) és95.4% (2σ) konfidencia szinteknek
felelnek meg.

A 3.1. táblázat mutatja aT változó (1.52)–(1.54) egyenletben megadottTj-knek megfelel̋o
yj (j = 1, 2, 3, 4) értékeket a választott pozitívw-kra.

3.1. táblázat.A Tj-hez tartozóyj értékek néhány pozitívw esetén.

k 0.2 0.4 0.6
y1,2 ±0.816 ±0.655 ±0.500
y3,4 ±0.913 ±0.845 ±0.791

3.2. táblázat.Azon tachion univerzumok tulajdonságaiw = 0.2-re, amelyek (a) illeszkedése Ia típusú
szupernóva adtokkal 1σ konfidencia intervallumon belül található, és (b) Big Brake-be fejlődnek. Az (1)
és (2) oszlopokban láthatók az 1σ-n belüli kezdeti értékek. A (3) és (4) oszlop mutatja azs = 1-nél az∗
vöröseltolódást és at∗ időt. Az (5) és (6) oszlop adja azBB vöröseltolódást éstBB értéket, amikor az
unverzum eléri a Big Brake-et. At∗ éstBB időpontok számolásánálH0= 73 km/s/Mpc-et vettem.

y0 v0 z∗ t∗ (109yrs) zBB tBB (109yrs)
−0.90 0.635 −0.024 0.3 −0.068 1.0
−0.85 0.845 −0.158 2.4 −0.194 3.1
−0.85 0.860 −0.162 2.4 −0.198 3.1
−0.85 0.875 −0.166 2.5 −0.201 3.2
−0.80 0.890 −0.363 6.2 −0.390 6.9
−0.80 0.905 −0.384 6.7 −0.409 7.3
−0.80 0.920 −0.408 7.2 −0.432 7.9

Mivel az univerzum jelenleg gyorsulva tágul, a mező nyomása negatív, így|s0| < 1. A
(T, s) fázisdiagrammon a kezdeti pont belül kell legyen a (T3 < T < T4, |s| < 1) téglalapon
(lásd 1.12 ábrát). Ezért a modell azy0 < y4 ésy0 > y3 tartományra korlátozódik. A fehér
területek a 3.1. ábrán ilyen nem megengedett területek jelölnek.

A modell szimmetrikus azy0 → −y0 éss0 → −s0 együttes cseréjére. A paramétertér dupla
lefedését elkerülhetjük bevezetve a

v0 =
1

1 + s2
0

(3.14)

új változót. A 3.2. ábra mutatja a modell szupernóva adatokkal történt tesztelésének eredményét
az(y0, v0) paramétersíkban.

3.1.2. Jöv̋o kozmológiai evolúció

A szupernóva adatokkal való tesztre támaszkodva a tachion kozmológiai modell lehetséges jövő
fejlődését állapítom meg ebben az alfejezetben. Ennek érdekében az 1σ (68.3%) konfidencia
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3.3. táblázat.Ugyanaz, mint 3.2. táblázatw = 0.4-re.

y0 v0 z∗ t∗ (109yrs) zBB tBB (109yrs)
−0.80 0.710 −0.059 0.8 −0.106 1.6
−0.80 0.725 −0.059 0.8 −0.105 1.6
−0.80 0.740 −0.060 0.8 −0.105 1.6
−0.75 0.815 −0.144 2.1 −0.184 2.9
−0.75 0.830 −0.147 2.2 −0.187 3.0
−0.75 0.845 −0.150 2.2 −0.189 3.0
−0.70 0.845 −0.241 3.8 −0.276 4.6
−0.70 0.860 −0.248 4.0 −0.282 4.7
−0.70 0.875 −0.256 4.1 −0.290 4.9
−0.70 0.890 −0.264 4.2 −0.298 5.0
−0.65 0.860 −0.358 6.2 −0.387 7.0
−0.65 0.875 −0.372 6.5 −0.400 7.2
−0.65 0.890 −0.388 6.8 −0.415 7.6
−0.65 0.905 −0.406 7.2 −0.432 8.0
−0.60 0.875 −0.521 10 −0.542 11
−0.60 0.890 −0.551 11 −0.571 12
−0.60 0.905 −0.587 12 −0.605 13
−0.55 0.875 −0.756 19 −0.766 20
−0.55 0.890 −0.837 25 −0.845 26

intervallumon belül található (v0, y0) kezdeti értékekb̋ol indulva numerikusan jöv̋o irányba id̋o-
fejlesztem a modellt. A mozgásegyenleteket az = 0-ból a negatívz-k felé integrálom.

Számolásaimat a korábban választottw-k esetén végeztem el. Az eredményeket a 3.3. ábra
mutatja. A 3d-s ábrák tengelyein av = (1 + s2)−1, y ész értékek szerepelnek. A trajektóriák
a z = 0 síkban található azon (v0, y0) paramétertartományokból indulnak, melyeket korábban a
szupernóva adatokkal tesztelés során 1σ konfidencia intervallumon belül találtam. A de Sitter
végállapot a (vdS = 1, ydS = 0, zdS = −1) pontnak felel meg az ábrákon, míg a Big Brake-et a
görbék a (vBB = 0,−1 < yBB < 0,−1 < zBB < 0) síkon érik el.

A w ≤ 0 esetén az összes görbe a de Sitter korszakba fejlődik. Azonbanw > 0-ra a (v0, y0)
kezdeti feltételekt̋ol függően mind a de Sitter, mind a Big Brake elérhető. Egyre nagyobb pozitív
w-k esetén a Big Brake szingularitás elérésének valószínűsége növekszik. Ezt mutatja az 1σ kék
görbével szeparált altartományainak egymáshoz képesti relatív aránya a 3.3. ábrán. Az egyes
altartományok a de Sitter és a Big Brake-be futó trajektóriák kezdeti értékeit választják el.

A 3.3. ábrán feltüntetett Big Brake-be tartó görbékre kiszámoltam a szingularitász = 0-tól
számított elérésének idejét (tBB) a d (H0t) /dz = −Ĥ−1 (1 + z)−1 egyenleten keresztül. Az
eredményeket a 3.2.-3.4. táblázatok tartalmazzák. A táblázat szintén tartalmazza azt at∗ időt,
amikor a tachion mez̋o nyomása negatívból pozitívba lép át.

3.2. Tachion mez̋o viselkedése a távoli múltban, illetve a Big
Brake után

3.2.1. Az energiasűrűség, a nyomás és a barotropikus index evolúciója

Szelektált evolúciókra az energiasűrűség és a nyomás vöröseltolódás függését ábrázoltam a 3.4.
ábrán. Mind a múlt és a jövő evolúciót feltüntettem. Az energiasűrűség és a nyomás Hubble
paraméter jelenlegi értékével való normált értéke (úgy, hogy dimenziótlan mennyiségeket kap-
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3.4. táblázat.Ugyanaz, mint 3.2. táblázatw = 0.6-ra.

y0 v0 z∗ t∗ (109yrs) zBB tBB (109yrs)
−0.75 0.665 −0.039 0.5 −0.088 1.4
−0.70 0.755 −0.098 1.4 −0.145 2.3
−0.70 0.770 −0.100 1.5 −0.145 2.3
−0.70 0.785 −0.101 1.5 −0.146 2.3
−0.70 0.800 −0.102 1.5 −0.146 2.3
−0.65 0.815 −0.168 2.6 −0.209 3.4
−0.65 0.830 −0.171 2.6 −0.212 3.4
−0.65 0.845 −0.175 2.7 −0.215 3.5
−0.60 0.830 −0.240 3.9 −0.277 4.7
−0.60 0.845 −0.247 4.0 −0.283 4.8
−0.60 0.860 −0.254 4.1 −0.289 4.9
−0.60 0.875 −0.261 4.2 −0.296 4.0
−0.55 0.845 −0.325 5.5 −0.357 6.3
−0.55 0.860 −0.335 5.7 −0.366 6.5
−0.55 0.875 −0.347 5.9 −0.377 6.7
−0.55 0.890 −0.359 6.2 −0.389 7.0
−0.50 0.845 −0.411 7.5 −0.439 8.3
−0.50 0.860 −0.427 7.8 −0.453 8.6
−0.50 0.875 −0.444 8.2 −0.469 9.0
−0.50 0.890 −0.463 8.6 −0.488 9.4
−0.45 0.860 −0.533 10 −0.554 11
−0.45 0.875 −0.557 11 −0.577 12
−0.45 0.890 −0.584 12 −0.603 13
−0.45 0.905 −0.616 13 −0.633 14
−0.40 0.860 −0.658 15 −0.673 16
−0.40 0.875 −0.693 16 −0.707 17
−0.40 0.890 −0.733 18 −0.745 19
−0.40 0.905 −0.779 21 −0.789 22
−0.35 0.860 −0.814 23 −0.822 24
−0.35 0.875 −0.865 28 −0.872 29
−0.35 0.890 −0.927 36 −0.930 37
−0.30 0.845 −0.955 43 −0.957 44

jak) látható. Mindegyik ábrán négy görbe van. A fekete görbea WMAP analízise által preferált
ΩΛ ésΩρ paraméterűΛCDM modellt ábrázolja. A sötét anyag komponens(1 + z)3-el megy.
A másik három görbe a csupán tachion skalármezőt tartalmazó kozmológiai modelleket mutat-
ja. Ezek különböznekw paraméterükben és a kezdeti adatokban. A kezdeti adatok a tachion
mez̋o, illetve annak változási sebessége jelenlegi értékeivelekvivalensek. Mindhárom görbe a
szupernóva teszt 1σ kontúrjának lokális minimumát keresztezi. Kék görbe esetén w = −0.4,
amíg a másik két görbérew = 0.4. A zöld görbe a jöv̋o de Sitter pontba fut, amíg a piros a Big
Brake-be.

A 3.5. ábra a modellek barotropikus indexénekwT = p/ρc2 evolúcióját mutatja. Sötét
anyag hozzáadása nélkül, a tachion mezőnek kell biztosítania a sötét anyag olyan hányadát,
hogy az ábrán látható evolúciókban(wT )z=0 ∈ [−0.8,−0.6] legyen, hasonlóan aΛCDM mo-
dellhez, aholwΛ = −ΩΛ = −0.726. Abban a modellben, ami a Big Brake felé tendáll, a
nyomás megmarad negatívnak az egész kirajzolt fejlődés alatt, ezértwT < 0. Így nincs fantom
korszakz < 1100-ra. A wT barotropikus index összes evolúciója során a nullához konvergál.
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3.4. ábra.A normált energiasűrűség és nyomás evolúciója látható négy kozmológiaimodell esetén (lásd
az ábrán látható jelmagyarázatot).

Ez ΛCDM-re, illetvew = −0.4 és a Big Brake-be tartów = 0.4-re márz ≈ 5 körül bekövet-
kezik, amíg a de Sitterbe tartów = 0.4 modell esetén csakz ≈ 200-ra. Alapvet̋oen az összes
tachion modell porként viselkedik a vöröseltolódás nagy értékeire.

Az univerzum tágulásának a gyorsulása (ä) az (1.73) egyenlet szerint arányos a− (ρ + 3p)
kifejezéssel. Ahhoz, hogy a szupernóva adatokkal egy kozmológiai modell jól illeszkedjen
ρ + 3p < 0 kell legyen jelenleg. A Big Brake-be tartó trajektóriák esetén ez a mennyiség
valamikor szükségesen pozitívvá válik, hiszenäBB → −∞. Az (1.73) egyenlet átírható a
következ̋o alakba

− 2

a0H2
0

ä =
κ2

3H2
0

ρ + 3p

1 + z
. (3.15)

A 3.6. ábra mutatjaw = 0.4-re az 1σ tartományon belüli Big Brake-be tartó néhány trajek-
tória esetén a tágulás gyorsulásának vöröseltolódástól való függését. A görbék között találunk
olyanokat, amelyeknél a tágulás gyorsulásának csökkenésemár a múltban bekövetkezett, de
mindegyik eseténz < 0.1-re. Ilyen típusú viselkedést a barotropikus indexz függésére tett
feltevésb̋ol [215]-ben jósoltak, ahol az SNIa adatokat, a megfigyelt galaxis eloszlást és a CMB
hőmérsékleti fluktuációit használták referenciaként.

3.2.2. Túl a Big Brake-en

Ebben az alfejezetben a geodetikusok Big Brake-n keresztüli folytathatóságát tárgyalom. A Big
Brake elkerülhet̋osége nem új eredmény. A téridők SS szingularitásokon keresztüli folytatha-
tóságát [216]-ban általában megmutatták. Itt az általam használt modellre részletezem ezt az
eredményt.

Geodetikus eltérülés

A geodetikus eltérülés egyenleteu = ∂/∂τ mentén (aholτ a görbe affin paramétere)

aa = −Ra
cbdη

bucud . (3.16)

Itt ηb a közeli geodetikusokat szeparáló deviációs vektor, amelyeleget teszηbub = 0 egyenlet-
nek. Az (1.1) metrika koordinátarendszerében

aa = −Ra
τbτη

b ∝ ä , (3.17)

ami divergál a Big Brake elérésekor (äBB → −∞). Ezért a Big Brake elérésekor, az árapály-
erők, mint végtelen fékez̋oer̋o lép fel megállítva a geodetikusok szeparációjának további növe-
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3.5. ábra.A barotropikus index evolúciója különböző tartományokban és modellekre.

kedését. Ez szintén látható a sebességből

va = ub∇bη
a ∝ H , (3.18)

amelyik eltűnik a Big Brake-nél.
A következ̋o pillanatban a negatív gyorsulás a geodetikusok egymáshozvaló közeledését

okozza. Ezért bármi, ami eléri a Big Brake-et vissza fog pattanni; a tachion univerzum vissza-
felé fog fejlődni a görbék fázisdiagramján. Ez a visszafejlődés nem szimmetrikus, de látni
fogjuk, hogy ugyanolyan típusú szingularitásba fog futni,mint amib̋ol az univerzum született.

Big Brake-től a Big Crunch-ig

A Big Brake szingularitást a kozmológiai sugár egy végesaBB értéknél, atBB időpontban érjük
el. A Big Brake közelében érvényesek az (1.66)-(1.68) analitikus közelít̋o megoldások. Ezek
a megoldások használhatók az egyes mennyiségek Big Brake-en keresztüli evolúciójára, így
kezdeti feltételek előállítására a Big Brake szingularitás utáni numerikus fejlesztéshez. Hasonló
egyenlet szükséges még azy változóra, ami (3.2), ȧT = s, (1.66) egyenletek és|τBB − τ | ¿ 1
felhasználásával kapható

y = yBB +
√

ΩΛ (1 + w) (1 − y2
BB)

(
9W (TBB)

2

)1/3

(τBB − τ)1/3 . (3.19)

Csak azs-re vonatkozó (1.66) kifejezés szinguláris at = tBB-nél. A kozmológiai sugár id̋ode-
riváltja (így a Hubble paraméter) előjelet vált a Big Brake-nél. Ez mutatja, hogy az expanziót
kontrakció követi.

A 1.3 fejezetben láttuk, hogy a tachionikus modell trajektóriái a fázisdiagram jobb alsó
csíkjában (lásd 1.12b ábra) csak az (y = −1, s = −

√
1 + k/k), (y = −1, s = −

√
1 + k), vagy

az(y = y∗, s = −1),−1 < y∗ < y4 helyekr̋ol indulhatnak. Azy = −1 érték a fázisportré, amíg

100



-2

 0

 2

 4

 6

 8

-1-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

a

z

w=0.2

..
(-

2/
a 0

H
02 )

-8

-6

-4

-2

 0

 2

 4

 6

 8

-1-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

a

z

w=0.4

..
(-

2/
a 0

H
02 )

-30

-25

-20

-15

-10

-5

 0

 5

-1-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

a

z

w=0.6

..
(-

2/
a 0

H
02 )

3.6. ábra.Az univerzum gyorsulását meghatározó normáltρ + 3p evolúciója a múltban és a jövőben a
szupernóva adatokkal jól illeszkedő Big Brake-be tartó trajektóriákra.

y4 a szubluminális középső tartomány jobb széleinek felelnek meg. A mező bels̋o dinamikáját
leíró (1.25) folytonossági egyenlet szimmetrikus azs ésH előjelének együttes cseréjére. Ez
azt mutatja, hogy a kontraháló trajektóriák csak az (y = −1, s =

√
1 + k/k), (y = −1, s =√

1 + k), vagy az (y = y∗, s = 1), −1 < y∗ < y4 helyeken, tehát Big Crunch-al végződhetnek.
A fázisdiagramról az is világos, hogy ezen trajektóriák közül csak az (y = −1, s =

√
1 + k/k)

pontban végz̋odő görbék mehetnek Big Brake-en keresztül, a többi még a Big Brake elérése
előtt a Big Crunch-ba fut.

További célom numerikusan meghatározni, hogy a trajektóriák mennyi id̋o múlva érik el a
Big Crunch-ot.

3.3. Konklúzió

A fejezetben el̋oször azt vizsgáltam meg, hogy tachion mező lehet-e jó sötét energia jelölt.
Meghatároztam, hogy a modell mely paramétertartományban konzisztens az SNIa adatokkal.
A skalármez̋o érdekessége, hogy a fénysebességnél kisebb és nagyobb változási sebessége is
megengedett. Az utóbbi esetben a mező nem sérti az erős energia-feltételt. A szubluminális
tartományban a mező nyomása negatív, amely szükséges (de nem elégséges) feltétel az er̋os
energia-feltétel sértéséhez. Ezért feltettük, hogy a mező jelenleg a szubluminális tartomány-
ban van. Az eredmények mutatták, hogy modell kiállja a szupernóva megfigyelésekkel való
összevetést, ezért megfelelő jelölt a sötét anyag számára.

Ezután megvizsgáltam a jövő kozmológiai evolúciót. A szupernóva adatokkal legjobban
illeszked̋o kezdeti feltételekb̋ol indítottam a trajektóriákat. A trajektóriák között találtam olyan
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alhalmazt, amelyek a Big Brake-nek nevezett új típusú szingularitásba futnak. A Big Brake
szingularitás a mez̋o szuperluminális viselkedésének tartományában van. Így aBig Brake-be
tartó trajektóriák esetén a gyorsuló tágulás lassulóba megy át. Néhány esetben azt tapasztaltam,
hogy a tágulás gyorsulásának csökkenése már a múltban bekövetkezett.

Amiatt, hogy a geodetikus egyenlet nem szinguláris a Big Brakeelérésekor, a geodetikusok
folytathatók. A Big Brake tehát nem lesz egy végső állapota az univerzumnak. Ehelyett a
hirtelen fékezés következtében a részecskék visszapattannak, az univerzum összehúzódik, és
végül a Big Crunch-nak nevezett szingularitásba fut. Célom numerikusan meghatározni a Big
Crunch elérésének időskáláját.

A szupernóva adatokkal legjobban illeszkedő trajektóriák távoli múltba való visszafejlesz-
tésekor a tachion mező porként, vagyis sötét anyagként viselkedett. Ezért a modell annak a
lehet̋oségét hordozza magában, hogy esélyes legyen az egyesítettsötét folyadék modellre (uni-
fied dark fluid model). A tachion modellnek tervezzük továbbiáltalánosítását figyelembe véve,
hogy barionikus anyag is jelen van, és megengedve a sötét anyag lehet̋oségét. Az általánosított
modellt kollaborációban több kozmológiai tesztnek kívánjuk alávetni. A tesztek segítségével
arra fogjuk keresni a választ, hogy a sötét anyag mekkora hányadát válthatja ki a tachion mező.
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4. fejezet

Összefoglalás

A bevezet̋o 1.1. fejezetében összefoglaltam a kozmológiai szempontból legfontosabb megfi-
gyeléseket. A galaxisok feltérképezése és a kozmikus háttérsugárzás mutatja, hogy az Univer-
zum nagy skálán térbelileg homogén és izotróp. A legújabb megfigyelések szerint az általános
relativitáselmélet akkor képes leírni az univerzum fejlődését, ha ismeretlen anyagok létezését
feltételezzük. A hideg sötét anyag a struktúraképződés és a galaxis-halmazok megfigyelt dina-
mikájának megmagyarázásához szükséges. A sötét energia okozza az univerzum gyorsuló tá-
gulását. A legegyszerűbb modell, amely sötét anyagot és kozmológiai állandót (legegyszerűbb
sötét energia) feltételezve összhangban áll a megfigyelésekkel aΛCDM. Az 1.2. fejezetben a
sötét energia modelleket tekintettem át, amíg az 1.4. fejezetben a kozmológiai szingularitásokat
soroltam fel.

Alternatív gravitációs modelleknél a sötét anyag és a sötétenergia részben, vagy teljes egé-
szében gravitációs eredetű. Néhány fontos példája a gravitációs dinamika megváltoztatásának a
bevezet̋o 1.5. fejezetében került bemutatásra. Az alternatív gravitációs modellek közül az RS2
modellt tanulmányoztam, melyet részletesebben az 1.6. fejezetben tárgyaltam.

A dolgozat egyik célja az RS2 brán-világokban az általános relativitáselmélethez képest
megváltozott gravitációs dinamika vizsgálata volt (2. fejezet). A dolgozat másik feladata az
[1]-ben talált új sötét energia jelölt kozmológiai modelljének tanulmányozása.

3+1+1 gravitációs dinamika

Kidolgoztam az RS2 modell leírására szolgáló 3+1+1 kovariáns formalizmust (2.1. fejezet),
amely általánosít néhány korábban kifejlesztett módszert([2], [3], [4]). Megadtam az általános
egyenleteket a brán tetszőleges beágyazása mellett, mind a bránon, mind a külső 5d térid̋oben
a kinematikai, gravito-elektro-mágneses és anyagi változók kifejezéseiben. Az egyenletek fel-
írásakor semmilyen feltevést nem használtam az 5d téridő szimmetriáira, a brán beágyazására,
vagy az anyagi forrásra. Megadtam az egyes kovariáns deriváltak kommutációs relációit és a
mennyiségek transzformációit infinitezimális bázisváltoztatásra. Ez utóbbi a perturbációszámí-
tásban fontos.

Származtattam a lokális 3d görbületi tenzor 3+1+1 változókkal való kifejezését (2.1.5 alfe-
jezet). Örvénymentes esetben ez a 3d Riemann tenzor 3+1+1 felbontása. Ennek a megfelelő
kontrakciójából (a 3d Riemann görbületi skalárból) vezettem le a kozmológia egyik alapegyen-
letét a Friedmann egyenletet.

Az 5d régiókban és a brán mentén érvényes általános 3+1+1 egyenletek, melyeket a 2.1.6.
alfejezetben, illetve a B.3. mellékletben soroltam fel, akkor érvényesek, ha gravitációs törvény-
ként elfogadjuk az 5d Einstein egyenletet. Így érvényesek DGP (Dvali-Gabadadze-Porrati) mo-
dellre is. A 2.1. fejezet a brán beágyazásra (a két 5d régió brán menti illesztésére) vonatkozó
(2.74)-(2.77) egyenletekkel specifikálódik az RS2 modellre. Ezek a brán beágyazási relációk
DGP modellre könnyen általánosíthatók.
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A 3+1+1 formalizmus általános egyenleteinek egy alcsoportjából származtathatók a gravi-
tációs dinamikát bránon leíró egyenletek (2.1.7. alfejezet). Ezek korábban csak kozmológiai ál-
landóval rendelkez̋o vákuum 5d térid̋obe tükörszimmetrikusan ágyazott bránra voltak ismertek
[3]. Javítottam az irodalomban talált hibákat. A brán egyenletek nem alkotnak zárt rendszert.
A dolgozat (2.125)-(2.127) egyenletei egy a korábban ismertnél általánosabb záródási feltételt
adnak.

Megadtam az általánosított RS2 bránokra érvényes effektív Einstein egyenletek forrás tag-
jait 3+1+1 kovariáns változókkal (2.1.7. alfejezet). Felírtam a térbelileg homogén és izotróp
bránokra a kozmológia legfontosabb egyenleteit, a Friedmann, a Raychaudhuri és az energia
mérleg egyenleteket (2.1.8. alfejezet). Ezeket korábban [163]-ban adták meg. Eredményü-
ket más módszerrel visszanyertem. További alkalmazáskéntmegadtam a 3+1+1 formalizmus
mennyiségeit egy anizotróp brán-világra [169].

A dolgozatban általánosításra került formalizmusok ([3] és [4]) nem voltak alkalmasak a
kozmológiai perturbációk általános tárgyalására. A [4]-ben kifejlesztett formalizmus csak ör-
vénymentes térid̋ok vizsgálatára alkalmas. A perturbációkat leíró egyenletek [3]-ban nem al-
kotnak zárt rendszert. A kifejlesztett 3+1+1 kovariáns formalizmus alkalmas a perturbációk
általános vizsgálatára, és brán fekete lyuk megoldások származtatására.

Lokális forgás-szimmetrikus, stacionér, vákuum brán térid̋ok

Speciális szimmetriák esetén a 3+1+1 kovariáns formalizmust alkalmaztam új brán téridő szár-
maztatására (2.2. fejezet). A brán stacionér és lokálisan forgás szimmetrikus (LFSZ). A lo-
kális forgás szimmetria minden pontban egyértelműen kijelöl egy térbeli irányt, ezért a brán
téridőt tovább bontottam 2+1+1 alakba. Vizsgálataimat az általános relativitáselméleti lokáli-
san forgás-szimmetrikus téridők három osztálya közül az I-es típusú örvényes téridőre korlá-
toztam. A Weyl folyadék anizotróp nyomás tagjára kirótt segéd-feltétel figyelembe vételével
származtattam két másodrendű, nem lineáris differenciálegyenletb̋ol álló rendszert, aminek ál-
talános megoldása szolgáltatja a feltevésekkel konzisztens brán térid̋oket. Az egyenletek nem-
linearitása miatt partikuláris megoldás keresésére szorítkoztam.

A talált térid̋o formálisan az általános relativitáselméleti elektromosan töltött Taub-NUT-
(A)dS térid̋o-nek feleltethet̋o meg. A Taub-NUT-(A)dS térid̋o egy kozmológiai vákuumba ágya-
zott elektromosan töltött, tömeges, NUT (Newman-Unti-Tamburino) töltéssel rendelkező feke-
te lyukat ír le. A NUT töltés egyik érdekes következménye, hogy a térid̋o egyes régióiban zárt
időszerű görbék vannak. A brán megoldásban az elektromos töltés szerepét az 5d nem lokális
gravitációs hatások eredményeképpen megjelenő árapály-töltés veszi át. Amíg az elektromos
töltés a fekete lyuk gravitációs vonzását gyengíti, addig az árapály-töltés előjelét̋ol függően er̋o-
sítheti is azt. Az új térid̋o az árapály-töltésű Taub-NUT-(A)dS bránként interpretálható. Eltűn̋o
NUT töltésre a [183]-ban talált gömbszimmetrikus brán megoldást adja.

5d Birkhoff-tétel kiterjesztése

Ötdimenziós Birkhoff-tétel alatt azt az eredmény értik, hogy Friedmann bránt tartalmazó, az
extra dimenzió mentén annak szimmetriáival rendelkező 4-dimenziós hiperfelületekkel fóliáz-
ható, negatív kozmológiai állandóval rendelkező 5d térid̋ok sztatikusak és az általánosított Sch-
warzschild - Anti-de Sitter osztályba tartoznak [6], [133]. A tételt sérti az 5d Gergely-Maartens
(GM) téridő [7], amelyik nem tartozik ebbe az osztályba, de rendelkezik ugyanazon szimmetri-
ákkal. Erre a térid̋ore [6] bizonyítása nem alkalmazható.

A GM megoldás néhány görbületi skalárjára [7]-ben megmutatták, hogy negatív 5d kozmo-
lógiai konstans esetén azok megegyeznek a megfelelő görbületi skalárokkal a negatív görbületi
indexű, extrémális Schwarzschild - Anti-de Sitter (SAdS5−) téridő degenerált horizontján. Ez
mutatta a GM metrika és SAdS5− degenerált horizontja közötti szoros kapcsolat lehetőségét.
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A 2.3. fejezetben bizonyítottam, hogy negatív 5d kozmológiai állandó esetén a GM metrika
az 5d Birkhoff-tételben szereplő hiperbolikus 5d Schwarzschild-Anti-de Sitter téridő degenerált
horizontjának környezetét írja le.

Pozitív 5d kozmolgiai állandóra pedig azt találtam, hogy a GM téridő az 5d Schwarzschild-
de Sitter degenerált horizontjának környezetét adja.

Általános relativitáselméletben hasonló kapcsolat a Bertotti-Robinson és az extrémális Reissner-
Nordström térid̋ok között ismert, amit a C. függelékben ismertettem.

Zárt Friedmann bránok evolúciója sugárzó 5d fekete lyuk je-
lenlétében

A 2.4. fejezetben megvizsgáltam hogyan hat a magasabb dimenziós fekete lyuk Hawking su-
gárzása a zárt brán univerzumok kozmológiai fejlődésére. Származtattam a 3+1+1 kovariáns
formalizmus általános egyenleteiből az 5d térid̋obe aszimmetrikusan beágyazott brán-világokat
leíró egyenletrendszert abban az esetben, amikor csak az egyik 5d régió tartalmaz fekete lyukat.

Legáltalánosabb szituációban a brán az 5d fekete lyuk Hawking sugárzását részben elnyeli,
visszaveri, illetve átereszti. Egy komponensű sugárzástgeometriai optikai határesetben tekint-
ve, az 5d régiók VAdS5 régiók. A visszavert sugárzás esetét nem tanulmányoztam, mert nem
ismert olyan kozmológiai állandót tartalmazó 5d téridő, amely kétkomponensű sugárzást tartal-
maz. Korai univerzumot vizsgáltam, így a brán sugárzás-dominált.

Viszonyításképpen elöször numerikusan megvizsgáltam a párolgás mentes 5d fekete lyuk
esetén a bránt jellemző mennyiségek id̋ofejlődését. A sugárzás-dominált zárt univerzumok
(k = 1 görbületi index ésΛ = 0 brán kozmológiai konstans) hasonlóan, mint az általános
relativitáselméletben összehúzódtak, végül Big Crunch típusú szingularitásban végződtek.

A Hawking sugárzás figyelembe vétele az alábbiakat okozta:

• a Hawking sugárzás csak perturbatívan változtatja meg a kozmológiai evolúciót a nem
sugárzó esethez képest. Két szembenálló kis hatás lép fel:

– a bránon elnyelt sugárzás növeli a brán öngravitációját, így a bránt a gyorsabb re-
kollapszus felé hajtja;

– a Hawking sugárzás azonban nyomást is fejt ki a bránra, amelya bránnak a fekete
lyuktól való távolodását segítve elő (kozmológiai tágulást gyorsító hatás);

• a transzmisszió0.275-nél kisebb értékeire léteznek olyan kritikus kezdeti bránenergia-
sűrűségek (̂ρcrit

0 ), amikor a Hawking sugárzás miatt fellépő két egymással versengő hatás
közel kioltja egymást;

• minél nagyobb a transzmisszió, annál kisebb a kritikus bránenergiasűrűség;

• ha a kezdeti energiasűrűség (ρ̂0) kisebb, mint̂ρcrit
0 , akkor a sugárzási nyomás a domináns,

míg haρ̂0 > ρ̂crit
0 , akkor a sugárzás okozta öngravitáció;

• a félig átereszt̋o bránok rekollapszusa gyorsabb magas transzmisszió esetén.

Az általánosított RS2 brán modellek luminozitás-vöröseltolódás
relációja és kozmológiai tesztje Weyl folyadék jelenlétében

Sík Friedmann brán szimmetrikus beágyazása mellett származtattam a luminozitás-vöröseltolódás
relációt a következ̋o esetekben (2.5.1. alfejezet):
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• Randall-Sundrum finom-hangolt bránok (aΛ brán kozmológiai állandó zérus). Ez az ere-
deti RS2 modell. A luminozitás-vöröseltolódás reláció elliptikus integrálokra vezethető
vissza;

• Λ = κ2λ/2 (λ a brán-feszültség,κ2 a gravitációs csatolási állandó) feltételnek eleget tevő
modellek. Ezeknél a luminozitás-vöröseltolódás reláció elemi függvényekkel megadható;

• a Weyl folyadékból, illetve az energia-impulzus tenzor kvadratikus tagjából származó
járulékok kicsik ésΛ 6= 0. A modell három kozmológiai paraméterrel rendelkezik:Ωρ

(hideg sötét anyag),Ωd (Weyl folyadék),ΩΛ (brán kozmológiai konstans). Ezek eleget
tesznek azΩρ + Ωd + ΩΛ = 1 feltételnek. Speciális Weyl járulék esetén a brán sugárzik.
Emiatt a brán és az 5d régiókban található fekete lyukak között energia csere van (LWRS
modell). A luminozitás-vöröseltolódás reláció elliptikus integrálokkal adható meg.

Az els̋o két esetben az 5d régiók SAdS5, míg az LWRS modellben VAdS5 régiók. Az LWRS
modellben a brán sugárzását az 5d fekete lyukak elnyelik, melyek tömegparaméterei ezért fo-
kozatosan n̋onek: m ∝ aα, ahol1 ≤ α ≤ 4, ésa a skálafaktor. A modell érdekessége, hogy
a struktúraképz̋odés magyarázható sötét anyag helyett, a bránon az 5d téridő Weyl görbülete
miatt megjelen̋o Weyl folyadékkal [206], [207].

A felsorolt modelleket összevetettük a Gold2006 szupernóva adatokkal (2.5.2. alfejezet).
A Randall-Sundrum finom-hangolt bránokat a megfigyelések nemtámogatják. AΛ = κ2λ/2
feltételnek eleget tev̋o modell bár jó egyezést mutatott a szupernóva adatokkal, a brán-feszültség
túl alacsony értéke miatt, más asztrofizikai és kozmológiaibecslésekb̋ol származó kényszereket,
melyek aλ minimum értékére vonatkoznak, képtelen teljesíteni.

Az α = 0 paraméterű LWRS modelleknél olyan kozmológiai paraméterekkel rendelke-
zőt találtuk a szupernóva adatokhoz legjobban illeszkedőnek, ami tökéletes egyezésben van a
WMAP 3-év adataiból kapottal. Azα = 1 ésα = 4 paraméterekkel rendelkező LWRS model-
lek formálisan megegyeznek aΛCDM-el, de itt a sötét anyag, illetve a sötét energia bizonyos
része geometriai eredetű lehet. Azα = 2 ésα = 3 értékek esetén az adatokkal való összeve-
tés nem tüntet ki élesen egy kozmológiai paraméter párt. Összevetve a különböz̋o eseteket azt
találtuk, hogy növekv̋o α-ra azΩρ ≈ 0.3 egyre kitüntetebbé válik, viszont azΩd (vagy azΩΛ)
egyre szélesebb tartományban mutat jó illeszkedést.

A tachion kozmológiai modell keretén belül végzett kutatásaim

A sötét energia magyarázatául szolgálható új anyagként egytachion mez̋o hatásainak vizsgála-
tára került sor a dolgozatban. Ez a mező a húrelméletekben is feltűnik [58]-[61], az értekezésben
azonban az egy dimenziós relativisztikus mozgást végző részecskék természetes mezőelméle-
ti általánosításaként vezettem be. A skalármező érdekessége, hogy a fénysebességnél kisebb
és nagyobb változási sebessége is megengedett. Az utóbbi esetben a mez̋o nem sérti az erős
energia-feltételt. Ahhoz, hogy a szupernóva adatokkal egykozmológiai modell jól illeszkedjen
napjainkra gyorsuló tágulást kell létrehoznia. Ezért a mező jelenleg a szubluminális tartomány-
ban van.

A modell kompatibilitását az Ia típusú szupernóva adatokkal a 3.1. fejezetben vizsgáltam.
Az eredmények azt mutatták, hogy a modell kiállja a szupernóva megfigyelésekkel való össze-
vetést, ezért megfelelő sötét energia jelölt. Meghatároztam az SNIa adatokkal jólilleszked̋o
paramétertartományt (kezdeti feltételeket). A legjobbanilleszked̋o kezdeti feltételek esetén a
trajektóriák egy alhalmazának jövő evolúciója a Big Brake-nek nevezett új típusú szingulari-
tásba fut. Kiszámoltam a Big Brake elérésének időskáláját, ez az Univerzum jelenlegi korához
mérhet̋o.

A Big Brake-be tartó trajektóriák esetén a gyorsuló tágulás szükségszerűen lassulóba megy
át, mivel a szingularitás a szubluminális tartományban helyezkedik el. Néhány esetben azt
tapasztaltam, hogy ez az átmenet már a múltban bekövetkezhetett z < 0.1-re.

106



A szupernóva adatokkal leginkább illeszkedő trajektóriák távoli múltba való visszafejlesz-
tése azt mutatta, hogy a tachion mező porként, vagyis sötét anyagként viselkedik. Ezért elkép-
zelhet̋o, hogy a tachion mező egységes sötét folyadékot szolgáltat (unified dark fluid).

Amiatt, hogy a geodetikus egyenlet nem szinguláris a Big Brakeelérésekor, a geodetikusok
folytathatók. A Big Brake tehát nem lesz egy végső állapota az univerzumnak. Helyette a
hirtelen fékezés következtében az Univerzum összehúzódik, és végül a Big Crunch-nak nevezett
szingularitásba fut.
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Summary

The most important observations from cosmological viewpoint were summarized in Section 1.1.
Mapping of the galaxy and the cosmic microwave background show that the Universe is spati-
ally homogeneous and isotropic on large scales. According to the newest observations, general
relativity can describe the evolution of the Universe if we assume the existence of unconventio-
nal matter sources. Cold dark matter is necessary for the explanation of structure formation and
the observed dynamics of galaxy clusters. Dark energy is causing the accelerated expansion of
the Universe. The simplest model that agrees with the observations isΛCDM including dark
matter and a cosmological constant (the simplest form of thedark energy). I reviewed the dark
energy models in Section 1.2, and the cosmological singularities in Section 1.4.

The observations may also explained by modifying gravitational dynamics. In the alterna-
tive gravitational models, dark matter and dark energy could have gravitational origin. Some
important examples of the alteration of gravitational dynamics were discussed in Section 1.5.
Among the alternative gravitational models, I investigated the RS2 model in more detail in
Section 1.6.

One of the aims of the thesis was the examination of the effects of the gravitational dynamics
compared to general relativity (Chapter 2). An other task wasthe consideration of a new dark
energy model discovered in [1].

3+1+1 gravitational dynamics

In Section 2.1, I developed a 3+1+1 covariant formalism of the RS2 model which generalized
previously used methods ([2], [3], [4]). I gave the generic equations, which are valid for any
brane embedding both on the brane and in the outer 5d regions,in terms of kinematic, gravito-
electro-magnetic and matter variables. I did not use any assumptions for the symmetries of 5d
space-time, for embedding of the brane, and for the matter sources. The commutation relations
of the derivatives and transformations of the quantities were also given for the infinitesimal
change in the basis. The latter one is important in the perturbation theory.

I derived the expression of the local 3d curvature tensor in terms of 3+1+1 variables in
Subsection 2.1.5. This is the 3+1+1 decomposition of the 3d Riemann tensor for vanishing
vorticities. I derived the Friedmann equation (which is oneof the basic equation in cosmology)
from its corresponding contraction (from 3d Riemann curvature scalar).

The derivation of generic 3+1+1 equations (Subsection 2.1.6 and in Appendix B.3) is valid
in 5d regions and along the brane if the gravitational law is given by the 5d Einstein equati-
on. They are also valid for the DGP (Dvali-Gabadadze-Porrati) model. The description was
specified for the RS2 model in Section 2.1 by joining along the brane two 5d regions [Eqs.
(2.74)-(2.77)]. These junction conditions could be generalized easily for the DGP model.

The gravitational dynamics on the brane can be derived from asubgroup of generic 3+1+1
equations (see Subsection 2.1.7). These equations were known in the particular case of a sym-
metric embedding of the brane into a cosmological vacuum 5d space-time [3]. I have corrected
some mistakes in the literature. The brane equations do not give a closed system. The equations
(2.125)-(2.127) offer a more generic closure condition than what was given before.

I rewrote the source terms of the effective Einstein equation in terms of the 3+1+1 covariant
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variables in Subsection 2.1.7. In Subsection 2.1.8, the most important equations in cosmology,
namely Friedmann-, Raychaudhuri- and energy-balance equation, were given in a decomposed
form. I established the correspondence with the results of [163]. For further applications I gave
the quantities of 3+1+1 formalism for an anisotropic brane [169].

The formalisms ([3] and [4]) generalized in this thesis werenot suitable for the investigation
of generic cosmological perturbations. Only vorticity-free space-times can be considered by the
formalism developed in Ref. [4]. The Eqs. of Ref. [3] do not compose a closed system. The
developed 3+1+1 covariant formalism is suitable for the investigation of generic cosmological
perturbations and for finding brane black hole solutions.

Stationary vacuum brane space-times with local rotational sym-
metry

In Section 2.2, I have employed the 3+1+1 covariant formalism in the case of special symmetries
for finding a new brane space-time. The brane is stationary and locally rotationally symmetric
(LRS). The local rotational symmetry selects a spatial direction unambiguously at each points,
therefore I further decomposed the brane space-time into a 2+1+1 form. The thesis specializes
to type I LRS (LRS I) space-times where the time-like vector appearing in the decomposition
has vorticity. From the generic equations, I have derived two coupled second order, nonlinear
differential equations by imposing an anzats for the anisotropic pressure term of Weyl fluid.
Due to the non-linearity of the equations, I searched for a particular solution.

I have found a space-time similar to the charged Taub-NUT-(A)dS space-time of general
relativity after a formal identification of the tidal chargewith the square of electric charge. The
Taub-NUT-(A)dS space-time describes an LRS I symmetric electrically charged black hole con-
taining also a NUT (Newman-Unti-Tamburino) charge. As a consequence of the NUT charge,
the space-time has closed time-like curves in some regions.The brane solution does not have
electric charge, however a tidal charge appears due to the non-local effects of higher dimensio-
nal gravity. While the electric charge squared weakens the gravity attraction of a black hole, the
tidal charge can make it stronger depending on its sign. The new space-time can be interpreted
as tidal charged Taub-NUT-(A)dS brane. For the special caseof the vanishing NUT charge, it
agrees with the spherical symmetric brane solution given by[183].

The extension of the 5d Birkhoff theorem

The five-dimensional Birkhoff theorem states that the 5d space-times with negative cosmologi-
cal constant containing a Friedmann brane and having its symmetries along the extra dimension
are static and belong to the generalized Schwarzschild - Anti-de Sitter class [6], [133]. The the-
orem is violated by the Gergely-Maartens (GM) space-time [7] which does not belong to this
class but has the same symmetries. The proof given in [6] cannot be applied for this space-time.

It was shown in [7] that, in case of 5d negative cosmological constant, some of the scalars of
the GM solutions are identical with the corresponding scalars of the degenerated horizon of the
extremal Schwarzschild - Anti-de Sitter space-time with negative curvature index (SAdS5−),
and it was conjectured that there may be a tight relation between the GM metric and the dege-
nerated horizon of SAdS5−.

In Section 2.3, I have proved that in the case of negative cosmological constant the GM
metric describes the neighborhood of degenerated horizonsof hyperbolic Schwarzschild - Anti-
de Sitter space-time occuring in the 5d Birkhoff theorem.

For positive cosmological constant, the GM space-time gives the neighborhood of the dege-
nerated horizon of the 5d Schwarzschild-de Sitter space-times.
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In general relativity, a similar relation is known between the Bertotti-Robinson and the
extremal Reissner-Nordström space-times. This is reestablished in Appendix C.

The evolution of closed Friedmann branes immersed in 5d space-
time containing radiating black hole

In Section 2.4, I have described the effect of the radiation of a higher dimensional black hole
on a closed brane. The system of equations describing brane-worlds immersed asymmetrically
in 5d space-time was derived from generic equations of 3+1+1covariant formalism when only
one of 5d regions contains black hole.

In the most generic situation, parts of the Hawking radiation are absorbed and reflected by
and transmitted through the brane. By considering only one (either in- or outgoing) component
of the radiation in geometrical optics limit, the 5d regionsbecome VAdS5 regions. I did not
investigate the reflected radiation case because of the missing space-time solution of 5d Einstein
equation containing cosmological constant and two component radiation. I investigated the
early Universe, thus the brane was radiation dominated.

First, I considered a numerical evolution when the 5d black hole does not radiate. For
curvature indexk = 1 and brane cosmological constantΛ = 0 the radiation dominated Universe
collapsed into a Big Crunch similarly as in general relativity.

Taking the effects of Hawking radiation into account, it wasfound that

• the Hawking radiation changes perturbatively the cosmological evolution with respect to
the nonradiating case as two competing small effects appears:

– the absorbed radiation increases the self-gravity of the brane leading to faster recol-
lapse of the Universe;

– the pressure of the Hawking radiation pushes away the brane from the black hole,
contributing to an accelerated cosmological expansion;

• for values of transmission smaller than0.275 critical initial brane energy densitieŝρcrit
0

exist for which the competing two effects nearly cancel eachother;

• at larger transmissions, the critical brane energy densitydecreases;

• if the initial energy densitŷρ0 is smaller than̂ρcrit
0 , then the radiation pressure is dominant,

while if ρ̂0 > ρ̂crit
0 the self-gravity caused by Hawking radiation is dominant;

• the recollapse of the semi-transparent brane is faster for high transmissions.

Luminosity-redshift relation and cosmological test of genera-
lized RS2 brane models with Weyl fluid

In Section 2.5.1 I have derived analytically the luminosity-redshift relations in terms of elliptic
integrals. The studiedZ2 symmetrically embedded flat Friedmann branes were

• Randall-Sundrum branes with fine-tuning (vanishing brane cosmological constantΛ).
This is the original RS2 model. The luminosity-redshift relation was given by elliptic
integrals;

• the models withΛ = κ2λ/2 (λ is the brane tension,κ2 is the gravitational coupling
constant). The luminosity-redshift relation was given in terms of elementary functions;

110



• the contributions arising from the Weyl fluid and from the quadratic terms of energy-
momentum tensor are small andΛ 6= 0. The model has three cosmological parameters:
Ωρ (cold dark matter),Ωd (Weyl fluid),ΩΛ (brane cosmological constant) satisfyingΩρ +
Ωd+ΩΛ = 1. For specific choice of the Weyl contribution the brane radiates. If it radiates,
there is an energy transfer between the brane and the black holes of the 5d regions (LWRS
model). The luminosity-redshift relation was given by elliptic integrals.

In the first two cases the 5d regions are SAdS5 while in the LWRS model are VAdS5. In
the LWRS model the radiation escaping from the brane is absorbed by 5d black holes having
increasing mass parameters asm ∝ aα, where1 ≤ α ≤ 4 anda is the scale factor. The interest
of the model is that instead of the dark matter, the structureformation can be explained by Weyl
fluid appearing due to Weyl curvature of 5d space-time [206],[207].

In Subsection 2.5.2, the listed models were compared to the Gold2006 supernovae dataset.
The Randall-Sundrum branes with fine-tuning were not favoured by the observations. The
models withΛ = κ2λ/2 are allowed by the supernovae dataset, however are ruled outby the
low value of the brane tension, which would be in disagreement with other cosmological and
astrophysical predictions.

For LWRS models withα = 0 the best fit cosmological parameters are perfect accordance
with WMAP 3-year data. The LWRS models withα = 1 andα = 4 agree formally withΛCDM
with the dark matter and dark energy having partially geometric origin. Forα = 2 andα = 3
the confrontation with obeservations does not select unambigously cosmological parameters.
For increasingα the allowed range ofΩd becomes wider.

Research results on a tachyonic cosmological model

The tachyonic field appears in string theories [58]-[61], but in the thesis it was introduced as a
natural field theory generalization of the relativistic particle in one dimension. The interest of
the scalar field is that its variation velocity can be smallerand higher than the speed of light. In
the second case, the field does not violate the strong energy condition. A cosmological model
has to produce an accelerating expansion in order to fit the supernova dataset. Therefore the
field is in the subluminal domain at present.

The compatibility of this model with the supernovae datasetwas described in Chapter 3.1,
establishing the tachyonic field as a new dark energy candidate. I have determined the parameter
range where the fitting is good with SNIa data. In this parameter range a subgroup of the
trajectories run into a new type of future singularity, named Big Brake. The time scale to reach
the Big Brake is similar to the age of the Universe.

For the trajectories heading towards Big Brake the accelerating expansion has to turn into
a slowing one at some part because the singularity is inside the subluminal domain. In some
cases it may be possible for this transition to occur alreadyin the recent past (forz < 0.1).

The best fitting trajectories with distant past indicate that the tachyon field behaved as cold
dark matter. Therefore, it is conceivable that the tachyon field may provide a unified dark energy
fluid model.

Because the geodesic equation is not singular at the Big Brake, the geodesics can be con-
tinued across the singularity. The Big Brake is not a final stateof the Universe, the Universe
recollapses and runs into a Big Crunch singularity.
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A. függelék

A luminozitás-vöröseltolódás reláció

Egy asztrofizikai fényforrás emittálta, szórásmentesen haladó foton-nyaláb esetén, a 6-dimenziós
fázis tér (~x, ~p) elemi együttmozgó térfogatában adNγ foton szám megmarad [217]. Emiatt a
nyaláb foton számsűrűsége

fγ(t, ~x, ~p) ≡ dNγ

d3~xd3~p
=

dNγ

~3ω2dτ dA dω dΩ
(A.1)

időben konstans. Itt felhasználásra került, hogyd3~x = dτdA ésd3~p = ~
3ω2dωdΩ, ahol ω

jelöli a fotonok frekvenciáját,dA ésdΩ a nyaláb haladási irányára merőleges elemi felszínt és a
haladási irány körüli elemi térszöget jelenti (lásd A.1. ábrát). Az (A.1) egyenlet a kozmológiai
evolúció bármely típusára teljesül. A forrásluminozitása: L = dEem/dtem (az id̋oegység alatt
emittált teljes energia).

A.1. ábra.A teleszkóp tükrén keresztül megfigyelt, a távoli galaxisban felrobbanó szupernóva emittálta
fény görbült térid̋oben való haladásának sematikus ábrázolása. A fény terjedésének irányát n, az erre
mer̋oleges elemi felület felszínt dA és az n körüli elemi térszöget dΩ jelöli. (Az ábráért köszönet Gergely
Árpád Lászlónak).

Egy teleszkóp detektáltafoton fluxusF = dErec/dτ rec/AM (aholrec jelölés a detektálásra
vonatkozik). Ez az id̋oegység alatt, a teleszkóp beeső fényre mer̋olegesAM felületén detektált
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energia. AzF , ésL definícióiból könnyen kapcsolatot teremthetünk a két mennyiség között:

FAM

L =
dErec/dτ rec

dEem/dτ em

. (A.2)

Mivel a fotonáram energiája az együtt mozgó elemi fázis-térfogatban:dE = ~ω dNγ, az (A.1)
egyenletb̋ol következik:

dErec

dEem

=
AM

Atot

(
ωrec

ωem

)3
dωrec

dωem

dArec

dAem

dτ rec

dτ em

. (A.3)

Itt felhasználásra került, hogy az FLRW univerzum izotrópiájából következikdΩrec = dΩem, és
történt egy integrálás a tükör felületét körül ölelő térszögre, egy másik pedig a teljes térszögre
azErec ésEem definícióinak megfelelően. Az (A.3) egyenletbenAtot annak a gömb felületének
a felszíne a detektálás időpontjában, amelynek középpontját a fényforrás jelöli ki és amelynek
felszíne tartalmazza a detektálás helyét.

A kozmológiai id̋ofejlődés miatt adA elemi felületa2-el változik, amíg a fény frekvenciája
ω ∝ 1/a a vöröseltolódás miatt [217]. Adω együtt mozgó elemi fázis-térfogat kozmológiai
evolúciója:dω ∝ 1/a. Ezért

F
L =

1

Atot

(
a

a0

)2

, (A.4)

ahola0 a skálafaktor jelenlegi értéke, amíga a skálafaktor értéke az emissziókor. FLRW univer-
zumban azrem együtt mozgó sugarú gömb teljes felülete:Atot = 4πa2

0r
2
em. A z vöröseltolódás

definíciója:

1 + z =
a0

aem

. (A.5)

A dL luminozitás távolság:

dL(z) :=

( L
4πF

)1/2

= a0rem(1 + z) . (A.6)

Ez az egyenl̋oség helyes, amíg (homogén és izotróp) FLRW univerzumot vizsgálunk (tekintet
nélkül a görbületi index értékére), és a gömb felszínét a fizikai távolságban (ar) mérjük (az
FLRW metrika (1.1) garantálja, hogy azar sugarú gömb felülete4πa2r2).

Az (1.2) egyenlet szerint azrem együtt mozgó koordináta kifejezhető a másik együtt mozgó
radiális koordinátaχem segítségével:

dL(z) ≡ a0 (1 + z)H (χem; k) . (A.7)

Eltekintve az FLRW térid̋o perturbációi okozta lehetséges fényelhajlástól, egy fénysugár az
FLRW metrika radiális null geodetikusait követi, amit adχ = dτ/a(τ) = da/a2H egyenlet ad.
Ekkor

χem = χ (aem) =

∫ a0

aem

da

aȧ
=

∫ a0

aem

da

a2H (a)
. (A.8)

Az (A.5) egyenletet alkalmazva, aχ radiális változó kifejezhető a vöröseltolódás szerinti integ-
rállal:

χem (z) =
1

a0

∫ z

0

dz′

H (z′)
. (A.9)

Differenciálva (A.7) egyenletetz szerint, kapjuk

1

H(z)
=

[
1 − kd2

L(z)

a2
0(1 + z)2

]−1/2
d

dz

[
dL(z)

1 + z

]
, (A.10)
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ezért, ha a fényforrásoknak egy halmazáradL ész független mérései rendelkezésre állnak, a
H(z) Hubble paraméter és ennek következményeként a kozmológiaidinamika meghatározható.

Az univerzum nagy skálájú struktúrájának [218], [219] és a kozmikus mikrohullámú háttér-
sugárzás (CMB; cosmic microwave background) [230] kombináltméréseib̋ol az a következtetés
vonható le, hogy a térbeli geometria sík. Ekkor a luminozitás távolság-vöröseltolódás reláció:

dL(z) = (1 + z)

∫ z

0

dz∗

H(z∗)
. (A.11)

Mindegyik kozmológiai modellnek megvan a saját jóslatadL(z) alakjára [lásd (A.7) és (A.9)
egyenleteket általánosk-ra, vagy (A.11) egyenletetk = 0 esetén]. Így a mértdL(z) kozmológiai
tesztként szolgál. A levezetésben annyit használtam ki, hogy a fotonok térbelileg homogén és
izotróp négydimenziós téridőben terjednek.
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B. függelék

3+1+1 gravitációs dinamika mellékletei

B.1. Kommutációs relációk

Ebben a mellékletben néhány hasznos differenciális azonosságot sorolok fel, amelyek azua∇̃a ≡
D/dτ (pont),na∇̃a ≡ D/dy (vessz̋o) ésDa (3d kovariáns derivált) deriváltak kommutátorainak
skalárokon, 3−vektorokon és szimmetrikus spurmentes 3−tenzorokon való hatásaiból származ-
nak.

A φ skalármez̋okön a következ̋o kommutációs relációk érvényesek:

na∇̃a(φ̇)−uc∇̃c(φ
′) = Kφ′+K̂φ̇+

(
Ka−K̂a

)
Daφ , (B.1)

Daφ
′−h i

a nb∇̃b (Diφ) = −(Ka−La) φ̇+Âaφ
′+

Θ̂

3
Daφ+(ω̂ab+σ̂ab) Dbφ , (B.2)

Daφ̇−h i
a ub∇̃b (Diφ) = −Aaφ̇+

(
K̂a+La

)
φ′+

Θ

3
Daφ+(ωab+σab) Dbφ , (B.3)

D[aDb]φ = ωabφ̇−ω̂abφ
′ . (B.4)

A V a 3−vektormez̋okön az alábbi kommutációs relációk érvényesek:

h j
b na∇̃a(V̇〈j〉)−h j

b uc∇̃c(V
′
〈j〉) = −εkabHaV b+KV ′

〈b〉+K̂V̇〈b〉+
(
Ka−K̂a

)
DaVb

−AaV
aKb+K̂aV

aÂb+KaV
aAb−ÂaV

aK̂b , (B.5)

h i
c h j

d ua∇̃a (DiVj)−Dc

(
V̇〈d〉

)

= −
(
K̂c+Lc

)
V ′
〈d〉+AcV̇〈d〉−

Θ

3
DcVd+

Θ̂

3
K̂dVc−

Θ

3
AdVc +

1

2
ÊaV

ahcd −
1

2
ÊdVc

− (σac−ωac) DaVd−εdabH b
c V a+

κ̃2

3
q̃aV

ahcd −
κ̃2

3
Vcq̃d−

(
Θ̂

3
hcd+ω̂cd+σ̂cd

)
K̂aV

a

+K̂d (ω̂ca+σ̂ca) V a +

(
Θ

3
hcd+ωcd+σcd

)
AaV

a−Ad (ωca+σca) V a , (B.6)

h i
c h j

d na∇̃a (DiVj)−Dc

(
V ′
〈d〉

)

= − (Lc−Kc) V̇〈d〉−ÂcV
′
〈d〉−

Θ̂

3
DcVd−

Θ

3
KdVc+

Θ̂

3
ÂdVc −

1

2
EaV

ahcd+
1

2
EdVc

− (̂σac−ω̂ac)D
aVd −εdabĤ b

c V a− κ̃2

3
π̃aV

ahcd +
κ̃2

3
Vcπ̃d+

(
Θ

3
hcd+ωcd+σcd

)
KaV

a
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−Kd (ωca+σca) V a −
(

Θ̂

3
hcd+ω̂cd+σ̂cd

)
ÂaV

a+Âd (ω̂ca+σ̂ca) V a , (B.7)

D[aDb]Vc = ωabV̇〈c〉−ω̂abV
′
〈c〉+hc[aEb]dV

d+Ec[aVb]−hc[aÊb]dV
d−Êc[aVb]

−1

9

(
Θ2−Θ̂2

)
hc[aVb]−

Θ

3

(
σc[a−ωc[a

)
Vb]+

Θ̂

3

(
σ̂c[a−ω̂c[a

)
Vb]

−Θ

3
hc[a

(
σb]d+ωb]d

)
V d+

Θ̂

3
hc[a

(
σ̂b]d+ω̂b]d

)
V d− 1

3
Ehc[aVb]

−
(
σc[a−ωc[a

) (
ωb]d+σb]d

)
V d+

(
σ̂c[a−ω̂c[a

) (
ω̂b]d+σ̂b]d

)
V d

+
Λ̃

6
hc[aVb]+

κ̃2

6
(ρ̃−π̃+p̃) hc[aVb]+

κ̃2

3
hc[aπ̃b]dV

d+
κ̃2

3
π̃c[aVb] . (B.8)

A Tab szimmetrikus spur mentes 3−tenzorokon érvényes kommutációs relációk pedig:

h i
〈c h j

d〉 na∇̃a(Ṫ〈ij〉)−h i
〈c h j

d〉 ub∇̃b(T
′
〈ij〉)

= KT ′
〈cd〉+K̂Ṫ〈cd〉+KaDaTcd−K̂aDaTcd −2K〈cTd〉aA

a

+2Â〈cTd〉aK̂
a +2A〈cTd〉aK

a −2K̂〈cTd〉aÂ
a−2εab〈dT

a
c〉 Hb , (B.9)

h k
a h i

〈b h j
c〉 nd∇̃d (DkTij)−Da

(
T ′
〈bc〉

)

= − (La−Ka) Ṫ〈bc〉−ÂaT
′
〈bc〉−

Θ̂

3
DdTbc+E〈bTc〉a −(̂ωad+σ̂ad)D

dTbc

−2T d
〈b εc〉diĤ i

a −ha〈bT
d

c〉 Ed +
2Θ

3
ha〈bTc〉dK

d+
2Θ̂

3
Â〈bTc〉a −

2Θ̂

3
ha〈bTc〉dÂ

d

−2 (ωad+σad) K〈bT
d

c〉 +2 (ω̂ad+σ̂ad) Â〈bT
d

c〉 +2
(
ωa〈b+σa〈b

)
Tc〉dK

d

−2
(
ω̂a〈b+σ̂a〈b

)
Tc〉dÂ

d − 2Θ

3
K〈bTc〉a−

2κ̃2

3
ha〈bT

d
c〉 π̃d+

2κ̃2

3
π̃〈bTc〉a , (B.10)

h k
a h i

〈b h j
c〉 ud∇̃d (DkTij)−Da

(
Ṫ〈bc〉

)

=−
(
K̂a+La

)
T ′
〈bc〉+AaṪ〈bc〉−

Θ

3
DdTbc−Ê〈bTc〉a −(ωad+σad) DdTbc

−2T d
〈b εc〉diH i

a +ha〈bT
d

c〉 Êd −
2Θ̂

3
ha〈bTc〉dK̂

d+
2Θ̂

3
K̂〈bTc〉a−

2Θ

3
A〈bTc〉a

+2 (ω̂ad+σ̂ad) K̂〈bT
d

c〉 −2 (ωad+σad) A〈bT
d

c〉 −2
(
ω̂a〈b+σ̂a〈b

)
Tc〉dK̂

d

+2
(
ωa〈b+σa〈b

)
Tc〉dA

d +
2Θ

3
ha〈bTc〉dA

d+
2κ̃2

3
ha〈bT

d
c〉 q̃d−

2κ̃2

3
q̃〈bTc〉a . (B.11)

B.2. Infinitézimális bázis transzformációk

Egy infinitezimális transzformáció az (ua, na) diádról az (ua, na) diádra a megfelelő általános
relativitáselméleti eljárás [161] általánosításaként a következ̋oképpen definiálható:

ua = ua+υa+νna , ahol uaυa =naυa =0 , (B.12)

na = na+la+mua , ahol uala =nala =0 . (B.13)
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Itt υa, la, ν, m mindegyike kisO (1) mennyiség.1 Az új diád eleget tesz

uaua =−1 , nana =1 , uana =0 , (B.14)

kifejezéseknek, amelyek adják
ν =m . (B.15)

Amikor υa = la =0 a fenti paraméterek egy infinitezimális ortogonális transzformációt definiál-
nak (ez egy 2−dimenziós infinitezimális Lorentz boost). Aυa ésla paraméterek infinitezimális
transzlációt adnak. Ezek a transzformációk mérték szabadsági fokokat jelentenek.

A fundamentális algebrai tenzorokhab ésεabc a következ̋oképpen változnak:

hab = hab+2u(aυb)−2n(alb) , (B.16)

εabc = εabc−
(
ncεabel

e+2n[aεb]ce

)
le+

(
ucεabd+2u[aεb]cd

)
υd . (B.17)

Az új 3−metrika kielégíti ahabn
a =habu

a =0 feltételeket.
Az új diád vektorok kovariáns deriváltjainak felbontása:

∇̃aub = −uaAb+K̂uanb+Knanb+naKb+Lanb+
Θ

3
hab+ωab+σab , (B.18)

∇̃anb = naÂb+Knaub+K̂uaub−uaK̂b+Laub+
Θ̂

3
hab+ω̂ab+σ̂ab , (B.19)

amely a kinematikai mennyiségek alábbi transzformációs törvényeit eredményezi:

K = K−Âaυ
a+(Ka+La) la−mK̂+m′ , (B.20)

K̂ = K̂−Aal
a+

(
K̂a−La

)
υa−mK−ṁ , (B.21)

Θ̂ = Θ̂+mΘ+Dala−laÂa−υa
(
La−K̂a

)
, (B.22)

Θ = Θ+mΘ̂+Daυa+υaAa−la (Ka+La) , (B.23)

Ac = Ac+υbAbuc+K̂lc−lbAbnc+
Θ

3
υc+(ωac+σac) υa+m

(
Kc+K̂c

)
+υ̇〈c〉 , (B.24)

Âc = Âc−lbÂbnc−Kυc+υbÂbuc+
Θ̂

3
lc+(ω̂ac+σ̂ac) la+m

(
Kc+K̂c

)
+l′〈c〉 , (B.25)

Kc = Kc−Klc+ucυ
bKb−ncl

bKb+
Θ

3
lc+(σac+ωac) la+m

(
Ac+Âc

)
+υ′

〈c〉 , (B.26)

K̂c = K̂c+K̂υc−ncl
bK̂b+ucυ

bK̂b+
Θ̂

3
υc+(σ̂ac+ω̂ac) υa+m

(
Ac+Âc

)
+ l̇〈c〉 , (B.27)

Lc = Lc−K̂υc−Klc+ucυ
aLa−ncl

aLa−
Θ̂

3
υc

+
Θ

3
lc+Dcm−(σ̂cb+ω̂cb) υb+(σca+ωca) la , (B.28)

σ̂cd = σ̂cd+mσcd+D〈cld〉+υ〈c

(
K̂d〉−Ld〉

)
−l〈cÂd〉+2υaσ̂a(duc)−2laσ̂a(dnc) , (B.29)

σcd = σcd+mσ̂cd+D〈cυd〉−l〈c
(
Kd〉+Ld〉

)
+υ〈cAd〉−2laσa(dnc)+2υaσa(duc) , (B.30)

ω̂cd = ω̂cd+mωcd+D[cld]+υ[c

(
K̂d]−Ld]

)
−l[cÂd]+2υaω̂a[duc]−2laω̂a[dnc] , (B.31)

1A O (1) mennyiségek mindegyike eltűnik az identikus transzformációra. Az identikus transzformációtól csak
kissé térek el, ígyO (2)=O (1)

2 mennyiségeket eldobom.
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ωcd =ωcd+mω̂cd+D[cυd]−l[c
(
Kd]+Ld]

)
+υ[cAd]−2laωa[dnc]+2υaωa[duc] . (B.32)

Hasonlóan, a gravito−elektro−mágneses mennyiségek transzformációi:

E = E+2Eal
a+2Êal

a , (B.33)

Ek = Ek−mÊk−
4

3
E lk+Eaυ

auk−Eal
ank+εkabHaυb+Ekal

a−Fkaυ
a , (B.34)

Êk = Êk−mEk+
4

3
Eυk−Êal

ank+Êaυ
auk−εkabHalb+Êkaυ

a−Fkal
a , (B.35)

Hk = Hk−
ε ab

k

2
Êalb−

ε ab
k

2
Eaυb−nkHal

a+ukHaυ
a−ε ab

k Eaυb+Ĥkaυ
a−Hkal

a,(B.36)

Fkl = Fkl+2u(kFl)aυ
a−2n(kFl)al

a− 3

2
E〈kυl〉

+
3

2
Ê〈kll〉+mÊkl+mEkl−εab(kĤ a

l) υb−εab(kH a
l) lb , (B.37)

Êkl = Êkl+2mFkl+2υ〈kÊl〉−E〈kll〉+2u(kÊl)aυ
a−2n(kÊl)al

a−2εab〈kĤ a
l〉 lb , (B.38)

Ekl = Ekl+2mFkl−2l〈kEl〉+Ê〈kυl〉+2u〈kEl〉aυ
a−2n〈kEl〉al

a−2εab〈kH a
l〉 υb , (B.39)

Hkl = Hkl+mĤkl+
3

2
H〈kll〉−ε ab

(k Fl)alb+2ε ab
(k El)aυb

−ε ab
(k Êl)aυb−2n(kHl)al

a+2u(kHl)aυ
a , (B.40)

Ĥkl = Ĥkl+mHkl+
3

2
H〈kυl〉+ε ab

(k Fl)aυb−2ε ab
(k Êl)alb

+ε ab
(k El)alb+2u(kĤl)aυ

a−2n(kĤl)al
a . (B.41)

Az anyagi változók transzformációi:

ρ̃ = ρ̃−2υaq̃a−2mq̃ , (B.42)

π̃ = π̃+2laπ̃a−2mq̃ , (B.43)

p̃ = p̃− 2

3
υaq̃a−

2

3
laπ̃a , (B.44)

q̃ = q̃+laq̃a−υaπ̃a−m (ρ̃+π̃) , (B.45)

q̃a = q̃a−ρ̃υa−q̃la−2p̃υa−2π̃abυ
b+uaυ

cq̃c−nal
cq̃c−mπ̃a , (B.46)

π̃a = π̃a−q̃υa+2p̃la−π̃la+2π̃abl
b−nal

cπ̃c+uaυ
cπ̃c−mq̃a , (B.47)

π̃ab = πab+2p̃υ〈aub〉−2p̃l〈anb〉−2q̃〈aυb〉+2π d
〈a ub〉υd−2π c

〈a nb〉lc−2π̃〈alb〉 . (B.48)

Ellenőriztem, hogy azla =0=m esetben a brán szimmetrikus beágyazására aK̂, Θ̂, La =
−K̂a ésσ̂ab mennyiségeket eliminálva a (2.74)−(2.77) Lanczos egyenletek felhasználásával, és
eldobva a többi brán normálisával kapcsolatos mennyiséget, a bránon visszakapjuk az általános
relativitáselméletben fellépő kinematikai (Θ, σab, ωab, Aa) és anyagi (ρ, p, qa, πab) változók
transzformációs szabályait [161] infinitezimális bázis változtatásra. Hasonlóan, felhasználva a
(2.15) és (2.16) egyenleteket, megkapható a releváns 4d Weyl tenzor (Eab, Hab) projekcióinak
transzformációi.

A mellékletben származtatott transzformációs törvények alkalmazása során ki kell róni az
la =0=m−át a bránon (azért, hogyna továbbra is mer̋oleges legyen bránra), de ezen mennyisé-
gek bránra mer̋oleges irányú derváltjai (amit vessző jelöl) különbözhetnek nullától még a brán
mentén is.
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B.3. Gravitációs evolúciós és kényszer egyenletek egy aszim-
metrikusa beágyazott brán mentén

A gravitációs dinamikát brán mentén leíró RS2 egyenletek:

0 =
˙̂
Θ−DaK̂a+

(
K̂+

Θ̂

3

)
Θ−2K̂aAa+σ̂abσ

ab−κ̃2q̃ , (B.49)

0 =
˙̂
K〈a〉−Da

(
K̂ − 2

3
Θ̂

)
−Dbσ̂ab +

4Θ

3
K̂a

−
(
K̂ +

Θ̂

3

)
Aa− σ̂abA

b − ωabK̂
b+ σabK̂

b+ κ̃2π̃a , (B.50)

0 = Ė−DaÊa+
4

3
ΘE+Êabσ

ab−2ÊaA
a+σ̂ab ˙̂σ〈ab〉−σ̂abDaK̂b−K̂aDbσ̂ab+

2

3
K̂aDaΘ̂

−2AbK̂aσ̂
ab+

Θ

3
σ̂abσ̂

ab+

(
K̂+

Θ̂

3

)
σabσ̂

ab+σcaσ̂
c

b σ̂ab+
2Θ

3
K̂aK̂

a−σabK̂
aK̂b

− κ̃2

2
(ρ̃−π̃+p̃)·− 2κ̃2

3
Daq̃a−

2κ̃2

3
Θ (ρ̃+p̃)− 2κ̃2

3
Θ̂q̃− 4κ̃2

3
q̃aA

a− 2κ̃2

3
π̃abσ

ab, (B.51)

0 =
˙̂E 〈k〉+

4

3
ΘÊk−

1

3
DkE−

4E
3

Ak−DaÊka−ÊkaA
a−(ωka−σka) Êa+ ˙̂σ〈ka〉K̂

a +K̂aDaK̂k

−
(

K̂+
Θ̂

3

)
Dbσ̂kb+K̂aσckσ̂

c
a +

2

3

(
K̂+

Θ̂

3

)
DkΘ̂+

2Θ

3

(
K̂+

Θ̂

3

)
K̂k−2K̂aDkK̂a

+
K̂k

3
DaK̂a−2K̂aA〈kK̂a〉−σbaσ̂

b
k K̂a+

2K̂k

3
σabσ̂

ab+σ̂abDkσ̂ab−σ̂ a
b Dbσ̂ka−

σ̂ a
k

3
DaΘ̂

+εcabK̂
aωbσ̂ c

k +ε ab
k K̂cωaσ̂

c
b − 2κ̃2

3
π̃′
〈k〉+

κ̃2

6
Dk (ρ̃+3π̃−3p̃)+

2κ̃2

3

(
K̂− Θ̂

3

)
π̃k

−2κ̃2

3
Kq̃k−

2κ̃2

3
q̃
(
2K̂k+Kk

)
+

2κ̃2

3
π̃kaÂ

a− 2κ̃2

3
(π̃−p̃) Âk−

5κ̃2

3
σ̂kaπ̃

a , (B.52)

0 = Θ̇−DaAa+
Θ2

3
+Θ̂K̂−AaAa−2ωaω

a

+σabσ
ab−K̂aK̂a−E− Λ̃

2
+

κ̃2

2
(ρ̃+π̃+p̃) , (B.53)

0 = ω̇〈a〉−
1

2
ε cd

a DcAd+
2Θ

3
ωa−σabω

b , (B.54)

0 = σ̇〈ab〉−D〈aAb〉+
2Θ

3
σab+

1

2

(
K̂− Θ̂

3

)
σ̂ab−A〈aAb〉−

1

2
K̂〈aK̂b〉

+ω〈aωb〉+σc〈aσ
c

b〉 +
1

2
σ̂c〈aσ̂

c
b〉 +Eab+

1

2
Êab−

κ̃2

3
π̃ab , (B.55)
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0 = Daωa−Aaω
a , (B.56)

0 = D〈cωk〉+εab〈kD
bσ a

c〉 +2A〈cωk〉+Hab , (B.57)

0 = Dbσab−
2

3
DaΘ+ε ck

a Dcωk−
2Θ̂

3
K̂a+2ε ck

a Acωk+σ̂abK̂
b+Êa+

2κ̃2

3
q̃a , (B.58)

0 = Ė〈kj〉−
1

2
˙̂E 〈kj〉−εab〈kD

aH b
j〉 +

1

2
D〈kÊj〉+ΘEkj−

Θ

6
Êkj+Ê〈kAj〉−

2E
3

σkj

−1

2
Ê a
〈j

(
ωk〉a+σk〉a

)
+E a

〈k
(
ωj〉a−3σj〉a

)
+2ε ab

〈k Hj〉aAb−
1

2

(
K̂− Θ̂

3

)
˙̂σ〈kj〉

−σ̂ a
〈j

˙̂σk〉a−
1

2

(
K̂− Θ̂

3

)·

σ̂kj+K̂〈kDj〉

(
K̂−Θ̂

)
− Θ̂

3
D〈kK̂j〉+

σ̂ a
〈j
2

Dk〉K̂a+K̂〈kD
bσ̂j〉b

+
1

2
K̂aD〈kσ̂

a
j〉 +

Θ̂

3

(
K̂+

Θ̂

3

)
σkj−

7Θ

6
K̂〈kK̂j〉+

(
K̂− Θ̂

3

)
K̂〈kAj〉−

Θ

6
σ̂ a
〈j σ̂k〉a

−1

2

(
K̂− Θ̂

3

)
σ̂ a
〈k

(
ωj〉a+σj〉a

)
−Θ

6

(
K̂− Θ̂

3

)
σ̂kj−

1

2
K̂〈kσj〉bK̂

b− 1

2
σ̂ a
〈j ωk〉cσ̂

c
a

−1

2
σjkK̂

aK̂a+
3

2
K̂〈kωj〉aK̂

a+K̂〈kσ̂j〉aA
a+σ̂a〈jAk〉K̂

a− 1

2
σ̂ a

c σ̂ c
〈k σj〉a−

κ̃2

3
˙̃π〈kj〉

− κ̃2

3
D〈kq̃j〉+

κ̃2

3
π̃〈kK̂j〉−

4κ̃2

3
q̃〈kAj〉−

κ̃2

3
(ρ̃+p̃)σjk−

κ̃2

9
Θπ̃jk−

κ̃2

3
π̃ a
〈j

(
ωk〉a+σk〉a

)
, (B.59)

0 = Ḣ〈kj〉+εab〈kD
aE b

j〉 +
1

2
εab〈kD

aÊ b
j〉 +ΘHkj−3σa〈kH

a
j〉 −ωa〈kH

a
j〉

−2ε ab
〈k Ej〉aAb−

1

2
ε ab
〈k σj〉aÊb−

3

2
Ê〈jωk〉−

1

2
ε cd
〈k σ̂j〉cDd

(
K̂− Θ̂

3

)

+
1

2

(
K̂− Θ̂

3

)
εab〈kD

aσ̂ b
j〉 +

1

2
εab〈kD

aσ̂j〉cσ̂
cb+

1

2
εab〈kσ̂j〉cD

aσ̂cb

+Θ̂ω〈kK̂j〉+
Θ̂

3
ε ab
〈k σj〉aK̂b−

1

2
εab〈kK̂j〉D

aK̂b− 1

2
εab〈kK̂

bDaK̂j〉

+
ε ab
〈k
2

σj〉bσ̂
c

a K̂c−
3

2
σ̂ a
〈j ωk〉K̂a−

κ̃2

3
εab〈kD

aπ̃b
j〉−κ̃2q̃〈jωk〉−

κ̃2

3
ε ab
〈k σj〉aq̃b, (B.60)

0 = DaEak−
1

2
DaÊak+

1

3
DkE−3Hkaω

a+ε ab
k Hacσ

c
b+

Θ

3
Êk−

1

2
(3ωka+σka) Êa− 2Θ̂

9
DkΘ̂

−1

2
σ̂akD

a

(
K̂− Θ̂

3

)
− 1

2

(
K̂− Θ̂

3

)
Daσ̂ak−

1

2
σ̂ c

a Daσ̂ck+
2

3
σ̂abDkσ̂ab−

1

2
σ̂kbD

aσ̂ b
a

−K̂a

3
DkK̂a+

K̂a

2
DaK̂k+

K̂k

2
DaK̂a+

3ε ad
k

2
K̂cωaσ̂

c
d − σ̂ b

a

2
K̂aσkb−

2Θ̂

9
ΘK̂k+

Θ̂

3
σkbK̂

b

+Θ̂ε cd
k K̂cωd+

Θ

3
σ̂ a

k K̂a+
κ̃2

3
Daπ̃ak−

κ̃2

6
Dk(ρ̃−π̃+p̃)+

2κ̃2

9
Θq̃k−

κ̃2

3
q̃a(3ωka+σka), (B.61)
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0 = DaHak+
1

2
ε ab

k DaÊb−
4E
3

ωk+3Ekaω
a−ε ab

k Eacσ
c

b +
1

2
Êakω

a+
1

2
ε ab

k Êacσ
c

b − 1

2
K̂cωcK̂k

−ε ab
k

3
K̂bDaΘ̂− Θ̂

3
ε ab

k DaK̂b−
εabk

2
K̂cDbσ̂ a

c − ε ab
k

2
σ̂ c

a DbK̂c+
2Θ̂

3

(
K̂+

Θ̂

3

)
ωk−

K̂a

2
K̂aωk

+
1

2

(
K̂− Θ̂

3

)
σ̂ c

k ωc+
ε ac

k

2
σabK̂

bK̂c−
σ̂ab

2
σ̂abωk+

σ̂ca

2
σ̂ c

k ωa+
1

2

(
K̂− Θ̂

3

)
ε ab

k σ̂acσ
c

b

+
1

2
ε ab

k σ̂daσ̂
d

c σ c
b − κ̃2

3
π̃kaω

a+
κ̃2

3
ε ab

k Daq̃b+
2κ̃2

3
(ρ̃+p̃) ωk−

κ̃2

3
ε ab

k π̃ c
a σbc . (B.62)

B.4. Kinematikai, gravito-electro-mágneses és anyagi változók
Bianchi I brán-világra

Ebben a mellékletben átírom a [169]-ben megadott Bianchi I brán-világ megoldást a 3+1+1
kovariáns formalizmus változóiba. Ez a brán-világ megoldás tartalmaz egy a tetszőlegesV (y)
függvényt. Itt azy koordináta nem a brán normálisa menti integrálgörbe paramétere. AV (y)
függvényt a konkrét brán beágyazása rögzíti [169]. Az 5d megoldást [169] (10), (17)-(19) és
(25) egyenletei adják, amíg a 3+1+1 felbontáshoz szükségesu ésn duális vektorokat (37) és
(40) egyenletek.

A kinematikai mennyiségeket az B.1. és B.2. táblázatok, amíg agravito-elektro-mágneses
mennyiségeket az B.3. és B.4. táblázatok tartalmazzák. Az B.2.és B.4. táblázatokban található
mennyiségek az újak [169]-hez képest. A táblázatokban a vessz̋o azy szerinti deriválást jelenti.

B.1. táblázat. Brán kinematikai mennyiségek (első oszlop) a [169]-ben megadott brán-világra
(második oszlop: jelölések és egyenlet számok a [169] hivatkozásból származnak).

kinematikai mennyiség [169] metrikájára

Aa 0
Θ Θ, (63) egyenlet
σab σAB, (64)-(65) egyenletek
ωa 0

B.2. táblázat. Nem brán kinematikai mennyiségek (első oszlop) [169]-ben megadott brán-
világra (második oszlop: jelölések a [169] hivatkozásból származnak).

kinematikai mennyiség [169] metrikájára

K̂ ε√
1−V 2

(
u′

4u
+ C0

u
+ V V ′

1−V 2

)

K − 1√
1−V 2

(
V u′

4u
+ V C0

u
+ V ′

1−V 2

)

Θ̂ ε√
1−V 2

(
3u′

4u
− C0

u

)

Âa 0

K̂a 0
Ka 0
La 0
ω̂a 0

σ̂ab

3∑
i=1

σ̂ieiaeib , σ̂i = ε
3u

√
1−V 2

(C0 + 3Ci)
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B.3. táblázat. Brán gravito-elektro-mágneses mennyiségek (els̋o oszlop) [169]-ben megadott
brán-világra (második oszlop: jelölések és egyenlet számok a [169] hivatkozásból származnak).

brán gravito-electro- [169] metrikájára
mágneses mennyiségek

E −κ2U , (53) egyenlet
Êa 0

Êab −κ2PAB, (54)-(55) egyenletek

B.4. táblázat. Nem brán gravito-elektro-mágneses mennyiségek (els̋o oszlop) [169]-ben mega-
dott brán-világra (második oszlop: jelölések a [169] hivatkozásból származnak).

nem brán gravito-electro- [169] metrikájára
mágneses mennyiségek

Ea 0
Ha 0

Eab

3∑
i=1

Eieiaeib , Ei = − 1
6u2

[
(C0 + 3Ci) u′ − 3

2
C − 2 (C2

0 + 3C2
i )

]

+ 1
4u2(1−V 2)

[(C0 + 3Ci) u′ − C + 4Ci (C0 − Ci)]

Fab

3∑
i=1

Fieiaeib , Fi = εV
(1−V 2)u2

[
C0+3Ci

4
u′ + Ci (C0 − Ci) − C

4

]

Hab 0

Ĥab 0

A brán anyagi változókat [169]-ben megadták. Bránon kívüli anyag nincs.
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C. függelék

Általános relativisztikus analógia: a
Bertotti-Robinson metrika, mint az
extrémális Reissner-Nordström térid̋o
horizont régiója

A Reissner-Nordström metrika azm tömegű ésQ töltésű pont test, küls̋o, gömbszimmetrikus,
sztatikus, elektro-vákum téridejét írja le. A téridőben két esemény horizont van, amelyek a
Q = m extrémális esetben egybeesnek és helyzetüketr = m adja. Extrémális esetben az
ívelem négyzet:

ds2
RN = −

(
1 − m

r

)2

dt2 +
(
1 − m

r

)−2

dr2 + r2dΩ2 , (C.1)

aholdΩ2 az egység sugarú 2−dimenziós (2d) gömb ívelem négyzete. Azért, hogy egy közelítő
kifejezést kapjunk a metrikára a horizont közelében, bevezetjük aρ = r−m [225] koordinátát,
így (C.1):

ds2
RN = −

(
ρ

ρ + m

)2

dt2 +

(
ρ

ρ + m

)−2

dρ2 + (ρ + m)2 dΩ2 . (C.2)

Közel a horizonthoz (ρ ≈ 0) az extrémális Reissner-Nordström téridő közelít̋o kifejezése:

ds2
hRN = −

( ρ

m

)2

dt2 +
( ρ

m

)−2

dρ2 + m2dΩ2 . (C.3)

Alkalmazva azi.) t
′

= it; ii.) ρ = m exp (−τ ′) cosh z, t′ = m exp (τ ′) tanh z; iii.) τ = iτ ′

koordináta transzformációkat kapható [225]:

ds2
hRN = m2

[
− cosh2 z dτ 2 + dz2 + dΩ2

]
. (C.4)

A koordináta transzformáció sorozat szintén írható, mint

ρ = m exp (iτ) cosh z ,

t = −im exp (−iτ) tanh z , (C.5)

aminek inverze:

z = arcsinh
iρt

m2
, 2iτ = ln

m2ρ2

m4 − t2ρ2
. (C.6)

Az extrémális Reissner-Nordström téridő energia-impulzus tenzora(t, r, θ, ϕ) koordináták-
ban:

T a
b =

m2

r4
diag (−1 ,−1 , 1 , 1 ) . (C.7)
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Bevezetve aρ = r − m koordinátátρ ≈ 0-ra kapható:

T a
b =

1

m2
diag (−1 ,−1 , 1 , 1 ) . (C.8)

A (C.3) közelít̋o horizont metrika egzakt megoldása az 5d Einstein egyenletnek a (C.8) energia-
impulzus tenzorral. Továbbá alkalmazva a (C.5) komplex koordináta transzformációt a (C.8)
energia-impulzus tenzor nem változik.

Ez az energia-impulzus tenzor egy tiszta elektromos mezőt ír le. Reissner-Nordström téri-
dőben(t, r, θ, ϕ) koordinátákban a térerősség tenzor nem eltűnő komponesei

Ftr = −Frt = −Q

r2
. (C.9)

A Q = m extrémális esetben azr = m degenerált horizonton pedig:

Ftr = −Frt = − 1

m
. (C.10)

A Bertotti-Robinson térid̋o [226], [227] kozmológiai állandó jelenlétében, kovariánsan kons-
tans elektromágneses mező generálta konstansr+ ésr− görbületi sugarú 2d Riemann felületek
szorzata. Az ívelem négyzet általános formája:

ds2
BR = −

(
1 +

x2

r2
+

)
dt2 +

(
1 +

x2

r2
+

)−1

dx2 + r2
−dΩ2 . (C.11)

Alkalmazva a következ̋o koordináta transzformációt:

arcsinh
x

r+

= z , t = r+τ (C.12)

amelyik adja, hogy1 + x2/r2
+ = cosh2 z, a Bertotti-Robinson metrika:

ds2
BR = r2

+ [− cosh2 z dτ 2 + dz2] + r2
− dΩ2 , (C.13)

amelyik (C.4)-et adja, ha a két Riemann felület görbületi sugarai megegyeznek:

r+ = r− = m . (C.14)

A görbületi sugarak egyenlősége egyenértékű a kozmológiai állandó eltűnésével, így ekkor a
téridőt tiszta elektromágneses mező generálja.

A Bertotti-Robinson térid̋oben a térer̋osség tenzort [226] (17) egyenlete adja, amely párhu-
zamos elektromos és mágneses mezőt ír le. A (τ , z, θ, ϕ) koordinátákban az energia-impulzus
tenzor

T a
b = µdiag (−1 ,−1 , 1 , 1 ) . (C.15)

Itt µ = 1/m2 [lásd (C.8)] kapcsolatban áll az elektromágneses mező két invariánsával

µ2 =
(
h

2 − e
2
)2

+ (2eh)2 . (C.16)

Az energia-impulzus tenzor csakµ-től függ, amit a geometria meghatároz. Ezért a másik kulcs
információ az elektromágneses mezőről, amit

α = −1

2
arctan

2eh

h2 − e2
(C.17)

paraméter ad, megmarad határozatlannak. Azα megfelel̋o megválasztásával az elektromágne-
ses mez̋o tisztán elektromos mező lesz ése2 =1/m2, egyezésben (C.10) forrásával.
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D. függelék

Az általánosított RS2 brán modellek
szupernóva adatokkal való tesztje Weyl
folyadék jelenlétében

D.1. A modellek szelektált szupernóva adatokkal való össze-
vetése

2003-ban 230 Ia típusú szupernóvára publikáltakdL–z adat párokat [228], közülük 60 rendel-
kezett alacsony abszorpcióval (AV .1) és z > 0.01 vöröseltolódással. Azért, hogy könnyen
összehasonlítható eredményt kapjunk a korábbi munkákkal,itt szintén ezeket a szelektált ala-
csony abszorpciós adathalmazt használjuk a vizsgálatok nagyobb részében. Az alap szupernóva
adathalmazt még amit itt használunk 2006-ban publikálták [229].

Összehasonlítjuk a szupernóva megfigyeléseket néhány a 2.5.1. alfejezetben tárgyalt model-
lel. Az D.1. ábra mutatja logaritmikus és lineáris skálákona luminozitás távolság-vöröseltolódás
relációkatz = 2.5-ig. Az ábrákk = 0 ésΩρ = 0.27 érteke mellett készültek (az SDSS és a
WMAP 1-éves adatai kombinált analízise eredményének megfelelően [230]). Részletesebben,
a luminozitás távolság-vöröseltolódás relációt mutatjukaz ábrán a következő modellekre:

• Az LWRS modellΩλ = α = 0-ra (a perturbatív megoldást a luminozitás távolság-
ra a (2.291), (2.295)-(2.296), (2.297), (2.299) és (2.301)egyenletek szolgáltatják), az
Ωd = −0.05 (1 görbe) ésΩd = 0.05 (3 görbe) értékére.Ωd > 0-ra a modellben a brán-
nak energiát kell sugároznia a korai időszakban és a struktúraképződéskor ahhoz, hogy az
univerzum ismert történetével összhangba kerüljön (D.3. alfejezet). Így folytonosan nö-
vekvő fekete lyuk(ak) képz̋odik (képz̋odnek) a magasabb dimenziós téridőben. Amint ez
a sugárzás eltűnik az 5d téridő Weyl görbülete egy késői sötét sugárzásként hat a bránon.

• A ΛCDM modell, a luminozitás távolságot (2.295)-(2.296) egyenletek adják (2 görbe).

• Sötét sugárzás mentes ésλ = 2Λ/κ2 brán-feszültségű modell [(2.287) egyenlet adja
az analitikus kifejezését a luminozitás távolságnak], ahol a két lehetséges értékét a brán
kozmológiai állandónak azΩΛ = 0.704 (4 görbe) ésΩΛ = 0.026 (6 görbe) adja. Az
ΩΛ = 0.704 esetén a modell hasonló azokhoz, melyeket [208]-ban tanulmányoztak.

• Az RS2 modell kés̋oi univerzumΩλ = 0 határesete Randall-Sundrum finom hangolással
(ΩΛ = 0), amely a sötét sugárzás hatalmas hányadát tartalmazzaΩd = 0.73 ((2.282)
egyenlet) (5 görbe).

Az D.1. ábrán az említett modelleket kirajzoltuk összehasonlítva az alacsony abszorpciós
szupernóva adatokkal [228] (vörös háromszögek) és a Gold adatokkal [18] (fekete pontok).
A mérési hibák a megfelelő színekkel vannak jelölve. A lineáris skálán készült diagrammok
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D.1. ábra.Luminozitás távolság-vöröseltolódás reláció összehasonlítása a szupernóva adatokkal szelek-
tált brán-világ kozmológiák ésΛCDM esetén. Az ábrázolás a baloldalon logaritmikus, míg a jobboldalon
lineáris. A szelektált alacsony abszorpciós szupernóva adatokat [228] vörös szín jelzi, amíg a fekete pon-
tok a Gold [18] adathalmazt jelölik. Logaritmikus skála esetén mindkét halmazra feltüntettük a mérési
hibákat, amiket az áttekinthetőség érdekében a lineáris skálájú ábrákon elhagytunk. Az ábrázolt model-
lek aΛCDM (2); brán modellek kozmológiai konstanssal és sötét sugárzási taggal (1 és 3); kozmológiai
konstans nélkül, de sötét sugárzási jelenlétében (5); és kozmológiai konstanssal, aholΛ = κ2λ/2, emiatt
a bránfeszültség alacsony (4, 6) és nincs sötét sugárzás. (Az ábráért köszönet Szabó Gyulának).

jobban kiemelik a modellek közötti különbségeket és azt, hogy azok mennyire illeszkednek a
megfigyelésekhez.

Az 1, 3 és 4 görbe ábrázolta modellek szemre ugyanolyan jól illeszkednek a megfigye-
lésekhez, mint aΛCDM (2 görbe). Ezzel szemben az 5 és 6 görbék jelentette modelleket a
megfigyelések nem támasztják alá. A modell, amelyben nincs brán kozmológiai állandó, de
jelent̋os sötét sugárzás vanΩd = 0.73, Ωλ = 0 (6 görbe), illetve a modell, amelyben a brán koz-
mológiai állandó és a brán-feszültség kapcsolata:Λ = κ2λ/2, ΩΛ = 0.025 (5 görbe) jelent̋osen
inkonzisztensek a megfigyelésekkel, mivelχ2 = 213, illetve 3951.

A talált χ2 = 50 érték aΛ = κ2λ/2-modell, melybenΩΛ = 0.704 (4 görbe) csekély
mértékben jobb, mint aΛCDM. Azonban a piciλ = 38.375×10−60TeV4 brán-feszültség érték,
amely ehhez a modellhez tartozik sokkal alcsonyabb, mint aλ minimum értékére vonatkozó
ismert korlátok (lásd 2.6. alfejezet).

A legjobb illeszkedést azon brán kozmológiai állandót tartalmazó modellre találunk, amely-
ben a brán-feszültség magas (ez vezet azΩλ ≈ 0-ra) és amelyben a sötét sugárzásnak kis járu-
léka jelenik megΩd = ±0.05 (1 és 3 görbe). AzΩd = −0.05-re aχ2 = 65 értéket találjuk,
amelyik még elfogadható. AzΩd = 0.05 esetébenχ2 = 49.

1A Randall-Sundrum finomhangolt brán modellek azΩd és Ωλ más értékeire is rossz egyezést mutattak a
szupernóva adatokkal. Aχ2-et (3.10) egyenlet definiálja.
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D.2. ábra.A luminozitás távolság-vöröseltolódás reláció összehasonlítása a Gold adathalmazzal [18]
az életképes brán-világ és aΛCDM modellek esetén [(1)-(4) görbe az D.1. ábrán] mind logaritmikus
(baloldal) és lineáris skálán. (jobboldal). A legjobb illeszkedés az5% sötét sugárzást tartalmazó (3)
brán világ mutatja. (Az ábráért köszönet Szabó Gyulának).

D.2. A Gold2006 szupernóva adatok

Riess és társai [229]-ben publikálták a182 szupernóvából álló új adat halmazt, amely magában
foglalja a Hubble űr teleszkóppal (HST) történt új megfigyeléseket és a korábbi mérések újra
kalibrálását. Érdekes kérdés, hogy az újra kalibrálás, hogyan hat az el̋oző alfejezetben a jól
illeszked̋o sötét sugárzást tartalmazó modellekre levont következtetésekre.

FeltesszükΩρ = 0.27, ahogy korábban. Ebben az esetben aχ2 kritikus értéke 80% és 90%
konfidencia szint esetén197, illetve 209. Az D.2. ábrán látható 1-4 görbék reprezentálta mo-
dellek a következ̋oképpen viselkednek. Az LWRS modellΩd = −0.05 esetén 80% konfidencia
szinten kívül esik (χ2 = 204). A λ = 2Λ/κ2 ésΩΛ = 0.704 paraméterekkel rendelkező mo-
dellek a 90% konfidencia szinten is kívül esnek (χ2 = 221). Amint azt a korábbi analízisből
vártuk, aΛCDM modell (χ2 = 192) és azΩd = 0.05 paraméterű LWRS modell (χ2 = 194) jól
illeszkedik a megfigyelésekkel. Megjegyezzük, hogyΩd-t a−0.03 és0.07 között változtatva az
LWRS modell a 80% konfidencia szinten belül van.

Az LWRS modell illeszkedését a Gold2006 adathalmazhoz a D.3a ábra mutatja azΩd −
Ωρ síkon. A χ2 globális minimuma (χ2 = 190.52) az Ωd = 0.040, Ωρ = 0.225 paraméter
párosnál található. Így sötét sugárzás jelenlétében kevesebb sötét anyag szükséges a szupernóva
megfigyelések alapján, mintΛCDM esetén (Ωd = 0), amely a legjobb illeszkedést azΩρ =
0.275 esetén mutatja, ahol aχ2-nek lokális minimuma található (χ2 = 195.8). Ez a lokális
minimum azonban kívül esik az 1σ konfidencia intervallumon. Az LWRS modell tesztjét az
ΩΛ − Ωρ síkon az D.3b ábrán mutatjuk. A globális minimum azΩΛ = 0.735, Ωρ = 0.225
paraméter értékeknél van, amíg aΛCDM modell lokális minimuma azΩΛ = 0.725-re található.

Az ábrákon van egy fehérrel jelölt tilos tartomány amiatt, hogy a Friedmann egyenlet az
LWRS modellre [

H (z)

H0

]2

= ΩΛ + Ωρ (1 + z)3 + Ωd (1 + z)4 > 0 , (D.1)

amit kombinálvaΩΛ + Ωρ + Ωd = 1-el, a következ̋o kényszert kapjuk

Ωd

[
(1 + z)4 − 1

]
+ Ωρ

[
(1 + z)3 − 1

]
+ 1 > 0 (D.2)

azΩd − Ωρ síkon és

ΩΛ

[
(1 + z)4 − 1

]
− (1 + z)3 [1 + z (1 − Ωρ)] < 0 (D.3)

azΩΛ − Ωρ síkon.
A tilos tartomány mindkét esetbenz-vel nő. Ha ki akarjuk terjeszteni a modellt az → ∞, a
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(a)

(b)

D.3. ábra.A luminozitás-vöröseltolódás reláció a sötét sugárzást tartalmazó brán-világ modellekre
(amely magában foglalja aΛCDM modellt azΩd= 0-ra) azΩd−Ωρ síkon [(a) ábra] és azΩΛ−Ωρ

síkon [(b) ábra]. (a) ábra: A szupernóva adatok azΩρ= 0.225, Ωd= 0.040 preferált értéket határoz-
zák meg. A kontúrok az 1σ, és 2σ konfidencia szinteknek felelnek meg. Aχ2 globális, illetve lokális
minimumát jelöltük az ábrán. A lokális minimum aΛCDM modell legjobb illeszkedésnek felel meg
(Ωρ= 0.275, Ωd= 0). A fehér régió feltéve a modell érvényességétz = 3-ig a szövegben elmagya-
rázott tilos tartományt mutatja. (b) ábra: Aχ2 globális minimumaΩΛ= 0.735, Ωρ= 0.225-nál van,
és van egy lokális minimuma, amely aΛCDM modell legjobb illeszkedésének felel meg (ΩΛ= 0.725,
Ωρ= 0.275). (Az ábráért köszönet Szabó Gyulának).

határ görbe alimz→∞ Ωmin
d (z, Ωρ) = 0 azΩd − Ωρ síkon éslimz→∞ Ωmax

Λ (z, Ωρ) = 1 − Ωρ az
ΩΛ − Ωρ síkon. Azonban az LWRS modell csak alacsonyz-kre érvényes, és a tilos tartományt
a z = 3-ra ábrázoltuk.

D.3. Az LWRS modell kompatibilitása Ωd = 0.04 és α = 0

paraméterekre a kozmológiai evolúcióval

A sötét sugárzás energiasűrűsége túl gyorsan csökken a kozmológiai evolúció során ahhoz,
hogy számottev̋o hányadot képezzen jelenleg. Ebben az alfejezetben ezt a problémát járjuk
körül és megmutatjuk, hogy egy energia kicserélődés a brán és a magasabb dimenziós téridő
tartományok között az univerzum korábbi fejlődési szakaszában (z > 3) képes a számottevő
sötét energia hányadhoz vezetni.

A sötét sugárzás energiasűrűségére [203]-ban származtatott kényszer:

−0.41 ≤ ρd (zBBN)

ργ (zBBN)
≤ 0.105 , (D.4)
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ahol ργ (zBBN) = βT 4
BBN a foton háttér sugárzás energiasűrűsége a BBN kezdetén. Aβ

együttható

β =
π2

30
g∗

k4
B

(~c)3 = 3.78 × 10−16 g∗ J m−3 K−4 , (D.5)

ahol g∗ a h̋omérséklet függ̋o relativisztikus szabadsági fokok effektív száma [111], [231]. A
BBN kezdeténg∗ = 10.75 [232], ekkorTBBN = 1.16 × 1010 K. Ennélfogvaργ (zBBN) =
7.37 × 1025 J m−3, így a (D.4) kényszer

−3.02 × 1025 Jm−3 ≤ ρd (zBBN) ≤ 7.74 × 1024 Jm−3 . (D.6)

Megjegyezzük, hogy a megengedett negatív tartományρd (zBBN)-re nagyobb, mint a pozitív.
Jelenleg a háttérsugárzás hőmérsékleteT0 = 2.725 K, amely ag∗ = 3.36 értéket eredmé-

nyezi [231], [232]. A háttérsugárzás jelenlegi energiasűrűsége:

ργ (z = 0) = 7.01 × 10−14 Jm−3 . (D.7)

Felhasználva, hogyH0 = 73+3
−3 km s−1 Mpc−1 [211], aρ ésΩ kapcsolata (mind fotonra, illetve

sötét sugárzásra):
ρd,γ = 9.00 × 10−10 Ωd,γ Jm−3 . (D.8)

Így Ωγ jelenlegi értéke
Ωγ = 7.74 × 10−5 , (D.9)

amely elhanyagolhatóan kicsi. Ha a Weyl forrás tag az egész kozmológiai evolúció során su-
gárzásként viselkedikΩd még kisebb lenne. A (D.6), és (D.8) egyenletekből következik, hogy

−1.02 × 10−4 ≤ Ωd ≤ 2.62 × 10−5 . (D.10)

Nagyságrendileg|Ωd| kisebb, vagy megegyezik azΩγ-val.
Azonban, ha a brán sugárzik a struktúraképződés alatt, azm tömeg paraméter függvénye

lesz a skála faktornak:m ∝ aα, ahol1 ≤ α ≤ 4 [207]. Ekkor az energiasűrűsége aza4−α

szerint skálázódik.
Tegyük fel, hogy a brán egyensúlyi konfigurációban van (α = 0) a 0 ≤ z ≤ z1 tartomány-

ban. Egy korábbi id̋oszakbanz1 < z ≤ z∗ a brán sugárzik, ígyα 6= 0, végezetül a BBN kezdete
utánz∗ < z ≤ zBBN újra egyenesúlyban (α = 0). Itt zBBN = (TBBN/T0) − 1 = 4.26 × 109.
Ebben az esetben

ρd (zBBN) = ρd

(
a0

a1

)4 (
a1

a∗

)4−α (
a∗

aBBN

)4

= ρd

(
1 + z1

1 + z∗

)α

(1 + zBBN)4 . (D.11)

Behelyettesítve ezt (D.6) egyenletbe, és alkalmazva (D.8)-et, kapjuk:

−1. 02 × 10−4 ≤
(

1 + z1

1 + z∗

)α

Ωd ≤ 2. 62 × 10−5 . (D.12)

Az α = 0 speciális esetben visszanyerjük a korábbi (D.10) kényszert, mígα > 0-ra kapjuk:

z∗ ≥ (1 + z1) [max (−0.98 Ωd, 3. 82 Ωd)]
1/α × 104/α − 1 . (D.13)

Specifikáljuk ezt az eredményt azΩd = 0.04 megfigyelésekhez legjobban illeszkedő para-
méter értékre. Azα függvényében a következő numerikus relációk állíthatók fel a brán sugárzás
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kezdete és vége között:

z∗ ≥





1527. 80 + 1528. 80 z1 , α = 1
38. 10 + 39. 10 z1 , α = 2
10. 52 + 11. 52 z1 , α = 3
5. 25 + 6. 25 z1 , α = 4

. (D.14)

Evidens, hogyz∗ nő z1-el, és csökkenα-val. A legalacsonyabb határ az LWRS modellben
z1 = 3. Ekkor

z∗ ≥





6114. 20 , α = 1
155. 40 , α = 2
45. 08 , α = 3
24. 01 , α = 4

. (D.15)

Az α magas értékeire azΩd jelenlegi viszonylag nagy értékét okozható brán sugárzás időszaka-
sza viszonylag rövid.

D.4. ábra.Ugyanaz, mint D.3 ábrán, deα = 2 (bal oldal) ésα = 3 (jobb oldal). Az ábrákat azΩd−Ωρ

síkban készítettük. Aχ2 minimum helye egy elnyúlt tartományt képez, amely mutatja, hogy az adatokkal
való kompatibilitásΩd értékére csak kissé érzékeny. (Az ábráért köszönet Szabó Gyulának).

D.5. ábra.Ugyanaz, mint D.4. ábrán, deΩΛ−Ωρ síkban. Az LWRS modell aΛCDM modellhez képest
azΩΛ alacsonyabb értékeire is jól illeszkedik, amely annak lehetőségét kínálja, hogy a sötét energia egy
része sugárzó brán esetén kiváltható Weyl folyadékkal. (Az ábráért köszönet Szabó Gyulának).

D.4. Az LWRS modell összevetése a szupernóva adatokkalα =

2, 3 esetén

Az α megváltozását okozó ismert mechanizmus hiánya miatt, megvizsgáljuk azokat az eseteket,
amikorα = 2 és3 a teljes kozmológiai evolúció során. Azért, hogy a luminozitás távolságot
megadó analitikus perturbatív megoldás érvényességét megőrizzük, azΩd paramétert a−0.1–
0.1 intervallumra korlátozzuk, és feltesszük az univerzum térbeli síkságát.
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Az LWRS modell szupernóva adatokkal való összevetése nagyjából ugyanazt eredményezi,
mint α = 0 esetben. A megjegyezhető különbség, hogy aχ2 minimum értéke rézsútosan
elnyúlik azΩρ–Ωd (lásd D.4. ábra), illetve azΩρ–ΩΛ (lásd D.5. ábra) térben. Ezért irreleváns
itt a megfigyelésekhez legjobban illeszkedő kozmológiai paraméterekről beszélni. Azα = 2
és3 esetén egy komplett modell család létezik, amely ugyanolyan jól meg tudja magyarázni a
szupernóva adatokat. AzΩρ-nak azΩd-től való függése kisebb azα = 2 és3 esetekben, mint
α = 0-ra. Az α növekedése estén a minimum egyre meredekebb lesz egyre jobban korlátok
közé szorítvaΩρ lehetséges értékeit, amígΩd egyre nagyobb tartományt ölel át. Mivel az 1σ
és 2σ kontúrok aα = 2, 3-ra kisebbΩΛ-t is megengednek, mint aΛCDM-ben, ezért a Weyl
folyadék a sötét energia egy részére nyújthat magyarázatot.
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