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Bevezetés

A kifejezések” specidlisan a ,szavak” mindig kozponti sze-
repet jatszottak az algebrai vizsgalatokban. Szemléletesen szolva
a kifejezések valtozokbol és miveleti jelekbdl felépitett olyan jel-
sorozatok, amelyek adott tipusu algebrak esetén ,kiértékelhetsk”,
azaz végrehajthato miveletsorozatot irnak el6, akdrmilyen eleme-
ket is helyettesitiink a valtozok helyére. Kifejezés példaul egy
Boole-kifejezés a Boole-algebrak korében, egy egész egyiitthatos
polinom a gytriik koérében, illetve valtozok és azok inverzeinek
egy sorozata a csoportok korében. Ha egy kifejezést egy meg-
felel6 tipust algebran az Osszes lehetséges modon kiértékeliink,
akkor egy fiiggvényt n-valtozos kifejezés esetén n-valtozos fiige-
vényt  kapunk az algebra felett. Az igy kaphato fliggvénye-
ket az algebra kifejezésfiigguényeinek hivjuk. Példaul a Boole-
tiiggvények a Boole-kifejezésekhez tartozo kifejezéstiiggvények a
kételemi Boole-algebra felett. Két kifejezést ekvivalensnek tekin-
tiink egy adott algebra felett, ha nincs olyan kiértékelés, amely
mellett a két kifejezés kiilonbozd értéket vesz fel, azaz, ha a két
kifejezés ugyanazt a kifejezésfiigevényt hatarozza meg az algeb-
ran. Egy algebra kifejezéstiiggvényeinek szama az algebra fontos
jellemzGje. Példaul koézismert, hogy a kételemt Boole-algebra fe-
lett az Osszes fiiggvény, azaz Osszes Boole-fliggvény kifejezésfiige-
vény. Hasonloan jol ismert tény, hogy ha egy véges test esetében
az Osszes elemet, mint konstanst, azaz mint 0-valtozos mitiveletet,
felvessziik alapmiiveletnek a szokasos alapmiiveletek mellé, akkor
az igy kapott algebra felett minden fliggvény kifejezéstiiggvény.
Nyilvanval6, hogy egy k-elemi algebra felett pontosan akkor &ll
el6 minden fiiggvény kifejezéstiiggvényként, ha az n-valtozos kife-
jezéstiiggvények szama k*".

Algebrak egy osztalyan valamely azonossag teljesiilése ebben a
terminol6giaban azt jelenti, hogy az azonossagot alkotd két kifeje-
7¢s ekvivalens az osztaly Osszes algebréja felett; roviden: a két ki-



fejezés ekvivalens az osztaly felett. Az azonosdgokkal definialhato
osztalyt varietisnak nevezik. Pédaul vartietas az 0sszes csoportok
osztalya, az Abel-csoportok osztalya, a Boole-algebrak osztalya, a
gytrtk osztalya, stb. Ismert, hogy tetsz6leges )V varietasban min-
den X halmaz esetén létezik tgynevezett X dltal generdlt szabad
algebra, és izomorfiatol eltekintve egyértelmiien meghatarozott. A
,szabad” jelz6 arra utal, hogy ez a ,legaltaldnosabb” X altal ge-
neralt algebra V-ben abban az értelemben, hogy minden X altal
generéalt V-beli algebra ennek homomorf képe. Az X altal gene-
ralt V-beli szabad algebra egyik modellje az az Fy(X) algebra,
amelynek elemei a kifejezések V feletti ekvivalenciaosztélyai, és

amelynek alapmiveleteit a kifejezésekre természetes moédon adodo
alapmiiveletek indukaljak. Ha |X| = n (n € Ny), akkor Fy(X)
helyett Fy(n)-et irunk. Igy |Fy(n)| éppen a V felett ,lényegesen
kiilonb6z6”, azaz paronként nemekvivalens n-valtozos kifejezések
szama. Benniinket olyan V varietasok érdekelnek, ahol Fy(n)
minden n-re véges, azaz V-ben minden végesen generalt algebra
véges. Ekkor a V varietds szabad spektrumdn az |Fy(n)| (n € Ny)
sorozatot értjiik. Példaul a Boole-algebrak varietdsanak szabad
spektruma |Fy(n)| = 22" (n € Ny).

Ha a V varietas végesen generdlt, azaz V-t egy A véges algebra
generélja, akkor konnyen lathato, hogy |Fy(n)| éppen az A feletti
kifejezéstiiggvények szama. Specialisan, ha A elemszama k, akkor
IFy(n)| < k¥, Masrészt, ha k > 2, akkor [Fy(n)| > n. Azonban
az adott korlatok kozott sem lehet tetszdleges a szabad spektrum,
err6l szolnak az Ggynevezett hézagtételek. Példaul, ha a V) varietéas
végesen generalt, akkor vagy van olyan ¢ pozitiv valos és k pozitiv
egész szam, amelyre |Fy(n)| < cn, vagy pedig |[Fy(n)| > 27*
teljesiil valamely k pozitiv egészre és barmely n-re (Theorem 12.2,
[HM]). J. Berman |Be| a téma egy masik megkozelitését adta: az
egyszerd algebrak altal generalt varietasok szabad spektrumat a
szelid kongruenciak nyelvén jellemezte.

Végesen generélt varietasoknél gyakran szoros kapcsolat van a



generalo algebra struktiraja és a varietas szabad spektruma ko-
z0tt. G. Higman [Hi| és P. Neumann [Ne| bizonyitotta, hogy ha G
véges csoport, akkor a G altal generalt varietasban az n elem altal
generalt relativan szabad csoport mérete pontosan akkor exponen-
cialis n-ben, ha G nilpotens, egyébként pedig dupla-exponenciélis.

Egy n-valtozos kifejezéstiiggvény nem feltétleniil flige az Osszes
valtozojatol, azaz nem valodi n-valtozos kifejezéstiiggvény. Az A
algebra feletti valodi n-valtozos kifejezésfiiggvények szamat p,, (A)-
val szokés jelolni, és a p,(A) (n € Ny) sorozat neve: az A algebra
pn-sorozata. Szoros kapcsolat van az A algebra p,,-sorozata és az
A altal generalt V varietas szabad spektruma koézott, ugyanis tet-
sz6leges n € Nora [Fy(n)| = Y (1)pr(A). Az irodalomban
szamos cikk foglalkozik a p,-sorozatok altalanos tulajdonsigéval,
illetve azzal, hogy milyen Osszefiiggések vannak az algebra és a p,-
sorozatanak tulajdonsagai kozott. Félecsoportok p,-sorozatainak
tulajdonsagait vizsgaltdk a kovetkezs dolgozatokban. A [CDR1],
|CR] cikkekben leirtak az Gsszes olyan véges félcsoportot, amelyek
pn-sorozatara van polinom korlat, azaz, van olyan k pozitiv egész,
amelyre p, < n¥. A [CDR2| dolgozatban megadtak a korlatos
pn-sorozattal rendelkezé félcsoportokat félhalok, Boole-csoportok
és derékszogi kotegek nilpotens bévitéseként.

Félcsoport-varietasok szabad spektrumarol keveset lehetett tud-
ni, miel6tt Szabo Csaba és a szerz6 elkezdte a félcsoportok sza-
bad spektruménak szisztematikus vizsgalatat. Az értekezés az
elért eredményeket tartalmazza. Ahogy a véges egyszerd csopor-
tok tekintheték a véges csoportok épitékoveinek, tgy a véges fél-
csoportok épitékovel a véges teljesen 0-egyszeri félecsoportok. A
kombinatorikus teljesen 0-egyszeri félcsoportok 9 varietast gene-
ralhatnak. Ezek mindegyike generalhato egyetlen kombinatorikus
teljesen 0-egyszerd félcsoporttal. A disszertacioban ezen varieté-
sok szabad spektruméara adunk becslést.

Vizsgalataink soran a kovetkez6 modszereket alkalmazzuk. A
kombinatorikus teljesen 0-egyszerd félcsoportok Rees-reprezenté-



ciojanal a félcsoportok elemeit elempéarokként abrazoljak. Ez in-
dokolja, hogy az ilyen algebrak feletti kifejezések esetén jol tud-
juk alkalmazni a péaros grafokat. A paros grafok Osszefiiggs kom-
ponensei a pontosztalyokon particiokat indukéalnak. A particiok
szamat becsiilve adnuk becslést az tgynevezett 6telemd kombi-
natorikus Brandt-félcsoport altal generalt varietas szabad spekt-
ruméara. A kombinatorikus teljesen 0O-egyszeri félcsoportok altal
generalt 9 varietas koziil egy esetében célszert a kifejezésekher
paros grafok helyett iranyitott grafokat rendelni. Ekkor az irdnyi-
tott grafokon vett zart Euler-sétak szamat becsiiljiik, és ezt alkal-
mazzuk a varietas szabad spektrumanak becsléséhez. Eredménye-
ink Osszefoglalasat az 1. tablazat tartalmazza, ahol f(n) ~ g(n)
azt jeloli, hogy lim, . f(n)/g(n) = 1, valamint ~, azt, hogy
log f(n) ~ log g(n) teljesiil.

Az értekezésben szerepls eredmények a |[KSz1|, [KSz2|, illetve
|[KSz3] dolgozatokban talalhatok. Kutatésaink nyoman a kovet-
kez6 vizsgalatok sziilettek. S. Seif [Se| bizonyitotta, hogy egy nem
ortodox monoid altal generalt V varietasra log|Fy(n)| (mint n
fliggvénye) mindig exponencidlis. 1. Dolinka |Do| Higman—Neuman-
tipusu feltételt adott arra, hogy a félcsoportok egy osztalyanak
szabad spektruma mikor nem log-exponencialis. Kotegvarietasok
pn-sorozatat vizsgaltak [PW]|-ben, [PSz|-ben és |Pl|-ben.

El6zmények

Az egyszerd” kifejezésnek kiilonbozik a jelentése az univerza-
lis algebraban és a félcsoportelméletben. Az univerzalis algebra-
ban egy algebrat egyszertinek neveznek, ha nincs valédi nemtri-
vialis kongruencidja. A félcsoportelméletben az ilyen félcsoporto-
kat kongruenciamentesnek nevezik, és az olyan félcsoportot hivjak
egyszerinek, amely nem tartalmaz valodi idealt. A 0-egyszer fél-
csoport fogalma az utébbi megfelel6je a zéruselemes félcsoportok
korében. FEgy zéruselemes félcsoport nullfélcsoport, ha barmely
két elemének szorzata 0-val egyenls. Megjegyezziik, hogy ha egy
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zéruselemes félcsoport kongruenciamentes és nem kételemd null-
felesoport, akkor sziikségképpen 0-egyszeri is. Minden véges 0-
egyszeri félcsoport tgynevezett teljesen 0-egyszeri télcsoport is,
igy a véges zéruselemes félcsoportok korében a kételemtd nullfél-
csoport kivételével minden kongruenciamentes félcsoport teljesen
0-egyszeriiis. A teljesen 0-egyszerti félcsoportok alapvetd szerepet
jatszanak a félcsoportelméletben, tobbek kozott azért, mert szer-
kezetiik jol kezelhets: az tgynevezett Rees-matrixkonstrukcioval
megadhatd. Ennek egy specidlis esetét ismertetjiik a kovetkezd
bekezdésben. Egy félcsoportot kombinatorikusnak neveziink, ha
csak trivialis csoportot tartalmaz résztélcsoportként.

Legyen A és I nemiires halmaz, tovabba M = (m, ;) olyan Ax [
tipusi matrix, amely csak 0-t és 1-et tartalmaz, és minden sora
és minden oszlopa tartalmaz legalabb egy 1-et. Az (I x A) U {0}
halmazon bevezetjiik a kdvetkezs miiveletet:

, , (i,p), hamy; =1,
LA (g, 1) = ’
(2, A)(J, 1) {0’ ha 1y s = 0,

(i, A)0 = 0(i, \) = 00 = 0.

Igy kombinatorikus félcsoportot kapunk, amelyet kombinatorikus
Rees-métrixfélcsoportnak neveziink. Egy ilyen Rees-métrixféleso-
portot (innen jon az elnevezés) matrixokbol allo félesoportként is
elképzelhetiink. Feleltessiik meg a 0 elemnek az I x A tipusi zé-
rusméatrixot, az (i, A) alaku elemnek pedig azt a matrixot, ami
I x A tipust, és pontosan egy nem 0 elemet tartalmaz, mégpedig
1-t, a matrix i-edik sordnak és A-adik oszlopanak metszéspontja-
ban. Koénnyen ellenérizhetd, hogy az eredeti félcsoporttal izomorf
zéruselemes félcsoportot kapunk, ha a miveltet a kovetkezSkép-
pen értelmezziik ezen matrixok halmazén: Ao B = AMB, ahol a
jobb oldalon a szokasos matrixszorzast kell elvégezni. Az M mat-
rixot ezért szendvicsmdtriznak nevezik. Ennek a konstrukcionak
a jelentGségét az adja, hogy a kombinatorikus teljesen 0-egyszert



félcsoportok izomorfiatol eltekintve éppen a kombinatorikus Rees-
maéatrixfélesoportok.

N. Reilly [Re| bizonyitotta, hogy pontosan 9 olyan varietés van,
amit kombinatorikus teljesen 0-egyszert félcsoportok generalnak
(1d. 1. tablazat 1. oszlopa). Ezen varietdsok mindegyike general-
hato egyetlen véges kombinatorikus 0-egyszeri félcsoporttal (1d.
1. tablazat 2. oszlopa), de ez a félcsoport izomorfia erejéig nem

J

egyértelmien meghatarozott.

varietas | generald szendvics- | a varietas
félesoport | matrix (M) | szabad spektruma
SL Y [1] 2" —1
CNB | L m nan!
RNB | R [11] n2m!
[11] 9
NB N 11 n(n+1)2"
1 0] n
B B2 _O 1- ~log 712
"L 0
LNBy | Ly 01 ~log 2"
[100] "
RNBQ Rz _0 1 1- ~log 712
[100]
NBQ N2 0 11 ~log n2”
[0 11]
1 1 2 TL2
1. tablazat.

Szabo Cs. és S. Seif az [SSz1|-ben és az |SSz2| cikkben kom-
binatorikus teljesen 0-egyszert félcsoportok felett vizsgalta a kife-
jezések ekvivalenciajat. Ezt két esetre lehet szétbontani aszerint,
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hogy a félcsoporthoz tartozd M szendvicsmatrix (Id. 1. tdblazat
3. oszlopa) ugynevezett 1-blokk méatrix-e, vagy sem. A kifejezé-
sek kiértékelésekor fontos szerepe van annak, hogy mely valtozok
kovetik egymast. Fzeket az Osszefliggéseket grafok segitségével
tehetjiik szemléletesebbé.

A Rees-reprezentacionél lattuk, hogy egy kombinatorikus tel-
jesen 0-egyszert félcsoport elemeire gondolhatunk gy, mint elem-
parokra, ezért célszert a kifejezésekhez is paros grafokat rendelni.
Legyen t = t(x1,x9,...,x,) egy n-valtozos kifejezés, rendeljiik
t-hez a G(t) paros grafot az alabbi modon. Legyen a G(t) pa-
ros graf ,fels¢” ponthalmaza {uq,...,u,}, az ,alsd” ponthalmaza
{v1,...,v,}.  Ily médon minden véltozonak két cstcsot felel-
tetiink meg. A kifejezések kiértékelésénél a valtozokhoz rendelt
elempéarokhoz a megfelels pontparok tartoznak. A v; pontbol ve-
zet €l u;-be a paros gratban, ha az x; valtozot x; koveti valahol
a t kifejezésben, vagyis x;x; részkifejezés t-ben. Igy egy kiérté-
kelésrél konnyen el lehet donteni, hogy milyen eredményt ad. Az
1. abra a t = x1x3222424311 2379 Kifejezésher tartozo G(t) paros
grafot dbrazolja. Azt mondjuk, hogy az dbran lathato paros graf

U1 U9 us Uy

(%) (%) U3 V4

1. abra.
t= T1X3X2X4T4T3L1T3TQ

komponensei az {uy, ug,v3} és {us,uyg,v1,v9,v4} ponthalmazok.
Megjegyezziik, hogy a komponens fogalmat nem a hagyomanyos
értelemben hasznaljuk, ugyanis most csak pontokat tartalmasz, éle-
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ket nem. Egy paros graf komponensei particiokat indukdlnak a pa-
ros graf pontosztalyain, példaul az 1. dbrén a fels6 pontosztalyon
az {{u1,us}, {us, us}} particiot, az also pontosztalyon pedig a
{{v1, v9,v4}, {vs}} particiot indukaljak. Ezen particiok szaménak
becslése az egyik modszeriink a szabad spektrum meghatarozéasa-
ban.

Az 1. tablazatban Ag az egyetlen olyan félcsoport, amihez tar-
toz6 szendvicsmatrix nem 1-blokk métrix. Ebben az esetben egy
kifejezéshez a kovetkezs, természetes modon adodo, tobbszoros él
nélkiili irdnyitott grafot rendeljiik. Az iranyitott graf annyi pon-
tot tartalmazzon, ahany véltozo szerepel a kifejezésben. Ha x;x;
részkifejezés, akkor az x; valtozonak megfelel pontbol vezessen él
az xj-nek megfelelé pontba.

Kombinatorikus teljesen 0-egyszeri félcsoportok altal ge-
neralt varietasok szabad spektruma

Kotegnek nevezziik az olyan félcsoportot, amelynek minden e-
leme idempotens. Az 1. tablazat elsé négy sordban szerepld varie-
tasok kotegvarietasok, mégpedig rendre a félhalok, a balnormalis
kotegek, a jobbnormalis kotegek, illetve a normalis kotegek varie-
tdsa. Bar ezen varietasok szabad spektruma kozismert, levezet-
jik a teljesen O-egyszerd félcsoportoknal alkalmazott modszerek-
kel is.

A B varietast a Bg félcsoport, az tigynevezett otelemi kom-
binatorikus Brandt-félcsoport generélja. Igazoltuk [KSz1|-ben,
hogy minden olyan particioparhoz, melyek osztalyainak szama
megegyezik, megadhato egy-egy olyan t kifejezés, amely Ba-n va-
l6di n-valtozos kifejezéstiiggvényt definiél, és a hozza tartozo G(t)
paros grat komponensei éppen ezen particiokat indukaljak a graf
pontosztalyain. Az indukalt particiok szaméat becsiilve aszimpto-
tikus formulat kapunk a Bs félcsoport p,-sorozatara.

4.8. Tétel. |KSzl| Jeldlje p, = p,(B2) a By feletti valodi n-



vdltozos kifejezésfiigguények szamdat. Ekkor
log p,, ~ 2nlogn.

Az el676 eredményt felhasznalva a B szabad spektrumara a ko-
vetkezd becslés adodik.

4.9. Tétel. [KSz1]
log |Fg(n)| ~ 2nlogn.

Az alabbi allitas az Na, Lsa, Ry félcsoportok p,-sorozatainak,
illetve a p,(Bg)-sorozatnak a viszonyat irja le.

n-vdltozos kifejezésfiigguények szama kielégiti az aldbbi eqyenldt-
lenségeket:

pn(B2) S pn(L2) = pn(R2) S pn(N2) S n2pn(B2)-

Az el676 két eredmény alapjan a kovetkez6 Osszefiiggést kapjuk.

4.11. Tétel. [KSz3| Jelolje V az LN By, RN By, N By varietdsok
valamelyikét. Ekkor

log |Fy(n)| ~ 2nlogn.

A korabbiakban emlitettiik, hogy az Ay félcsoport esetén a ki-

fejezésekhez iranyitott graf rendelhets. Az Ag feletti valodi n-
valtozos kifejezésfiiggvények szamat a zart Euler-sétaval rendel-
kez6 irdnyitott n ponta grafok szamaval becsiiljiik. Ehhez sziik-
séglink van a kovetkezd allitasra.

4.13. Allitas. [KSz2| Jelolje D(n) azon n ponti irdnyitott grdfok
szamdt, amelyek rendelkeznek zart Euler-sétdival. Ekkor D(n) =

0(2").

A 4.13. Allitas segitségével asszimptotikus becslést adhatunk
a A varietas szabad spektrumaéra.
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4.14. Tétel. [KSz2]
[Fa(n)] ~n’2".

Eredményeink osszefoglalédsa az 1. tablazat 4. oszlopaban talél-
hato, azaz becslést adtunk az 6sszes olyan varietas szabad spekt-
rumara, amelyet kombinatorikus teljesen 0-egyszeri félcsoportok
generalnak.

A B, LN By, RN By, N By varietasok szabad spektrumara adott
becslések megegyeznek, pedig a varietasok kozott a B < LN By <
NBy ésa B < RNBy < NBjy relaciok allnak fenn. A paros
graf pontosztalyain indukalt particiok elemszamat vizsgalva pon-
tosithatjuk a p,-sorozatok szamara adott korabbi korlatokat. A
kovetkezd allitas p,(Ba)-re ad meg az eddiginél jobb also és felss
korlatot.

4.16. Allitas. [KSz3] A By félcsoport p,-sorozatira az aldbbi
eqyenldtlenségek teljesiilnek:

n n—1
D ES(n, k) +2) n(k—1)S(n—1,k)°+
k=1 k=1
n—1 n
+ Zn(n —1)S(n—2,k)* < pa(Bs) < Z E2k!S(n, k)*+
k=1 k=1
-1 n—1
+2) " n(k—1)(k—1)1S(n—1,k)S(n, k)+> _n(n—1)k!S(n—1,k)>
k=1 k=1

3

Hasonlo becslések adhatok meg az Lia, Ro és az Ny félcsoportok
pp-sorozataira is. Az ezen félcsoportok feletti kifejezések ekviva-
lenciajanal az els6 és utolso valtozok megvalasztasédnak is szerepe
van. Ebbdl adodik, hogy az Osszegzéseknél mas egyiitthatokat
kapunk.
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