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BevezetésA �kifejezések�� speciálisan a �szavak� � mindig központi sze-repet játszottak az algebrai vizsgálatokban. Szemléletesen szólvaa kifejezések változókból és m¶veleti jelekb®l felépített olyan jel-sorozatok, amelyek adott típusú algebrák esetén �kiértékelhet®k�,azaz végrehajtható m¶veletsorozatot írnak el®, akármilyen eleme-ket is helyettesítünk a változók helyére. Kifejezés például egyBoole-kifejezés a Boole-algebrák körében, egy egész együtthatóspolinom a gy¶r¶k körében, illetve változók és azok inverzeinekegy sorozata a csoportok körében. Ha egy kifejezést egy meg-felel® típusú algebrán az összes lehetséges módon kiértékelünk,akkor egy függvényt � n-változós kifejezés esetén n-változós függ-vényt � kapunk az algebra felett. Az így kapható függvénye-ket az algebra kifejezésfüggvényeinek hívjuk. Például a Boole-függvények a Boole-kifejezésekhez tartozó kifejezésfüggvények akételem¶ Boole-algebra felett. Két kifejezést ekvivalensnek tekin-tünk egy adott algebra felett, ha nincs olyan kiértékelés, amelymellett a két kifejezés különböz® értéket vesz fel, azaz, ha a kétkifejezés ugyanazt a kifejezésfüggvényt határozza meg az algeb-rán. Egy algebra kifejezésfüggvényeinek száma az algebra fontosjellemz®je. Például közismert, hogy a kételem¶ Boole-algebra fe-lett az összes függvény, azaz összes Boole-függvény kifejezésfügg-vény. Hasonlóan jól ismert tény, hogy ha egy véges test esetébenaz összes elemet, mint konstanst, azaz mint 0-változós m¶veletet,felvesszük alapm¶veletnek a szokásos alapm¶veletek mellé, akkoraz így kapott algebra felett minden függvény kifejezésfüggvény.Nyilvánvaló, hogy egy k-elem¶ algebra felett pontosan akkor állel® minden függvény kifejezésfüggvényként, ha az n-változós kife-jezésfüggvények száma kkn.Algebrák egy osztályán valamely azonosság teljesülése ebben aterminológiában azt jelenti, hogy az azonosságot alkotó két kifeje-zés ekvivalens az osztály összes algebrája felett; röviden: a két ki-1



fejezés ekvivalens az osztály felett. Az azonoságokkal de�niálhatóosztályt varietásnak nevezik. Pédául vartietás az összes csoportokosztálya, az Abel-csoportok osztálya, a Boole-algebrák osztálya, agy¶r¶k osztálya, stb. Ismert, hogy tetsz®leges V varietásban min-den X halmaz esetén létezik úgynevezett X által generált szabadalgebra, és izomor�ától eltekintve egyértelm¶en meghatározott. A�szabad� jelz® arra utal, hogy ez a �legáltalánosabb� X által ge-nerált algebra V-ben abban az értelemben, hogy minden X általgenerált V-beli algebra ennek homomorf képe. Az X által gene-rált V-beli szabad algebra egyik modellje az az FV(X) algebra,amelynek elemei a kifejezések V feletti ekvivalenciaosztályai, ésamelynek alapm¶veleteit a kifejezésekre természetes módon adódóalapm¶veletek indukálják. Ha |X| = n (n ∈ N0), akkor FV(X)helyett FV(n)-et írunk. Így |FV(n)| éppen a V felett �lényegesenkülönböz®�, azaz páronként nemekvivalens n-változós kifejezésekszáma. Bennünket olyan V varietások érdekelnek, ahol FV(n)minden n-re véges, azaz V-ben minden végesen generált algebravéges. Ekkor a V varietás szabad spektrumán az |FV(n)| (n ∈ N0)sorozatot értjük. Például a Boole-algebrák varietásának szabadspektruma |FV(n)| = 22n

(n ∈ N0).Ha a V varietás végesen generált, azaz V-t egy A véges algebragenerálja, akkor könnyen látható, hogy |FV(n)| éppen az A felettikifejezésfüggvények száma. Speciálisan, ha A elemszáma k, akkor
|FV(n)| ≤ kkn. Másrészt, ha k ≥ 2, akkor |FV(n)| ≥ n. Azonbanaz adott korlátok között sem lehet tetsz®leges a szabad spektrum,err®l szólnak az úgynevezett hézagtételek. Például, ha a V varietásvégesen generált, akkor vagy van olyan c pozitív valós és k pozitívegész szám, amelyre |FV(n)| ≤ cnk, vagy pedig |FV(n)| ≥ 2n−kteljesül valamely k pozitív egészre és bármely n-re (Theorem 12.2,[HM]). J. Berman [Be] a téma egy másik megközelítését adta: azegyszer¶ algebrák által generált varietások szabad spektrumát aszelíd kongruenciák nyelvén jellemezte.Végesen generált varietásoknál gyakran szoros kapcsolat van a2



generáló algebra struktúrája és a varietás szabad spektruma kö-zött. G. Higman [Hi] és P. Neumann [Ne] bizonyította, hogy ha Gvéges csoport, akkor a G által generált varietásban az n elem általgenerált relatívan szabad csoport mérete pontosan akkor exponen-ciális n-ben, ha G nilpotens, egyébként pedig dupla-exponenciális.Egy n-változós kifejezésfüggvény nem feltétlenül függ az összesváltozójától, azaz nem valódi n-változós kifejezésfüggvény. Az Aalgebra feletti valódi n-változós kifejezésfüggvények számát pn(A)-val szokás jelölni, és a pn(A) (n ∈ N0) sorozat neve: az A algebra
pn-sorozata. Szoros kapcsolat van az A algebra pn-sorozata és az
A által generált V varietás szabad spektruma között, ugyanis tet-sz®leges n ∈ N0-ra |FV(n)| =

∑n
k=0

(

n

k

)

pk(A). Az irodalombanszámos cikk foglalkozik a pn-sorozatok általános tulajdonságával,illetve azzal, hogy milyen összefüggések vannak az algebra és a pn-sorozatának tulajdonságai között. Félcsoportok pn-sorozatainaktulajdonságait vizsgálták a következ® dolgozatokban. A [CDR1],[CR] cikkekben leírták az összes olyan véges félcsoportot, amelyek
pn-sorozatára van polinom korlát, azaz, van olyan k pozitív egész,amelyre pn ≤ nk. A [CDR2] dolgozatban megadták a korlátos
pn-sorozattal rendelkez® félcsoportokat félhálók, Boole-csoportokés derékszög¶ kötegek nilpotens b®vítéseként.Félcsoport-varietások szabad spektrumáról keveset lehetett tud-ni, miel®tt Szabó Csaba és a szerz® elkezdte a félcsoportok sza-bad spektrumának szisztematikus vizsgálatát. Az értekezés azelért eredményeket tartalmazza. Ahogy a véges egyszer¶ csopor-tok tekinthet®k a véges csoportok épít®köveinek, úgy a véges fél-csoportok épít®kövei a véges teljesen 0-egyszer¶ félcsoportok. Akombinatorikus teljesen 0-egyszer¶ félcsoportok 9 varietást gene-rálhatnak. Ezek mindegyike generálható egyetlen kombinatorikusteljesen 0-egyszer¶ félcsoporttal. A disszertációban ezen varietá-sok szabad spektrumára adunk becslést.Vizsgálataink során a következ® módszereket alkalmazzuk. Akombinatorikus teljesen 0-egyszer¶ félcsoportok Rees-reprezentá-3



ciójánál a félcsoportok elemeit elempárokként ábrázolják. Ez in-dokolja, hogy az ilyen algebrák feletti kifejezések esetén jól tud-juk alkalmazni a páros gráfokat. A páros gráfok összefügg® kom-ponensei a pontosztályokon partíciókat indukálnak. A partíciókszámát becsülve adnuk becslést az úgynevezett ötelem¶ kombi-natorikus Brandt-félcsoport által generált varietás szabad spekt-rumára. A kombinatorikus teljesen 0-egyszer¶ félcsoportok általgenerált 9 varietás közül egy esetében célszer¶ a kifejezésekhezpáros gráfok helyett irányított gráfokat rendelni. Ekkor az irányí-tott gráfokon vett zárt Euler-séták számát becsüljük, és ezt alkal-mazzuk a varietás szabad spektrumának becsléséhez. Eredménye-ink összefoglalását az 1. táblázat tartalmazza, ahol f(n) ∼ g(n)azt jelöli, hogy limn→∞ f(n)/g(n) = 1, valamint ∼log azt, hogy
log f(n) ∼ log g(n) teljesül.Az értekezésben szerepl® eredmények a [KSz1], [KSz2], illetve[KSz3] dolgozatokban találhatók. Kutatásaink nyomán a követ-kez® vizsgálatok születtek. S. Seif [Se] bizonyította, hogy egy nemortodox monoid által generált V varietásra log |FV(n)| (mint nfüggvénye) mindig exponenciális. I. Dolinka [Do] Higman�Neuman-típusú feltételt adott arra, hogy a félcsoportok egy osztályánakszabad spektruma mikor nem log-exponenciális. Kötegvarietások
pn-sorozatát vizsgálták [PW]-ben, [PSz]-ben és [Pl]-ben.El®zményekAz �egyszer¶� kifejezésnek különbözik a jelentése az univerzá-lis algebrában és a félcsoportelméletben. Az univerzális algebrá-ban egy algebrát egyszer¶nek neveznek, ha nincs valódi nemtri-viális kongruenciája. A félcsoportelméletben az ilyen félcsoporto-kat kongruenciamentesnek nevezik, és az olyan félcsoportot hívjákegyszer¶nek, amely nem tartalmaz valódi ideált. A 0-egyszer¶ fél-csoport fogalma az utóbbi megfelel®je a zéruselemes félcsoportokkörében. Egy zéruselemes félcsoport nullfélcsoport, ha bármelykét elemének szorzata 0-val egyenl®. Megjegyezzük, hogy ha egy4



zéruselemes félcsoport kongruenciamentes és nem kételem¶ null-félcsoport, akkor szükségképpen 0-egyszer¶ is. Minden véges 0-egyszer¶ félcsoport úgynevezett teljesen 0-egyszer¶ félcsoport is,így a véges zéruselemes félcsoportok körében a kételem¶ nullfél-csoport kivételével minden kongruenciamentes félcsoport teljesen
0-egyszer¶ is. A teljesen 0-egyszer¶ félcsoportok alapvet® szerepetjátszanak a félcsoportelméletben, többek között azért, mert szer-kezetük jól kezelhet®: az úgynevezett Rees-mátrixkonstrukcióvalmegadható. Ennek egy speciális esetét ismertetjük a következ®bekezdésben. Egy félcsoportot kombinatorikusnak nevezünk, hacsak triviális csoportot tartalmaz részfélcsoportként.Legyen Λ és I nemüres halmaz, továbbá M = (mλ,i) olyan Λ×Itípusú mátrix, amely csak 0-t és 1-et tartalmaz, és minden soraés minden oszlopa tartalmaz legalább egy 1-et. Az (I × Λ) ∪ {0}halmazon bevezetjük a következ® m¶veletet:

(i, λ)(j, µ) =

{

(i, µ), ha mλ,j = 1,

0, ha mλ,j = 0,

(i, λ)0 = 0(i, λ) = 00 = 0.Így kombinatorikus félcsoportot kapunk, amelyet kombinatorikusRees-mátrixfélcsoportnak nevezünk. Egy ilyen Rees-mátrixfélcso-portot (innen jön az elnevezés) mátrixokból álló félcsoportként iselképzelhetünk. Feleltessük meg a 0 elemnek az I × Λ típusú zé-rusmátrixot, az (i, λ) alakú elemnek pedig azt a mátrixot, ami
I ×Λ típusú, és pontosan egy nem 0 elemet tartalmaz, mégpedig
1-t, a mátrix i-edik sorának és λ-adik oszlopának metszéspontjá-ban. Könnyen ellen®rizhet®, hogy az eredeti félcsoporttal izomorfzéruselemes félcsoportot kapunk, ha a m¶veltet a következ®kép-pen értelmezzük ezen mátrixok halmazán: A ◦B = AMB, ahol ajobb oldalon a szokásos mátrixszorzást kell elvégezni. Az M mát-rixot ezért szendvicsmátrixnak nevezik. Ennek a konstrukciónaka jelent®ségét az adja, hogy a kombinatorikus teljesen 0-egyszer¶5



félcsoportok izomor�ától eltekintve éppen a kombinatorikus Rees-mátrixfélcsoportok.N. Reilly [Re] bizonyította, hogy pontosan 9 olyan varietás van,amit kombinatorikus teljesen 0-egyszer¶ félcsoportok generálnak(ld. 1. táblázat 1. oszlopa). Ezen varietások mindegyike generál-ható egyetlen véges kombinatorikus 0-egyszer¶ félcsoporttal (ld.1. táblázat 2. oszlopa), de ez a félcsoport izomor�a erejéig nemegyértelm¶en meghatározott.varietás generáló szendvics- a varietásfélcsoport mátrix (M) szabad spektruma
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21. táblázat.Szabó Cs. és S. Seif az [SSz1]-ben és az [SSz2] cikkben kom-binatorikus teljesen 0-egyszer¶ félcsoportok felett vizsgálta a kife-jezések ekvivalenciáját. Ezt két esetre lehet szétbontani aszerint,6



hogy a félcsoporthoz tartozó M szendvicsmátrix (ld. 1. táblázat3. oszlopa) úgynevezett 1-blokk mátrix-e, vagy sem. A kifejezé-sek kiértékelésekor fontos szerepe van annak, hogy mely változókkövetik egymást. Ezeket az összefüggéseket gráfok segítségéveltehetjük szemléletesebbé.A Rees-reprezentációnál láttuk, hogy egy kombinatorikus tel-jesen 0-egyszer¶ félcsoport elemeire gondolhatunk úgy, mint elem-párokra, ezért célszer¶ a kifejezésekhez is páros gráfokat rendelni.Legyen t = t(x1, x2, . . . , xn) egy n-változós kifejezés, rendeljük
t-hez a G(t) páros gráfot az alábbi módon. Legyen a G(t) pá-ros gráf �fels®� ponthalmaza {u1, . . . , un}, az �alsó� ponthalmaza
{v1, . . . , vn}. Ily módon minden változónak két csúcsot felel-tetünk meg. A kifejezések kiértékelésénél a változókhoz rendeltelempárokhoz a megfelel® pontpárok tartoznak. A vi pontból ve-zet él uj-be a páros gráfban, ha az xi változót xj követi valahola t kifejezésben, vagyis xixj részkifejezés t-ben. Így egy kiérté-kelésr®l könnyen el lehet dönteni, hogy milyen eredményt ad. Az1. ábra a t = x1x3x2x4x4x3x1x3x2 kifejezéshez tartozó G(t) párosgráfot ábrázolja. Azt mondjuk, hogy az ábrán látható páros gráf

1. ábra.
t = x1x3x2x4x4x3x1x3x2komponensei az {u1, u2, v3} és {u3, u4, v1, v2, v4} ponthalmazok.Megjegyezzük, hogy a komponens fogalmát nem a hagyományosértelemben használjuk, ugyanis most csak pontokat tartalmaz, éle-7



ket nem. Egy páros gráf komponensei partíciókat indukálnak a pá-ros gráf pontosztályain, például az 1. ábrán a fels® pontosztályonaz {{u1, u2}, {u3, u4}} partíciót, az alsó pontosztályon pedig a
{{v1, v2, v4}, {v3}} partíciót indukálják. Ezen partíciók számánakbecslése az egyik módszerünk a szabad spektrum meghatározásá-ban.Az 1. táblázatban A2 az egyetlen olyan félcsoport, amihez tar-tozó szendvicsmátrix nem 1-blokk mátrix. Ebben az esetben egykifejezéshez a következ®, természetes módon adódó, többszörös élnélküli irányított gráfot rendeljük. Az irányított gráf annyi pon-tot tartalmazzon, ahány változó szerepel a kifejezésben. Ha xixjrészkifejezés, akkor az xi változónak megfelel® pontból vezessen élaz xj-nek megfelel® pontba.Kombinatorikus teljesen 0-egyszer¶ félcsoportok által ge-nerált varietások szabad spektrumaKötegnek nevezzük az olyan félcsoportot, amelynek minden e-leme idempotens. Az 1. táblázat els® négy sorában szerepl® varie-tások kötegvarietások, mégpedig rendre a félhálók, a balnormáliskötegek, a jobbnormális kötegek, illetve a normális kötegek varie-tása. Bár ezen varietások szabad spektruma közismert, levezet-jük a teljesen 0-egyszer¶ félcsoportoknál alkalmazott módszerek-kel is.A B varietást a B2 félcsoport, az úgynevezett ötelem¶ kom-binatorikus Brandt-félcsoport generálja. Igazoltuk [KSz1]-ben,hogy minden olyan partíciópárhoz, melyek osztályainak számamegegyezik, megadható egy-egy olyan t kifejezés, amely B2-n va-lódi n-változós kifejezésfüggvényt de�niál, és a hozzá tartozó G(t)páros gráf komponensei éppen ezen partíciókat indukálják a gráfpontosztályain. Az indukált partíciók számát becsülve aszimpto-tikus formulát kapunk a B2 félcsoport pn-sorozatára.4.8. Tétel. [KSz1] Jelölje pn = pn(B2) a B2 feletti valódi n-8



változós kifejezésfüggvények számát. Ekkor
log pn ∼ 2n logn.Az el®z® eredményt felhasználva a B szabad spektrumára a kö-vetkez® becslés adódik.4.9. Tétel. [KSz1]

log |FB(n)| ∼ 2n log n.Az alábbi állítás az N2, L2, R2 félcsoportok pn-sorozatainak,illetve a pn(B2)-sorozatnak a viszonyát írja le.4.10. Állítás. [KSz3] Az N2, L2, R2 félcsoportok feletti valódi
n-változós kifejezésfüggvények száma kielégíti az alábbi egyenl®t-lenségeket:

pn(B2) ≤ pn(L2) = pn(R2) ≤ pn(N2) ≤ n2pn(B2).Az el®z® két eredmény alapján a következ® összefüggést kapjuk.4.11. Tétel. [KSz3] Jelölje V az LNB2, RNB2, NB2 varietásokvalamelyikét. Ekkor
log |FV(n)| ∼ 2n logn.A korábbiakban említettük, hogy az A2 félcsoport esetén a ki-fejezésekhez irányított gráf rendelhet®. Az A2 feletti valódi n-változós kifejezésfüggvények számát a zárt Euler-sétával rendel-kez® irányított n pontú gráfok számával becsüljük. Ehhez szük-ségünk van a következ® állításra.4.13. Állítás. [KSz2] Jelölje D(n) azon n pontú irányított gráfokszámát, amelyek rendelkeznek zárt Euler-sétával. Ekkor D(n) =

o(2n2

).A 4.13. Állítás segítségével asszimptotikus becslést adhatunka A varietás szabad spektrumára.9



4.14. Tétel. [KSz2]
|FA(n)| ∼ n22n2

.Eredményeink összefoglalása az 1. táblázat 4. oszlopában talál-ható, azaz becslést adtunk az összes olyan varietás szabad spekt-rumára, amelyet kombinatorikus teljesen 0-egyszer¶ félcsoportokgenerálnak.A B, LNB2,RNB2,NB2 varietások szabad spektrumára adottbecslések megegyeznek, pedig a varietások között a B < LNB2 <

NB2 és a B < RNB2 < NB2 relációk állnak fenn. A párosgráf pontosztályain indukált partíciók elemszámát vizsgálva pon-tosíthatjuk a pn-sorozatok számára adott korábbi korlátokat. Akövetkez® állítás pn(B2)-re ad meg az eddiginél jobb alsó és fels®korlátot.4.16. Állítás. [KSz3] A B2 félcsoport pn-sorozatára az alábbiegyenl®tlenségek teljesülnek:
n

∑

k=1

k2S(n, k)2 + 2

n−1
∑

k=1

n(k − 1)S(n − 1, k)2+

+
n−1
∑

k=1

n(n − 1)S(n − 2, k)2 ≤ pn(B2) ≤
n

∑

k=1

k2k!S(n, k)2+
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n−1
∑
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n(k−1)(k−1)!S(n−1, k)S(n, k)+
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∑
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n(n−1)k!S(n−1, k)2

Hasonló becslések adhatók meg az L2, R2 és azN2 félcsoportok
pn-sorozataira is. Az ezen félcsoportok feletti kifejezések ekviva-lenciájánál az els® és utolsó változók megválasztásának is szerepevan. Ebb®l adódik, hogy az összegzéseknél más együtthatókatkapunk. 10
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