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Bevezetés

A matematikai analizis modszereit mar az 6kori gorég matematikusok is al-
kalmazték egyes geometriai problémak megoldasara. Pl. ARKHIMEDESZ (i.e. 287—
212) a parabolaiv alatti teriiletet és a gomb térfogatat olyan modszerekkel hatarozta
meg, amelyeket ma az integralszamitas modszerei kozé sorolunk. Ezutan egy hosszi
sziinet kovetkezett az analizis fejlddésében. Majd csak a XVII. szazadban kapott
ujabb lendiiletet, f6leg a mechanika altal felvetett problémak megoldasa kapcséan,
NEWTON (1642-1727) és LEIBNIZ (1646-1716) munkassaga révén.

A XVIII. szazadban és a XIX. szézad elején az analizis gyors fejlédésnek in-
dult. Viszont ezzel egyidGben a nem ellégé preciz, egzakt targyalas kovetkeztében
ellentmondésok is megjelentek. Példaul CAUCHYnAl (1789-1857), a sorelmélet egyik
megalapoz6janal is talalhatunk néhany hamis allitast. O azt éllitotta, hogy foly-
tonos fliggvények konvergens sordnak osszegfiiggvénye is folytonos. 1826-ban ABEL
(1802-1829) adott erre egy ellenpéldat, egy olyan trigonometrikus sort, amelynek
Osszegfiiggvénye nem folytonos. Ezt az ellentmondést késébb az egyenletes konver-
gencia fogalma oldotta fel.

Az analizisen beliil a Fourier-sorok elméletének kialakulasa a XVIII. szazad-
ban indult el. Mar csillagaszati szamitasoknal is felbukkantak trigonometrikus sorok
periodikussaguk miatt. De a trigonometrikus sorok elméletének létrejétte egy me-
chanikai probléma koriil kialakult vitanak készonhets, amely D’ALEMBERT (1717—
1783), EULER (1707-1783) és Daniel BENOULLI (1700-1782) kozott alakult ki a
XVIII. szazad kozepén. Ez a probléma a rezgdé hur problémaja volt. Bernoulli 1753-
ban a hir alakjanak leirasara trigonometrikus sort kapott eredményiil. Ezzel az
allitassal Euler nem értett egyet. Szerinte ugyanis a hir kezdeti alakja nemcsak ana-
litikus fiiggvény lehet, hanem olyan ,mechanikai gérbe” is, amelynek egyes darabjai
k6zott semmilyen szerves Osszefiiggés nincs, és igy ,egész menetében” ugyanazzal a
trigonometrikus sorral nem irhato le. D’Alembert pedig azt is kétségbe vonta, hogy
barmely analitikus fiiggvény trigonometrikus sorba fejtheto.

Fordulatot jelentettek a probléma megoldasaban FOURIER (1768-1830) 1807-

t61 megjelend dolgozatai, amelyek a hévezetés elméletével foglalkoztak. Ezekben 1j-



bol felmeriilt a tetszoleges fiiggvények trigonometrikus sorokkal térténd kozelitésének
kérdése. Fourier azt allitotta, hogy ilyen el6allitds lehetséges. Ezek az eredmények
olyan jelentGsek és a tapasztalattal egyezGek voltak, hogy a kor legkivalobb ma-
tematikusai inkdbb arra &sszpontositottak, hogy ezeket a feltevéseket bizonyitsak,
mintsem megcafoljak.

A Fourier-sorok elméletének elsG mély, teljes matematikai precizséggel bebi-
zonyitott eredménye DIRICHLET (1805-1859) 1829-ben megjelent dolgozatéaban ol-
vashato. Ez a tétel a véges sok monoton darabbél allo fiiggvények Fourier-sorainak
konvergenciajara vonatkozik. Ezt az eredményt JORDAN (1838-1922) kiterjesztette
korlatos valtozasu fiiggvényekre 1881-ben. Azota szdmos matematikus kutatta és
kutatja még ma is a matematikanak ezt az agat.

Ertekezésiink elso fejezetét a klasszikus (egyvéltozos) Fourier-sorok elméle-
tének tanulmanyozisihoz sziikséges definiciok és jelolések bemutatasaval kezdjiik.
Definialjuk tébbek kozott a Fourier- és konjugalt sorokat, megadjuk a Lipschitz-
és Zygmund-osztalyok, valamint a korlatos véltozéasu fliggvények osztalyanak defi-
niciojat. Majd ismertetiink két klasszikus és két ajabb eredményt. ElGbbiek: DINI
(1845-1918), olasz matematikusnak a Fourier-sorok pontonkénti konvergenciajara
vonatkozo kritériuma, valamint ennek analogonja — PRINGSHEIM (1850-1941), né-
met matematikusnak a konjugalt sorok pontonkénti konvergencidjara vonatkozo kri-
tériuma. Itt utalunk ezen tételeknek a Lipschitz-, valamint Zygmund-osztalyokkal
valé kapcsolatara is. Az ujabb tételek: a korlatos valtozasa fiiggvényekre ismert
Dirichlet—Jordan-tételnek BOJANIC altal kidolgozott kvantitativ valtozata |2, vala-
mint ennek TELYAKOVSKII [18] altali tovabbfejlesztése.

A masodik fejezetben attériink kétvaltozos fiiggvényekre. ElGszor ismertet-
jiik az els6 fejezetbeli egyvaltozos fogalmak és definiciok kétvaltozos kiterjesztését.
Tobbek kozott definidljuk a kettds Fourier- és konjugalt sorokat, a multiplikativ
Lipschitz-, Zygmund-, Lipschitz—Zygmund- és Zygmund-Lipschitz-osztalyokat, va-
lamint a Hardy—Krause értelemben korlatos valtozasu fliggvények osztalyat. Ezek
utan megfogalmazzuk az els6 fejezetben ismertett tételek kétvaltozos fiiggvények-
re vonatkoz6 altalanositasait (Bojani¢ tételének kivételével, amelyet MORICZ |14,
3. Tétel] mar korabban altalanositott).

A harmadik fejezetben ezen 1) eredmények bizonyitasa, valamint néhéany, a

bizonyitas soran felhasznalt segédtétel szerepel.



1. fejezet

Ismert tételek egyvaltozos

fuiggvényekre

Ebben a fejezetben elGszor felsoroljuk az egyvaltozos fiiggvények Fourier-
soranak vizsgalata soran hasznalt jeloléseket és sziikséges definiciokat. Majd ismer-

tetjiik (bizonyitas nélkiil) Dini, Pringsheim, Bojanié¢ és Telyakovskii tételeit.

1.1. Definiciok, jelolések

Fourier- és konjugalt sorok

Komplex értékii, 2w szerint periodikus f € L'(T) fiiggvényeket tekintiink,

ahol T := [—7, 7) az egydimenzits torusz. Az

(L1) Fa) ~ 3 flk)ets

kEZ

Fourier-sor pontonkénti konvergencidjat vizsgaljuk, ahol
£ 1 —iku
f(k)=— [ flwe ™ du, keZ
2 T

az f fiiggvény Fourier-egyiitthatéi. Ezeknek egy egyszerii tulajdonsaga adoédik a
Riemann—Lebesgue-lemma alapjan (lasd pl. [19, Vol. I, p. 48|):

f(k) =0, ha |k]— oo

Az (1.1)-ben szerepls sor nemszimmetrikus részletosszegeit az

Sma(fiz) =Y f(k)e*, mneZ, m<n
k=m



Osszeggel definialjuk. Az m = —n specialis esetben szimmetrikus részletosszegrol

beszéliink, és a rovidebb

Sn(fvx) = S—n,n(f;x)> n €N

jelolést hasznéaljuk.
Az (1.1)-ben szerepls Fourier-sor konjugalt sorét, vagy réviden: a konjugalt

sort, a

(1.2) > (—isignk) f(k)e™

keZ
Osszeggel definidljuk, amelynek nemszimmetrikus, valamint szimmetrikus részlet-
osszegeit gm,n(f;:v)—szel, illetve gn(f; x)-szel jeloljiik.

Emlékeztetiink, hogy az f fliggvény konjugalt fiiggvényét, vagy réviden: az f
konjugalt fiiggvényt, Cauchy f6érték integralként definidljuk:

flo—u)— fle+u) 1 ("
J@) = (P.V) / 2 tan fu du—sggr}ro{;/a }

Jol ismert, hogy az f(m) fiiggvény majdnem minden x € T pontban létezik, vala-
hanyszor f € LY(T), de altalaban f ¢ L'(T).

Vizsgalataink soran sziikségiink lesz még a
n

Dn(u)::%Zeik“: +Zcosk:u, neN

k=—n k=1

N | —

Dirichlet-magfiiggvényre, illetve a
~ 1 <&
D, (u) == = Z (—isign k)e' Zsm ku, néeN

2
k=—n

konjugalt Dirichlet-magfiiggvényre. Valamint hasznalni fogjuk a

(1.3) or(u) = flx+u)+ f(x —u) —2f(x), we0,n]

jelolést.

Fuggvényosztalyok

A fejezet méasodik részében ismertetésre keriil§ tételek koziil kettd jol alkal-
mazhato Lipschitz-, illetve Zygmund-osztalyokbeli fliggvényre; ketté pedig korlatos
valtozasu fiiggvények Fourier-sorara vonatkozo allitast tartalmaz. Ezért most ezen

fiiggvényosztalyok kozismert definicioi kovetkeznek.



1.1.1. Definicio (Lispchitz-osztaly). Egy 27 szerint periodikus f figgvény akkor
tartozik a Lip(«) (o > 0) Lischitz-osztdlyba (mdsként: a-rendd Lipschitz-feltételnek
tesz eleget), ha létezik olyan C' = C(f) konstans, hogy

(1.4) |f(x+u) — f(x)] < Clu|* minden x,u esetén.

1.1.2. Definici6é (Zygmund-osztaly). Egy folytonos,2n szerint periodikus [ fiigg-
vény akkor tartozik a Zyg(«) (o > 0) Zygmund-osztalyba, ha létezik olyan C' = C(f)

konstans, amelyre
(1.5) |f(x —u)+ f(x +u) —2f(z)| < Clu|]* minden x,u esetén.
Megjegyzések.

1. Ha f € Lip(«) valamely a > 1-re, akkor f allando.

2. Ha f € Zyg(a) valamely a > 2-re, akkor f linearis fiiggvény. Ha f még

periodikus is, akkor f allandé.

3. Ha 0 < a < 1, akkor
Lip(a) = Zyg(a),
ha pedig o = 1, akkor
Lip(1) € Zyg(1).
Ez utobbi megjegyzés a magyarazata annak, hogy [19, Vol. I, pp. 42-44|-ben a A,
jelolést hasznéljak Zyg(1)-re.

1.1.3. Definici6 (Korlatos valtozasu fiiggvények osztalya). Az [a,b] interval-
lumon értelmezett f(x) fiigguényt korldtos vdltozdsinak nevezzik, ha az [a,b] inter-

vallum tetszdleges
A=< T <x3<...<T, =0

beosztdsaihoz tartozo
n
> 1 f () = flake)]
k=1

osszegek az osztopontok szamdtol és eloszlasdatol fiiggetlen korldt alatt maradnak.
Ezen dsszegek halmazdnak felsd hatdrdt (szuprémumdt) az f figguénynek az |a, b

intervallumon wvald teljes vdltozdsdnak nevezzik, és V (f, a,b])-vel jeldljik.

Megjegyzés. Ha az [ fiiggvényrdl feltessziik, hogy korlatos valtozéast, akkor az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik azt is, hogy az f fiiggvényre minden x

esetén igaz az

(1.6) fz) =

egyenlGség.

(f(z +0) + f(z —0))

DO | —



1.2. Dini, Pringsheim, Bojani¢ és Telyakovskii tételei

Ebben a részben ismertetjiik a fent emlitett matematikusok tételeit, vala-
mint utalunk arra, hogy ezen tételek mely fiiggvényosztalyok esetén alkalmazhatok
eredményesen. Az értekezés masodik részében ezeket a tételeket terjesztjik ki két-
valtozos fiiggvényekre (Bojani¢ tételének kivételével, amelyet Moricz [14, 3. Tétel|

méar kordbban altalanositott).

Dini konvergencia-kritériuma

Dini konvergencia-kritériuma a Fourier-sorok szimmetrikus, illetve nemszim-

metrikus részletosszegeinek pontonkénti konvergenciajara ad elegends feltételt.

1.2.1. Tétel. Legyen f € L'(T).

(i) Ha valamely xo € T-re és A konstansra

(17) f(a:o—u)+f(:1:0+u)—2/1 GLI(T>
u
akkor
Su(fimg) = A, ha n— .
(ii) Ha valamely xo € T-re
(1.8) S + “i = I @) ¢y,
akkor

Sm7n(f;x0)—>f(x0)7 ha m— —00 €s n — 0.

Az (i) allitds bizonyitasa jol ismert (lasd pl. [19, Vol. I, p. 52| abban az

esetben, amikor o := 0 és A := f(x()). Ez a Riemann—Lebesgue-lemman és az

(L9)  Sufim) A= / (20— u) + f(zo +u) — 24D, (u) du

elgallitason alapul, ahol D, (u) a Dirichlet-magfiiggvény.

A (ii) allitas bizonyitasa kevésbé ismert (lasd pl. [3] abban az esetben, amikor
zo:=0és A:=0).

Ha a tétel és a fiiggvényosztalyok kapcsolatat vizsgéaljuk, akkor lathatjuk,
hogy az (1.8) feltétel nyilvanvaléan teljesiil minden xy € T-re, ha f valamely o > 0
esetén a periodikus Lip(«) Lipschitz-osztaly eleme. Hasonloképpen, az (1.7) feltétel
is teljesiil az A := f(x() konstanssal minden zy € T-re, ha f a periodikus Zyg(«a)

Zygmund-osztaly eleme valamely a > 0O-ra.



Megjegyezziik, hogy a (i) allitas alkalmazhato a szakadasi helyeknél is. Példa-
ul, tegyiik fel, hogy f-nek léteznek a bal és jobb oldali hatarértékei az xy pontban,
jeloljiik ezeket f(xg — 0)-val és f(zg + 0)-val. Tegyiik fel még, hogy f-nek létez-
nek a féloldali differencidlhanyadosai zo-ban, azaz létezik a kovetkez6 két féloldali

hatarérték:

(1.10) J(2o = U)_—uf(xo —0) és f(wo +u) ; flwo + O), ha w— 0+0.

Ekkor az (i) allitast alkalmazva az A := [f(xg —0) + f(zo + 0)]/2 konstanssal, (1.8)
alapjan kapjuk, hogy

Sulf50) = 5[f(w0—0) + Flzo +0)], ha n— oo

A differencidlhatosagi feltételt jelentGsen lehet enyhiteni. Elegend6 megkovetelni,

hogy (1.10)-ben mindkét hanyados integralhatod legyen Lebesgue értelemben.

Pringsheim konvergencia-kritériuma

A kovetkez§ tétel a konjugalt sor részletdsszegeinek konvergenciajara ad ele-
gendd feltételt. A tétel (i) allitasa mint Pringsheim konvergencia-kritériuma ismert
(lasd pl. [19, Vol. I, p. 52|).

1.2.2. Tétel. Legyen f € L(T).
(1) Ha valamely xy € T-re

f(zo+u) — f(ro —u)

(1.11) -

€ LY(T),

akkor f(xo) létezik mint Lebesque-integrdl, és

Su(f;x0) — f(xg), ha n— .

(ii) Ha valamely xo € T-re

f(xo + u) — f(xo)

u

(1.12) e LY(T),

akkor

gm,n(f%%)ﬁf(wo), ha m— —oc0 €s n— oo.

Az (i) allitas bizonyitasa a Riemann—Lebesgue-lemméan és a kovetkezd elGal-

litason alapul:

(113) 5,(fi) = = [ fla=u)Byw)du = o= [ (7o =) = o+ w)Dy() du,

27TT

8



ahol lN)n(u) a konjugalt Dirichlet-magfiiggvény.

A kevésbé ismert (ii) allitas bizonyitasa megtalalhat6é példaul Chernoff cik-
kében |[3].

Az 1.2.2. Tételnek a fiiggvényosztalyokkal valo kapcsolatarol elmondhatjuk,
hogy az (1.11) és az (1.12) feltétel nyilvanvaloan teljesiil minden xzy € T pontban,

ha f a Lip(«) periodikus Lipschitz-osztaly eleme valamely o > 0 esetén.

Bojanié és Telyakovskii tételei

A jolismert Dirichlet—Jordan-tétel szerint a korlatos valtozasu, periodikus f
fiiggvény Fourier-sora, ha feltessziik (1.6)-ot is, akkor minden x pontban az f(z)
értékhez konvergal, azaz

lim [f(x) — S.(f,x)] = 0.

n—oo

Ezen konvergencia sebességére Bojanic 2] a kovetkezs becslést adta.

1.2.3. Tétel. Ha a 27 szerint periodikus f figguény korldtos vdltozdsi a [—m, 7]

intervallumon, akkor minden x ésn =1,2,... esetén igaz a kovetkezd becslés:
3 — T
(1.14) Sulfsa) = @) < =3V (e |0,7])
k=1

Megjegyezziik, hogy a ¢, (t) fiiggvény is korlatos valtozast, valamint (1.6) ko-
vetkeztében folytonos a t = 0 pontban, ezért a V (¢,, [0, t]) valtozasfiiggvény szintén

folytonos a t = 0 pontban, kovetkezésképpen

V((px, [0,%]) — 0, k— oo.

Ebbdl pedig kiovetkezik, hogy az (1.14) egyenlGtlenség jobb oldalan allo kifejezés
nulldhoz konvergal, mikézben n — oo, azaz az 1.2.3. Tétel a Dirichlet—Jordan-tétel
élesitése.

Az 1.2.3. Tétel eredményét Telyakovskii [18] fejlesztette tovabb a kovetkezd-
képpen.

1.2.4. Tétel. Legyen mi =1 <mg < --- < my, < ... a természetes szdmok olyan
sorozata, amely kielégiti a

oo

1 A
(1.15) d —<—, p=12...

m m
p=po P L




feltételt, ahol A > 1 dllands. Ha az f fiigguény korldtos vdltozdsi, akkor minden p

€s x esetén érvényes a kovetkezd becslés:

f@) = Su(fol=] D flke™| <
|kl=p+1
mpy—1 0o |mpy1—1
|3 dwe e[S e
|k|l=p+1 p=po | k=mp

ahol my,—1 < 1 < my, és A az (1.15) feltételbeli konstans.

Telyakovskii bizonyitasanak sémaja alapjan, ha felhasznaljuk a 3.3.1-3.3.2.
Lemmaékat (lasd 3.3. rész), a tételben szerepls egyenlGtlenség kicserélhets egy erd-
sebbre:

M

(1.16) Zmpgmrg%mpﬂ k

Pp=Ppo

o0

< S v (e 05)).

Az allitasnak ezt az alakjat fogjuk majd kiterjeszteni kétvaltozos fiiggvényekre.

10



2. fejezet

Uj eredmények kétvaltozos

fuiggvényekre

Ebben a fejezetben ismertetjiik az el6z6 fejezetben szerepld definiciok, je-
161ések kétvaltozos megfelel6it, valamint megfogalmazzuk az 1. fejezetbeli tételek

kétvaltozos altalanositasait.

2.1. Definicidk, jelolések

Kettds Fourier-sorok és marginilis fiiggvények

A komplex értékd, mindkét valtozojaban 27 szerint periodikus f € L'(T?)

fliggvény kettés Fourier-sorat az

(2,1) sz /{ l i(kz+ly)

keZ leZ

kett6s sorral értelmezziik, ahol

Flk, 1) = /TZ fu,v)e ™ * ) dy do, (k1) € Z*

ar?
az f fiiggvény Fourier-egyiitthatoi.

A Riemann-Lebesgue-lemma (lasd pl. [19, Vol. II, p. 301]) alapjan, ha f €
LY(T?), akkor
f(k,1) =0, ha max{|kl],|l|} — oco.

Ez a tény alapvetd fontossagi lesz tételeink bizonyitasa sorén.
A (2.1)-ben szerepld sor nemszimmetrikus téglanyosszegeit a kovetkezs mo-
don definialjuk:

Sml n1;mo,ng f x y Z Z f k l z(kx+ly) m;, n; € Zv m; < g, j: 172

k=m1 l=mo

11



Abban a specidlis esetben, amikor m; = —n;, a révidebb

5"1’"2(f;x7y) = S—nl,nl;—nz,nz(f;$7y)a n; € N, ] =1,2

jelolést hasznaljuk; és ezt az Gsszeget a (2.1)-ben szerepls kettGs sor szimmetrikus
téglanyosszegének nevezziik.

A (2.1)-ben szerepl Fourier-sor szimmetrikus, valamint nemszimmetrikus
téglanyosszegeinek egy adott (zg,70) € T? pontbeli konvergenciajénak vizsgalata
soran kideriil, hogy ez a konvergencia lényegében az f(z,vy0), x € T, és f(xo,y),
y €T (z:=x és y := yp rOgzitett), tgynevezett marginalis fliiggvények egyvaltozos
Fourier-sora konvergencidjanak viselkedésétél fiigg. Ezekre az egyvaltozos Fourier-

sorokra, valamint Fourier-egyiitthatoikra a kovetkezé jeloléseket hasznéljuk:
(2.2) F,yo) ~ Y f(m0) (k)e™,
keZ
ahol
1 .
Foyo) (k) o= o / flu,yo)e ™ du, k€ Z;
T JT

és anal6g modon
(2.3) Flwo,y) ~ Y flag, ) (1)e™,
lez

ahol

1 ,

f(xo, ) () = —/f(xo,v)e_”” dv, [€Z.
2m Jp
A kettGs konjugalt sorok (lasd alabb) konvergencidjanal viszont a (2.2) és

a (2.3) Fourier-sorok konjugalt sorai jatszanak fontos szerepet:
(24) Z(_Z Slgnk)f(uy())/\(k)ezkx7

keZ
valamint

(2.5) > (—isignl) f(xo, )" (1)e™.

leZ

Konjugalt sorok

Amikor az egyvaltozos (1.2) konjugalt sor kétvaltozos megfelelgjét keressiik,
az egyvaltozos esettdl eltérGen a (2.1)-beli ketts sorbol tobbféle modon is képezhe-
tiink konjugalt sort, attol fiiggGen, hogy az elsd, a masodik vagy mindkét valtozora

vonatkozoan ,konjugalunk”. Az elsG véltozora vonatkozo konjugdlt sort a

(2.6) ZZ(—Z sign k) f (k, 1)e’ o+

keZ leZ
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kettds Osszeggel definidljuk, a masodik valtozéra vonatkozé konjugélt sor alakja:
(2.7) ZZ —isignl) f(k,1)eF= ),
keZ I€Z
végiil a mindkét valtozo szerinti konjugalt sor a kévetkezs:
(2.8) ZZ(—Z sign k) (—isignl) f(k,1)e'*e+).
keZ I€Z

A (2.6)—(2.8) konjugalt sorok nemszimmetrikus téglanyosszegeire rendre az

SS;?%l;mg,ng (f’ x7 y)’ S?S?{%T)Ll;mgﬂ”lq (f7 x) y) éS S’V(‘ii}?)ll;m%ng (fﬂ ':Eﬂ y)

jeloléseket hasznaljuk, a szimmetrikus téglanyosszegekre pedig a kovetkezd, egysze-

riibb jeléléseket alkalmazzuk:

10 01 . 11
SEO (frayy), SOV (fiwyy) 6 SOY (fia,y).

Végiil megadjuk az (1.3)-ban definialt o, (u) fiiggvény kétvaltozos megfelels-

jét, amelyre a ., (u, v) jelolést hasznaljuk:
(2.9) Ouy(u,v) = f(r+u,y +v)+ flx —u,y+v) +
+f@+uy—v)+ fle—uy—v)—4f(z,y),
ahol (u,v) € [0, 7] x [0, 7].
Megjegyezziik, hogy Somy(V 0) = 29090(.]0(7 y))? mivel
Pay(u,0) = f(z +u,y+0) + f(z —u,y+0) +
+f(@+u,y—0)+ flz—uy—0)—4f(z,y)
= 2[f(x+u,y) +f(:c—u,y) - 2f(x,y)] =

Hasonléan bizonyithat6 a ¢.,(0,-) = 2¢,(f(z,-)) egyenlség is.

Fuggvényosztalyok

Most megadjuk az 1.1. részben ismertetett egyvaltozos fliggvényosztalyok két-
valtozos megfelelsit. Erdekes megjegyezni, hogy a Lipschitz- és Zygmund-osztalyok
kiterjesztésénél, a valtozokra kiilon-kiilén Lipschitz-, illetve Zygmund-feltételt szab-
va, négyféle kiterjesztés lehetséges.

Emlékeztetiink arra, hogy Moricz vezette be a (periodikus) multiplikativ
Lipschitz-osztéalyok |7], a (periodikus) multiplikativ Zygmund-osztalyok [6], valamint
a (periodikus) Lipschitz—Zigmund- és Zygmund-Lipschitz-osztalyok [11]| fogalmat.
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Elgszor az (1.4) és (1.5) bal oldalan az abszolutérték jelek kozott allo kife-
jezések kétdimenzios megfelelgjét adjuk meg. Ha mindkét valtozo szerint Lischitz-
feltételt szeretnénk megkovetelni, akkor (1.4) kiterjesztéseként a kovetkezd, Ay j-gyel

jelolt kifejezést kapjuk:

(2.10)  Avu(fs2,y5u,0) = flr+uy+o) = flzy+v) = f@+uy) + fz,y).

Ha mindkét valtozo szerint Zygmund-feltételt szeretnénk elsirni, akkor (1.5) altala-

nositasaként a Ay s-vel jelolt kifejezést kapjuk:

(211) A2,2(f§5573/§uav) = f(l' —u,y — U) —I—f(:l?—l—u,y - U) +
+f@—wy+o)+ fle+uy+v) -
Az (1.7) bal oldalan allo szamlalonak megfelelGen a modositott Ago(f;z, y;u, v; A)
jelolést abban az altalanosabb értelemben fogjuk hasznalni, amikor a (2.11) jobb
oldalan f(x,y)-t az A konstanssal helyettesitjiik.
Végiil megtehetjiik azt is, hogy az egyik valtozo szerint Lipschitz-, a masik
véaltozo szerint pedig Zygmund-feltételt irunk el6. Ezekben az esetekben a kdvetkezd

kifejezéseket fogjuk hasznalni (1.4) és (1.5) altalanositdsaként:
Ap(fiz ysuv) = flo —u,y —v) + fle —u,y+0) = 2f(x —u,y) —
—fle+u,y—v)— flz+uy+v)+2f(x+u,vy),
valamint
AQ,I(f;xay;u7U) = f(ZE _uvy_v) —I—f(a:—}—u,y—v) - 2f(l',y_'0) -
Ezen el6késziiletek utan ratérhetiink a fiiggvényosztalyok definialasara.

2.1.1. Definicié (Multiplikativ Lipschitz-osztaly). Egy mindkét vdltozdjdiban
periodikus, folytonos f(x,y) figguény akkor tartozik a multiplikativ Lip(«, ) («, >
0) Lipschitz-osztdlyba, ha létezik eqy C' = C(f) dllandé gy, hogy

1AL (f; 2, y5u,0)] < Clu|®v|? minden  (z,y)-ra és (u,v)-re.

2.1.2. Definicié (Multiplikativ Zygmund-osztaly). Egy mindkét vdltozdjdban
periodikus, folytonos f(x,y) figguény akkor tartozik a multiplikativ Zyg(a, B) (o, B >
0) Zygmund-osztdilyba, ha létezik eqy C' = C(f) konstans ugy, hogy

Ao f;x,y;u,v)| < Clul®|v]®  minden  (x,y) és (u,v) esetén.
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2.1.3. Definici6 (Multiplikativ Lipschitz—Zygmund-osztaly). FEgy mindkét
vdltozdjaban periodikus, folytonos f(x,y) fliggvény akkor tartozik a multiplikativ
LZ(c, ) (a, B > 0) Lipschitz—Zygmund-osztalyba, ha létezik eqy C = C(f) kons-
tans ugy, hogy

AL (f; 2, y;u,0)| < Clul*w|®  minden  (z,y) és (u,v) esetén.

2.1.4. Definici6 (Multiplikativ Zygmund—Lipschitz-osztaly). FEgy mindkét
vdltozdjaban periodikus, folytonos f(x,y) figgvény akkor tartozik a multiplikativ
ZL(e, B) (o, B > 0) Zygmund-Lipschitz-osztdlyba, ha létezik eqy C = C(f) kons-
tans ugy, hogy

Ao 1 (f;2,y;u,0)| < Clul*w|®  minden (z,y) és (u,v) esetén.

Megjegyezziik, hogy a multiplikativ Lipschitz/Zygmund-osztalyok definicio-
jat, valamint a Ay, ., (f; 2, y;u, v) jelolést (p; € {1,2}, j = 1,2) a kdvetkezd egyszert
tények motivaltdk. Abban a specidlis esetben, amikor f(z,y) = g(x)h(y), akkor a
Ay, 0, (f; 2, y;u, v) mennyiségeket a kovetkez6képpen irhatjuk fel:

Avi(fiz,ysu,v) = [g(z +u) — g(@)][h(y +v) — h(y)],

Ava(fiz,ysu,v) = [g(z —u) — g(z +w)][h(y —v) + h(y + v) = 2h(y)],

Ao (frz,ysu,v) = [g(z —u) + g(x +u) — 2g(x)|[h(y —v) — Ay + )],
Noo(frz,ysu,v) = [g(x —u) + g2 + u) — 29(2)][h(y — v) + h(y +v) — 2h(y)].

Ezekbdl pedig nyilvanvaloan kévetkezik, hogy ha g € Lip(«) és h € Lip(f3), akkor
f € Lip(«a, 8); ha g € Lip(a) és h € Zyg(f3), akkor f € LZ(«, (3), stb.

Megvizsgalva a A, ,,(f;z,y;u,v) mennyiségeket, a tagok alkalmas csopor-
tositasaval a kovetkez§ Osszefiiggéseket fedezhetjiik fel. Minden (z,y)-ra és (u,v)-re

igazak a kdvetkezdk:

Doo(fim,yiu,v) = [flx+u,y+v) = flo,y +v) = fr +uy) + f2,9)] -
(2.12) —[flz,y+0) = flz —uy+v) — flz,y) + fla —uwy)] -
—[flx+uy) — flz,y) — flx+uy—v) + fz,y —v)] +
+f(z,y) — fle —wy) — fla,y —v) + flz —u,y — )]
=An(fizyiuv) — A (fiz —w yiu,v) —
—An(fsz,y —viu,v) + A (fiz —uy — v, v),
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valamint

Aop(fim,ysu,v) = [f(x —w,y —v) + fle —u,y +v) = 2f(x —u,y) -
—flz,y —v) = flz,y+v) +2f(z,y)] -
—f(zy—v)+ flz,y+v) —2f(z,y) -
—f@tuy—v) = flz+uy+v)+2f(z+uy)] =
= A (f;x_gay;gav> — Aqp (f;x‘i‘g,y;gﬂ)),

2 2 2 2
hasonléan
v v v v
Roo(fsx,y5u,v) = A (; ~ 5 ,—>—A (; 5 ,—>,
272(f z,y U,U) 2,1 f x,y 9 U 9 2,1 f $7y+2 Uu 9
végiil

Aa(fiz,ysuv) = [fla+uy) — flz —wy) — fle+uy—v)+ fl@—uy—v)] -
—[flet+uy+o)— fla—uy+v)— flz+uy) + flz—uy) =
= Aui(fiz —uy — v 2u,0) — A (fiz — u,y;2u,v),

illetve anal6g modon

Aoa(fiz ysu,v) = Ana(fie —uy —viu, 20) — A (fi 2,y — viw, 20).
Ezen osszefiiggések felhasznalasaval az alabbi, tetszGleges o, > 0 esetén
érvényes relaciokat nyerjiik:

Lip(a, ) C LZ(a,
Lip(a, ) C ZL(a,

=)

) € Zyg(a, B),
) € Zyg(a, B).

=)

Végiil megvizsgaljuk azt a specidlis esetet, amikor az f, és (f.), parcidlis
derivéltak valamely (zo,y0) € T? pont kirnyezetében léteznek, és (f,), korlatos is

itt. Ekkor ebben a kdérnyezetben
(2.13) Ay o (fixo,yosu,v) = O(uww), pj € {1,2}, j=1,2.

Valoban, ez az allitas kozvetleniil igazolhato a klasszikus kozépértéktétel alkalmaza-

saval. Példaul, tekintsiik a p; = 1 és p, = 2 esetet. Bevezetve az

e(w) := f(w,yo —v) + f(w,yo +v) — 2f(w, yo)

jelolést az allitasban szerepld (xg,yo) pont kérnyezetében, kapjuk, hogy

Ara(f;5 20, Yos u, v) = (w9 — u) — e(wo + u) = —2ue'(§) =
- (_Qu)[fx(€7 Yo — U) + f:ﬂ(ga Yo + U) - 2fx(£7 yO)] -
= (=2u)[(f2), (& m)(=v) + (f2), (&, n2)v] = O(uv),
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ahol (§,y0—v), (§,y0+v), (£, o), (&,m1), és (&,12) a fenti allitasban adott kdrnyezet
megfelel6 pontjai.

Igy (2.13) alapjan, ha az f,, (fx)y parcialis derivaltak léteznek, és ez utobbi
korlatos az egész kétdimenzios T? toruszon, akkor f eleme a Lip(1,1), LZ(1,1),

ZL(1,1) és Zyg(1,1) fiiggvényosztalyok mindegyikének.

Most a Lipschitz/Zygmund-osztalyok bevezetése és vizsgalata utan a korlatos

valtozasu fliiggvények kétvaltozos kiterjesztésével folytatjuk.

2.1.5. Definicié (Hardy—Krause értelemben korlatos valtozasu fiiggvény).
Az f(x,y) figguényt korldtos viltozdsiunak nevezzik az [a,b] x [c, d] téglalapon Hardy—
Krause értelemben, ha a kivetkezd hdarom feltétel teljesiil (Id. [8] és [9, Section 254]).

1. Az f(x,y) figgvény V(f;[a,b] X [c,d]) teljes viltozdsa az [a,b] X [c, d] téglalapon

véges. Ezt a teljes vdltozdst a kévetkezd szuprémummal definidljuk:

sup Y Y | f(@jnye1) = (g uen) = Flaiowe) + Flagu)l

Jj=1 k=1

amelyet az [a,b] és [c,d] intervallumok minden
a=T0< 1< - <Ty=0 és c=y<yy<---<y,=d
beosztdsdra kiterjesztink.

2. Az f(-,c) margindlis figgvény, mint az elsd vdltozd figgvénye, korldtos vdlto-

zasu az [a, b] intervallumon.

3. Az f(a,-) margindlis figguény, mint a mdsodik vdltozd figguénye, korldtos vdl-

tozdst a [c,d] intervallumon.

Megjegyezziik, hogy ha csak az elsé feltétel teljesiil, akkor az f(z, y) fliggvényt
Vitali értelemben nevezziik korlatos valtozasunak (lasd [4]).

Az egyvaltozos esethez hasonloan, ha az f(x,y) fiiggvény korlatos valtozasi
az [a,b] X [c,d] téglalapon Hardy—Krause értelemben, akkor az ugynevezett kvad-
rantikus hatarérték:

f(xo— 0,50 — 0) := lim f(z,y)
y1yo
letezik minden (zo,v0) € [a,b] X [c,d] pontban (lasd [15, 3. Tétel]). Ezen kiviil

f(zo — 0,90 — 0) megkaphato mint iteracios hatarérték, azaz
f(IO - 0790 _0) - hmf(xo _an) - hmf(xay(] - 0)7
yTyo zTzo
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ahol
flzo—0,y) := i#gi f(z,y)

és f(x,yo — 0) hasonloan definilt.

A harom masik kvadrantikus hatarérték:

f(‘r() - 07 Yo + 0) = hTm f(l'7 y)7
zTxo
ylyo

f(zo+0,y0—0) és f(xo+0,y0+0) szintén létezik. Valamint ezek is kiszamithatoak
iteracios hatarértékkeént:
f(fco _07y0+0) = hmf(mo _Ouy> = hmf(muyo +0)7
ylyo zTzo
ahol
f(z,y0 +0) :==lim f(z,y), stb.
ylyo

Mivel azok a pontok, ahol az f(z,y) Hardy—Krause értelemben korlatos val-
tozasu fliggvény nem folytonos, megszamlalhaté sok, a koordinata tengelyekkel par-
huzamos egyeneseken helyezkednek el (lasd pl. [1]), ezért a tovabbiakban az &ltala-

nossag megszoritasa nélkiil feltessziik, hogy az ilyen f fliggvényre igaz az

Flevg) = T L+ 0,5+ 0) 4+ f(2 = 0,y +0) + flz +0,y = 0) + fw — 0,y — 0)}

egyenlGség minden (z,y) pontban.

2.2. Dini konvergencia-kritériumanak kétvaltozos

kiterjesztése

Els6 tételiinkben [10, 1. Tétel] elegendd feltételt adunk a (2.1)-beli Fourier-sor

szimmetrikus téglanyosszegeinek adott pontbeli konvergencidjara.
2.2.1. Tétel. Legyen f € LY(T?), A, Ay, Ay € C, és valamely (zq,yo) € T?-re
(2.14) u v Ag o (f; o, Yo u, v; Ay + Ay — A) € LN(T?).

Ha a (2.2)-ben és a (2.3)-ban szerepld eqyvdltozds Fourier-sorok szimmetrikus
részletosszeqgei Aq-hez és Ay-hioz kovergdlnak az x := xg, illetve az y := yo pontokban,
akkor

(215) Sn1,n2(f;x07y0) - A7 ha nj — 00, j = 172

Forditva, ha (2.15) teljesiil, és ha a (2.2)-ben és a (2.3)-ban szerepld Fourier-
sorok eqyikének szimmetrikus részletosszeger konvergensek, akkor a mdsik Fourier-

sor szimmetrikus részletosszegei is konvergensek.
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Az 1.2.1. Tételbeli (i) allitast a 2.2.1. Tétellel kombinalva abban a specialis
esetben, amikor A = A; = Ay = f(x0,y0), kapjuk az alabbi kovetkezményt |10,

1. Korollarium].

2.2.1. Korollarium. Legyen f € LY(T?), f(-,y0) € L*(T) és f(xo,-) € L*(T) vala-
mely (xo,yo) € T?-re. Ha

(2.16) uflvflAz,z(f; To, Yo; U, V) € Ll(T2)a

u [ f(zo — u,y0) + f(o + u,y0) — 2f (x0, y0)] € L'(T),

€s

v f (w0, Yo — v) + f(20,y0 +v) — 2f (20, 40)] € L' (T),
akkor
(217) Snl,ng(f;x(]ayO) - f(:leayO)a ha nj — 00, J = 172

Masodik tételiinkben |10, 2. Tétel| a (2.1)-beli Fourier-sor nemszimmetrikus

téglanyosszegeinek adott pontbeli konvergenciajara adunk elégséges feltételt.
2.2.2. Tétel. Legyen f € LY(T?) és valamely (xo,yo) € T?-re
(2.18) u T AL (f; o, yos u,v) € LY(T?).

Ha a (2.2)-beli és a (2.3)-beli egyvdltozds Fourier-sorok nemszimmetrikus

részletosszegei f(xo,yo)-hoz konvergdlnak, akkor
(219) Sm1,m;m2,n2(f;x07y0) - f(x(J?yO)? ha mj — —00 és n; — o0, j = 17 2.

Forditva, ha (2.19) teljesil, és ha a (2.2)-beli és a (2.3)-beli Fourier-sorok
egyikének nemszimmetrikus részletosszegei f(xo, yo)-hoz konvergdlnak, akkor a masik

Fourier-sor nemszimmetrikus részletésszeger is ehhez konvergdlnak.

Ha az 1.2.1. Tétel (ii) allitasat kombinaljuk a 2.2.2. Tétellel, akkor az alabbi

kovetkezményhez [10, 2. Korollarium] jutunk.

2.2.2. Korollarium. Legyen f € L'(T?), f(-,y0) € L*(T) és f(xo,-) € L*(T) vala-
mely (zo,vy0) € T?-re. Ha a (2.18) feltétel, valamint az aldbbi kél kiegészitd feltétel

fenndll:
uHf(u,y0) = (o, 90)] € L) és v~ [f(wo,v) — f(wo,0)] € L'(T),
akkor (2.19) is teljesiil.
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Ha a (2.16) és a (2.18) feltételeknek a fiiggvényosztalyokkal valo viszonyat
vizsgaljuk, akkor nyilvanvalo, hogy ha f € L'(T?) N Zyg(a, 3) valamely o, 3 > 0
esetén, akkor a (2.16) feltétel teljesiil minden (x¢,yo) pontban. Hasonloan, ha f €
LY(T?) N Lip(c, B) valamely a, 3 > 0 esetén, akkor a (2.18) feltétel minden (o, yo)
pontban teljesiil.

Valamint a (2.12) 6sszefliggés felhasznalasaval nyerjiik, hogy a (2.18) feltétel
fennallasa maga utan vonja (2.16) teljesiilését is; igy nyilvanvalo, hogy a (2.17)
kovetkeztetés gyengébb, mint (2.19).

Végiil utalva a 2.13-nal leirtakra, ha az (zg,y0) € T? pontnak létezik olyan
kérnyezete, hogy az f; és (f:), parcidlis derivaltak léteznek ezen kornyezet minden
pontjédban és (f;), korlatos itt, akkor f € Lip(1,1). Ebb¢l pedig kovetkezik, hogy
ilyen f fiiggvényre a (2.18) feltétel is teljesiil.

2.3. Pringsheim konvergencia-kritériumanak

kétvaltozos kiterjesztése

Els6 tételiinkben [11, 1. Tétel] a (2.6) konjugalt sor szimmetrikus téglany-

Osszegeinek konvergencidjara adunk sziikséges és elegendd feltételt.
2.3.1. Tétel. Legyen f € L*(T?). Ha valamely (xq,yo) € T?-re
(2.20) u v Ao (f; w0, Yoy u, v) € LH(T?),

akkor az

TL11 (3L)2 (f xO? yo)

szimmetrikus téglanydsszegeknek akkor €s csak akkor létezik hatdrértéke m; — oo
(j =1,2) esetén, ha a (2.4) konjugdlt sor szimmetrikus részletosszegei konvergensek

az x := xo pontban. Ebben az esetben a két hatdrérték megegyezik.

A 2.3.1. Tételnek a (2.7) konjugalt sorra vonatkozo6 szimmetrikus megfelelGje

a kovetkezdképpen hangzik [11, 2. Tétel|.
2.3.2. Tétel. Legyen f € LY(T?). Ha valamely (zo,yo) € T?-re
(2.21) u o Aoy (f; w0, yos u,v) € LY(T?),

akkor az
TL? ;)2 (f .TO, yo)

szimmetrikus téglanydsszegeknek akkor €s csak akkor létezik hatdrértéke m; — oo
(j = 1,2) esetén, ha a (2.5) konjugdlt sor szimmetrikus részletdsszeger kovergensek

az y := yo pontban. Ebben az esetben a két hatdrérték megegyezik.
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ErGsebb feltételt megadva, a (2.6)—(2.8) konjugalt sorok nemszimmetrikus

téglanyosszegeinek konvergenciajara is kovetkeztethetiink [11, 3. Tétel].
2.3.3. Tétel. Legyen f € LY(T?), és tegyiik fel, hogy valamely (xq,yo) € T?-re
(2.22) u v AL (f; o, Yoy u, v) € LY(T?).

(i) Az
§g{%;m2,n2 (f:20,%0)
nemszimmetrikus tégldnydsszegeknek akkor és csak akkor létezik hatdrértéke m; —
—00 és nj — oo (j = 1,2) esetén, ha a (2.4) konjugdlt sor nemszimmetrikus rész-
letosszeger konvergensek az x := xy pontban. Ebben az esetben a két hatdrérték meg-
eqyezik.
(i) Az
gﬁ?{%l;mmm (f; 20, v0)
nemszimmetrikus téglanyosszegeknek akkor és csak akkor létezik hatdrértéke m; —
—00 ésnj — 0o (j = 1,2) esetén, ha a (2.5) konjugdlt sor nemszimmetrikus rész-
letdsszegei konvergensek az y := yo pontban. Ebben az esetben a két hatdrérték meg-
eqyezik.
(iii) Az
g}ﬂ%{?ﬁ;m%ng (f:20,%0)
nemszimmetrikus tégldnydsszegeknek létezik hatdrértéke m; — —oo és n; — 00

(j = 1,2) esetén.

Ha a tételekben szerepld feltételeknek a fiiggvényosztalyokkal valo kapcsolatét
vizsgaljuk, adodik, hogy a 2.3.1. Tételben szerpel (2.20) feltétel biztosan teljesiil
minden (xg,79) € T? pontban, ha f € LZ(a,3) valamely o, > 0-ra; a 2.3.2.
Tételben 1évs (2.21) feltétel teljesiil minden (zg,yo) € T? pontban, ha f € ZL(a, )
valamely a, 3 > O-ra; és a 2.3.3. Tételben szerepls (2.22) feltétel teljesiil, ha f €
Lip(«, 8) valamely «, § > O-ra.

Ha a fenti 2.3.1-2.3.3. Tételeket kombinaljuk az egyvaltozos fiiggvényekre
érvényes az 1.2.2. Tétellel, akkor a kovetkezd korollariumokat [11, 1-3. Korollarium]|

kapjuk.

2.3.1. Korollarium. Tegyiik fel, hogy f € L'(T?) és a (2.20) feltétel valamely
(wo,y0) € T?-re teljesil. Ha f(-,yo) € L*(T) és

u [ f (o 4+ w,yo) — f(wo — u,y0)] € L(T),
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akkor
57(111’[’::1)2(f;$07y0) - f<'7y0)w($0)7 ha nj — 00, .] = 172

2.3.2. Korollarium. Tegyiik fel, hogy f € L' (T?) és a (2.21) feltétel valamely
(w0,90) € T?-re teljesiil. Ha f(xq,-) € L*(T) és

v [ fzo,y0 +v) — flzo,y0 —v)] € L'(T),

akkor
S£?711)2(f;x0>y0) - f(an ')N(yO)v ha nj; — 00, j = 17 2.

Probléma. Nem taldltunk olyan, a A;s(f; o, yo;u,v), a Agi1(f; 20, yo;u,v) és a
Noo(f; o, yo; u,v) segitségével, valamint az f(-,yo) és az f(xo,-) marginalis fliggveé-
nyek egyvaltozos Fourier-sorainak konjugélt soraval kifejezhetd, a (2.22)-nél gyen-
gébb elegendd feltételt, amely bizositana a (2.8) kettds konjugalt sor szimmetrikus

téglanyosszegeinek konvergenciajat egy adott (xg,y0) € T? pontban.

2.3.3. Korollarium. Tegyiik fel, hogy f € L' (T?) és a (2.22) feltétel valamely
(w0, yo) € T?-re teljesiil.
(i) Ha f(-,y0) € L'Y(T) és

w”[f (o + u, y0) — f(0,90)] € LY(T),
akkor
SO0 e (F170,50) = F(op0) (o), ha mj — —oc0 és m; — o0, j=1,2.
(ii) Ha f(xo,-) € LY(T) és
v f (w0, 90 +v) = f(wo,90)] € LN(T),

akkor

gfr?ﬁgu;mz,nz(f;x[]?yo) — f(%0,")" (%), ha mj— —o0 € nj—o0, j=1,2.

2.4. Telyakovskii tételének kétvaltozos kiterjesztése

Telyakovskii tételének kiterjesztésekor az (1.16) egyenlGtlenséget fogjuk Al-
talanositani kétvaltozos fiiggvényekre. Itt attol fliggfen, hogy a kettds szummaéaban
mindkét vagy csak az egyik Osszegezési index szerint adunk Gssze végtelen sok tagot,

az alabbi tételben [12, 3. Tétel| szerepl6 harom egyenlGtlenséget kaphatjuk.
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2.4.1. Tétel. Legyenek m; =1 <my < ---<m, < ... ésnp=1<ny < - <

ng < ... atermészetes szamoknak olyan sorozatai, amelyek kielégitik a
= 1 A
(2.23) > —<— pp=12...
po o Mo
€s a
1 B
(2.24) Yo —<— @=12...
- Ng TNy
9=q0

feltételeket, ahol A, B > 1 dllandok. Ha az f fligguény korldtos vdltozdsu Hardy—
Krause értelemben, akkor minden po,qo esetén és minden (z,y) pontban igazak a

kovetkezd becslések:

0o o0
i(kz+ly) <
(225) Z Z mpgmrél%}imp+1 nqgnlél]%}inq_,_l Z Z f k l -

P=P0 4=qo k|=m |l|=n

< CIUABS S (o 0.5 [07])

e M ngy—1
2.26 > > > flk et <
( ) —p mpgmrgl%f}imﬁl ] = f( )

=Po =m =

< <7T;_4>Amzv (=G 0. 7)) +

AR 7] o)

k=1
€és
oo mpofl N
(2.27) > _max S flk ettt <
q:qonq_n_ <Ng+1 |k|:0 |l|
7T—|—4 T
ZV(% [0 7]) +
7T—|—4 & o T
V (@m0 7] % [0.7])
p—— CEUATSS v (bu l
k=1 I=1

ahol A és B a (2.23) és a (2.24) becslésekbeli konstansok.

A 2.4.1. Tételbdl kozvetleniil adodik a kovetkezd allitas [12, Kovetkezményl].
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2.4.1. Korollarium. Ha a mindkét vdltozdja szerint 2m-periodikus f(x,y) fliggvény

korldtos vdltozasi a [—m,m| x [—m, 7| téglalapon, akkor minden m,n > 0 esetén

m+1

Sl 2.9) = Fz,9)] < — Zv (e 0. 7)) +
anZWy »rlog])+
A SIS (s 07 07

Nyilvanvalo, hogy a 2.4.1. Tétel erésebb, mint ez a korollarium. Megjegyez-
ziik, hogy Moricz [13, 3. Tétel| mas modszerek felhasznalasaval szintén bizonyitotta
a korollariumban szereplS egyenl6tlenséget, a konstansokat is megadva: C7 = Cy =
2(14+1/7) és Cs = 4(1 +2/7 + 1/72).

Megjegyezziik még, hogy a 2.4.1. Korollarium tulajdonképpen Bojani¢ té-
telének (1.2.3. Tétel) kiterjesztése kétvaltozos, Hardy—Krause értelemben korlatos
valtozasu fiiggvényekre.

Végiil utalunk arra, hogy Hardy tétele |8], amely a Dirichlet—Jordan-tételnek
(lasd pl. [19, Vol. I, p. 57]) a kiterjesztése kétvaltozos, Hardy—Krause értelemben

korlatos valtozasu fiiggvényekre, megkaphato a fenti kovetkezménybal.

2.4.2. Tétel (Hardy). Ha a mindkét vdltozdja szerint 2m-periodikus f(x,y) figg-
vény korldtos vdltozdsi a [—m, 7| x [—m, | téglalapon, akkor Fourier-sora minden

(z,y) pontban az f(x,y) értékhez konvergdl.
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3. fejezet
Uj eredmények bizonyitasa

Ebben a részben a 2. fejezetben ismertett tételek bizonyitésait kozoljiik. A
Dini tipusi, valamint a Pringsheim tipusi tételek bizonyitasanal a Fourier-, va-
lamint a konjugélt sorok téglanyosszegeinek Dirichlet-, illetve konjugélt Diriclet-
magfiiggvények segitségével torténd elGallitasabol indulunk. Majd felhasznalva a két-
valtozos Riemann—Lebesgue-lemmat, bizonyitjuk tételeinket. Ezutan ismertetiink és
bizonyitunk néhany, a Telyakovskii tipusi tétel bizonyitasahoz sziikséges segédtételt.

Végiil bizonyitjuk Telyakovskii tételének kétvaltozos megfelelGjét.

3.1. Dini tipusu tételek bizonyitasa

A 2.2.1. Tétel bizonyitasa

Az Sy, n, szimmetrikus téglanyosszeg kovetkezs, jol ismert el6allitasabol (lasd
pl. [19, Vol. II, p. 302]) indulunk ki:

Snl n2(f IanO // f — U, Yo _U)Dnl(u)DHQ(U) dudv,
ahol D, (u) a Dirichlet-magfiiggvény. Mivel D, (u) paros, adodik, hogy

Snlnz f Zo, yO
47r2// (o — w90 — v) + f(wo +u, o — v) + f(x0 — u,y0 +v) +
fzo+ u,yo +v) —4A| Dy, (1) Dy, (v) dudo.

Felhasznalva A,y (2.11)-beli definicidjat az x := xg, y := yo esetben azzal a
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modositassal, hogy f(x,y) helyén (A; + Ay — A) all, kapjuk a kévetkez6t:

Snl,nz(fS Lo, yo) A=
— 47?2/ Noso(f5 o, yo; u,v; Ay + Ay — A) Dy, (u) Dy, (v) dudo +

—/ —u,90) + £ (0 + t, 4o) — 241 Dy, (u) du +

+27r [f (w0, 0 —v) + f(x0,y0 + v) — 2A3] Dy, (v) dv.

Figyelembe véve (1.9)-et, az el6z8 kifejezést a kovetkezs alakban frhatjuk fel:

(31) Snl,nz(f; Zo, yO) - A=

1
alrar-y // AQ,Q(f;Z'(),yo;U,U;Al + A2 - A)Dm (U)DnQ(U) dudv +
T2

472
Do FC) (R — A 4+ | 3 fla, ) (e - Ay

k=—n1 l=—ng

Ebbdl az alakbol mar 1atszik, hogy a 2.2.1. Tétel bizonyitasidhoz elegends azt
megmutatnunk, hogy a (3.1) jobb oldalan all6 kettés integral nulldhoz konvergal,
ha n; — oo, j = 1,2. Hogy ezt belassuk, vezessiik be a kovetkez6képpen definilt g
segédfiiggvényt:

g(u,v) = (™ — 1)1 e™ — 1) Aga(fi o, yos u, v; Ay + Ay — A), u#0, v#0.

A (2.14) feltétel kovetkeztében kapjuk, hogy g € L'(T?). Ebbdl pedig kovet-
kezik, hogy

(3.2) Ly iy = 4%2/ Noo(f; o, yo;u,v; Ay + As — A)D,,, (w) Dy, (v) dudo =

=1 //TZ u,v)(e™ —1)(e” — 1) Dy, (1) Dy, (v) dudv.

Konnyt belatni, hogy

(eiu . 1)Dn1 (u) _ ei(nﬁ-l)u _ gTimu
Ezen észrevétel alapjan (3.2)-bdl nyerjiik, hogy

711 e = 47T2 // u, U z(n1+1)u . —mlu][ i(n2+1)v —e ingv] dudy =
—Nn1 — 1 —MNg — ].) — g(nl, —MNy — 1) — g( ny — 1 n2> + g(nl,ng)

Mivel g € L}(T?), igy a kétvaltozos Riemann—Lebesgue-lemma szerint adodik, hogy
(3.3) Ly n, — 0, ha n; —o0, j=1,2.

Ezzel a fenti allitast igazoltunk.
Most méar, Osszevetve (3.1)-et, (3.2)-t és (3.3)-at, adodik, hogy a 2.2.1. Tétel

bizonyitasa teljes.
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A 2.2.2. Tétel bizonyitasa

A tétel bizonyitésat egy segédfiiggvény bevezetésével kezdjiik. Végezziik el
(2.10)-ben az = := xy + u és y := yo + v helyettesitést. A rovidség kedvéert jeloljiik

ezt F(z,y)-nal, azaz
(3.4)  Avi(fizo, yoswsv) = f(2,y) — f(wo,y) — [(@,90) + f(20, 0) =: F(z,y).
Majd vezessiink be egy tovabbi segédfiiggvényt; nevezetesen, legyen

gla,y) = (@) )W) 1) F(a,y).

A (2.18) feltétel szerint, (3.4)-et is figyelembe véve, adodik, hogy g € L'(T?). Vala-

mint nyilvanvalo, hogy
(35 Flayy) = (79 = (@) — Dg(a,y).

Kénnyen ellendrizhetjiik, hogy F Fourier-egyiitthat6it minden (k,1) € Z*re a ko-
vetkezGképpen irhatjuk fel:

(3.6)
fk, 1), ha k £ 0 és [ # 0,
sy = 4 100 = 1) (k). ha k#0651 =0,
F0,1) — (0, )N, ha k=060,
£(0,0) = £(-,y0)(0) = f(xo, )M0) + f(xo, 1), hak=0és1=0.

Legyen m;,n; € Z, m; < 0 < n; (j = 1,2). Ekkor a (3.4) jobb oldalan defini-
alt F fiiggvény kettGs Fourier-soranak nemszimmetrikus téglanyGsszegei az (xo, yo)

pontban (3.6) alapjan a kovetkezd alakban irhatoak:

Sml,m;mz,ng (F7 o, yU) = Sm1 JN13M2,no (f Zo, yO) -

ng

(3.7) - Z FCoo) (R)e™™ =~ flao, ) (1)e™ + f(x0,y0)-

k=m1 l=mo

Ebbdl mar latszik, hogy a 2.2.2. Tétel bizonyitasahoz elegendd azt megmu-
tatnunk, hogy a (3.7) bal oldala nulldhoz konvergél, mikézben m; — —oo ésn; — oo
(j = 1,2). Ehhez el6szor fejezziik ki az F' fiiggvény Fourier-egyiitthatoit g Fourier-
egyiitthatoinak segitségével a kovetkezképpen (vo. (3.5)):

4 — // z y z T—mT0) _ 1)(6i(y_yO) _ 1)€—i(kx+ly) dzx dy =

™

= ¢t onryo —1,1— 1) 719609(]? — 1,[) “wog (k [ — 1) g(kal>7
(k1) e Z2.
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Az F figgvény Fourier-soranak téglanyosszegében végrehajtva a kettds Abel-atren-

dezést, nyerjiik, hogy

Sm1 n1ma, n2 F .To,yo = Z Z F k l i(kzo+lyo) _

k=m1 l=mo

= i i {ei[(’ﬂ—l)ﬂco+(l—1)yo]g(;C —1,l—-1)—

k=m1 l=m>

e i[kzo+(1—1)yo] (/{ [ — 1) [(kfl)xoﬂyo]g(k 1 l) + ¢ i(kxo+lyo) 4 k l } —

SIS 3D D IS 3 9b 3] LIV

k=mi1—1l=mo—1 k=m1l=mo—1 k=mi1—11l=mo k=m1 l=mo

i[n1zo+(ma—1)yo] A

— eiltmi=T)zo+(ma—1)yo] 5 g(ny,mg — 1) —

gmy—1,my—1)—e
_ei[(mlfl)xo+n2yo}g(ml -1, nz) + ei(n1wo+n2y0)g(n17 ns).
Ebbél pedig, mivel g € L1(T?), a Riemann-Lebesgue-lemma alapjan adodik, hogy

(3.8) Sy mmams (F5 %0, Y0) — 0, ha m; — —oo ésn; — o0, j=1,2;

ahogyan azt fentebb allitottuk.
Most Gsszehasonlitva (3.7)-et és (3.8)-at, adodik, hogy a 2.2.2. Tétel bizonyi-

tasa teljes.

3.2. Pringsheim tipusu tételek bizonyitasa

A 2.3.1. Tétel bizonyitasa

A tétel bizonyitasat az els valtozé szerinti konjugélt sor téglanydsszegeinek

k('jvetkez()’, jol ismert elgallitasanak felirdsaval kezdjiik:

Spy, nQ(f T, Yo) / f(xo — Y, Yo — v) Du, (u) Dy, (v) dudv =

47T2//T2 (w0 — 1,30 — v) + Flwo — .o +0) —
—f(xo +u,y0 —v) — f(xo + 1,90 + U)]Dm(U)Dnz(U) dudv,

ahol (ny,ns) € N%. Ezt Aq(f; %o, Yo; u,v) definicioja, valamint az (1.13) el6allitas

alapjan a kovetkez6 alakban is irhatjuk:
n11(332 (f520,%0) =

(3.9) = Inl1 822 —|— //2 (xo — u,y0) — fxo+ u,yo)]lﬁjm(u)Dn2 (v)dudv =
T

08+ (17000 =) = S+ D0} =

_Inllgm + Z (—i signk)f(-, yo)"(k)e,

k=—n1
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ahol

~ 1 ~
(3.10) L), = —/ 2A1,2(f;9607y0;%U)Dm(U)Dnz(U) du dv.
T

ni,ng ° 471'2

Most vezessiik be a g segédfiiggvényt:

g(”?”) = (em - 1)_1(6iv - 1)_1 Al,Q(f;IO’yO;u7U)7 Uu 7é 07 v 7£ 0.

A (2.20) feltételbdl kovetkezik, hogy g € L'(T?); valamint (3.10) alapjan nyilvanvalo,
hogy

(3.11) 00, = s //T w, 0) (e — 1)(e" — 1) Dy, (1) D,y (v) s .

Konnyen ellenérizhetjiik, hogy

(3.12) (™ —1)(e” —1)D,, (u)Dm (v) =

_ { Z} zku oY )Zeilv
k=1 =

k=—n1

_ i[ez’(nﬁrl)u . eiu — 14 efinlu] [ei(n2+1)v . e*iTLQU].

i
(3.11)-et és (3.12)-t Osszevetve, majd a Riemann-Lebesgue-lemmat alkalmazva, ado-
dik, hogy

- 1 )
(3.13) Iy, = 4_2.[9(—”1 =1 -ny—1)=g(—m — 1,n2) -
_g(_la —ng — 1) + g(_17n2) -
_g<07 —Ng — 1) + Q(O,ng) +
+g(n17_n2_1)_g(n17n2)] _)07 ha nj_>00, ]:1a2
Most méar (3.9)-bdl és (3.13)-bol kovetkezik a 2.3.1. Tétel konkluziojaban

szerepl6 allitasok ekvivalencidja. Ezzel a 2.3.1. Tételt bebizonyitottuk.

A 2.3.2. Tétel bizonyitasa

Ezuttal a tétel bizonyitasat az alabbi elgallitas felirasaval kezdjiik:
S0 i) = =5 [ @ =0 = 0) Doy (Do) dudlo =
4%2// (o — w90 — v) + fwo + u, 4o —v) —
—f(zo — u, yo + v) — f (20 + u, Yo + )] Du, (w) Dy, (v) du do.

Majd, felhasznélva (1.13)-at és (2.21)-et, a bizonyitas hasonloképpen torténik, mint
a 2.3.1. Tétel esetében.
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A 2.3.3. Tétel bizonyitasa

A tétel bizonyitasat két segédfiiggvény bevezetésével kezdjiik. Legyen x :=
To +u, Yy :=yo + v, és ekkor legyen

F(z,y) = A1,1(f;$0,y0;%v) = f(x,y) — f(z0,y) — f(x,90) + f(0,%0),

valamint
gla,y) = (@77 — 1) H(Ww0) — 1) F(x, ).

Nyilvanvalo, hogy a (2.22) feltétel ekvivalens azzal, hogy g € L'(T?), ezenkiviil
(3.14) Pz, y) = (&) — 1)(e00) _ 1)g(z,y).

Konnyen ellenérizhetjiik, hogy F Fourier-egyiitthat6it minden (k1) € Z? esetén a
kovetkezGképpen irhatjuk fel:

(3.15)
(f<k7l)7 hak%OéSl%O,
ﬁ(k,l): Ji(kvo)_f('ayO)/\(k)v ha k #0és =0,
f(0,0) = f(zo, ) (1), hak=0¢és1+#0,
\f<070) - f(?yO)A(O) - f(l’o, )/\(O) + f($0,y0), hak=0¢és]=0.

Legyen m;,n; € Z, m; < n; (j = 1,2). Négy esetet fogunk megkiilénboztetni
aszerint, hogy 0 € [m;,n;| vagy 0 ¢ [m;,n;] (j =1,2).

(a) eset: 0 € [m;,n;] (j = 1,2). Ekkor (3.15) alapjan az F fiiggvény kettds
Fourier-soranak nemszimmetrikus téglanyosszegeit az (xq,yo) pontban a kovetkezd
alakban irhatjuk:

Sml,nl;m2,n2 (F; 2o, yO) = Sml,m;m2,n2 (fa o, yO) -

= > fwo) (k) — Z fo, )ND)e™ + f(wo, y0).

k=m1 l=mo

(b) eset: 0 & [my,n4] és 0 € [mg, ny|. Ekkor

. _ E zkx
Sml,numg,ng(F;anyO) - Sml ni;ma,ng f7x07y0 f yO 0.

k=m1

(c) eset: 0 € [my,ny] és 0 & [ma, ng]. Ekkor

Smhnl;mg,ng(F; :L’OvyO) = Sml ni;ma,ng f Zo, yO Z f an zlyo.
l=mo

(d) eset: 0 & [m;,n,;] (j =1,2). Ekkor
Sml,nl;mg,n2<F; Zo, yO) = Sml,nl;mg,nz (fa o, yO)
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Masrészt, (3.14)-bol kovetkezik, hogy

Pl 1) = gk — 1,1 — D) i@00) _ gk — 1, )¢~ —
— gk, — 1)€—iyo +4(k,01), (k)€ 72

Elvégezve a kettds Abel-adtrendezést, nyerjiik, hogy

Sml,nl;mg,ng (Fa Zo, yO) = g(ml - ]-7 mo — 1)€i[(m1_1)$0+(m2_1)y0] -

(3.16) —ﬁ(m1 —1, n2>€i[(m1*1)iﬁo+n2yo} _

—g(ny, mo — 1)6i(n1xo+(m2—1)yo] + §(n, nz)ei[nlxoﬁ-ngyo].

Ezen el6késziiletek utan a 2.3.3. Tétel (i)—(iii) allitasai a Riemann-Lebesgue-

lemma segitségével bizonyithatok. Most ezek részletezése kovetkezik.

Az (i) allitas bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy m; < 0 és n; > 0 (j = 1,2). A konjugalt sor definicidja
alapjan irhatjuk, hogy

1 o
57(’”101(,)%1;m2,n2 (fa X, yO) =1 { Z 22 — Zl ZQ } fA(k;’ l)ei(kmO‘HyO).

k=m1 l=mo k=1 l=mo>
A (b) esetet kétszer alkalmazva, nyerjiik, hogy

Sry(nlf%l;m%ng(f; Zo, ?/0) = iSm17—1;m2,n2(F; Zo, yO) - iSl,nl;mg,nQ (F7 Zo, ?Jo)

(3.17) +i i £, yo)/\(k:)eikx“ — Zl F( yo)A(k:)e””O.

k=m1

A (3.17) jobb oldalan all6 els6 és masodik tag nulldhoz konvergél, mikdzben m; —
—00 és n; — oo (j = 1,2). Ez konnyen belathato (3.16) (el6szor ny := —1-re, majd
my := l-re alkalmazva) és a Riemann—Lebesgue-lemma segitségével. Tovabba, észre-
vehetjiik, hogy (3.17) jobb oldalan a harmadik és a negyedik tag egyiitt a kovetkezd

alakban irhaté:
ni

> (—isignk)f(-,y0)" (k)e*™,

k=m1
amely éppen a (2.4) konjugalt sor nemszimmetrikus részletosszege. Most, Gsszevetve
(3.17)-et az iménti észrevételekkel, kapjuk az (i) allitasban szerepl§ sorok ekvikon-

vergenciajat.

Az (ii) allitas bizonyitasa

Ez az (i) allitas szimmetrikus megfelelGje, és bizonyitasa is az (i) allitas bi-

zonyitasahoz hasonldo modon torténik (mikozben kétszer alkazzuk a (c) esetet).
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Az (iii) allitas bizonyitasa
Tegyiik fel, hogy m; < 0 ésn; > 0 (j = 1,2). A konjugalt sor definicioja
alapjan frhatjuk, hogy

SS;}QLI;m27n2 (f Zo, yO) -

k=m1 l=m> k=1 l=m-> k=m1 =1 k=1 =1

Négyszer alkalmazva a (d) esetet, kapjuk, hogy

gg{%%l;m%nz(ﬁ Zo, ?/0) = _Sml,fl;mz,fl(F; Zo, yO) + Sl,nl;m2,71<F; Zo, yO) +
(318) +Sm1,—1;1,n2 (Fa X, ?/0) - Sl,nl;l,ng(F; X, ?Jo)

(3.16) és (3.18), valamint a Riemann-Lebesgue-lemma alapjan, azt kapjuk, hogy

g’r(r};%%umz,nz(f; Zo, yO) _ _g(_L _1)€—i(xo+yo) _
—(0, —1)e™™ — g(—1,0)e"™ — §(0,0),

ha m; — —o0 és n; — oo, j = 1,2. Ez bizonyitja az (iii) allitast.

Ezzel a 2.3.3. Tétel bizonyitasa teljes.

3.3. Telyakovskii tipusu tétel bizonyitasahoz

sziikséges segédtételek

A kétvéltozos Telyakovskii tipusu tétel bizonyitasdhoz sziikségiink lesz né-

sm ku

hany segédtételre. Az els6 két lemma a Y~ -, sor becsléséhez kapcsolodik, eze-
ket bizonyitjuk is. A masik harom lemma pedlg a kétvaltozés Riemann—Stieltjes-
integralhoz kotddik. Ezeket bizonyitas nélkiil kozoljiik.

Az els6 lemma a [17, 1. Lemmal-ben bizonyitott becslés tovabbfejlesztett

alakja.

3.3.1. Lemma. Ha a természetes szdmok my =1 <mg < ... <m, < ... sorozata
kielégiti az (1.15) feltételt, akkor minden 0 < u < 7 esetén igaz a

M sin ku
> <
k

k._

o0

E max
mp<m<M<mpi1
P=po

TA

M U

becslés.
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Bizonyitas. Vildgos, hogy u = 7 esetén a becslés igaz, elegend§ tehat az u €
(0, ) esetet vizsgalni. Rogzitsiink egy ilyen u-t és hasznaljuk a kovetkezs jol ismert

becslést: tetszbleges r,s € N, r < s és u € (0,7) esetén igaz a kovetkezs becslés:

S

sin ku
2,

k=r

(e

Tu

Ezen becslés alapjan minden m, < m < M < m,; esetén irhatjuk, hogy

i sin ku s
E |~ mu’
k=m
ebbdl pedig kovetkezik, hogy
M sin ku s T
(3.19) max Z < max — < :
mpSmEM<mpi | £~ k mp<m<M<mpi1 U~ MU

Osszegezve ezeket a maximumokat és felhasznalva (1.15)-6t, kapjuk, hogy

0o M . [e%e)
sin ku T TA
g max E < E < .
mp<m<M<myp 1 k Myt~ My, U
P=Po k= P=po

Ezzel a 3.3.1. Lemmat bebizonyitottuk.
A kovetkezd segédtételben a [16]-beli 1. Tételt fejlesztjiik tovabb. Igy a ko-

vetkezG, u-ban egyenletes becslést kapjuk.

3.3.2. Lemma. Ha a természetes szdmok m; =1 < my < ... <m, < ... sorozata

kielégiti az (1.15) feltételt, akkor minden u esetén igaz a

0o M .
sin ku
2 E E < 2)A
(3 0) = mpSmrg]E\ifimp-&-l = k - (7‘(’ + )

becslés.

Bizonyitas. A periodicités és a fliggvény parossaga miatt elegendd a lemmat a [0, 7]
intervallumon bizonyitani. Az u = 0 és az u = 7 esetekben az allitads kozveteleniil
ellendrizhets. Rogzitsiink tehat egy u-t, amelyre u € (0, 7). Valamint valasszuk meg

a = p(u) természetes szamot gy, hogy teljesiiljon a
T T

3.21 — <u < —,

(3.21) e T

egyenlGtlenség, és keressiik meg azt a pg = po(u) indexet, amelyre

(3'22) M, < < Mipyy1-
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A (3.20)-ban szerepl6 szumméat daraboljuk fel a kovetkez&képpen:

00 M . po—1 M .
sin ku sin ku
g max E < g max E +
mp<m<M<mpi1 k mp<m<M<mpi1 k
p=1 = p=1 =
M.
sin ku
+ max g +
Mpy <M< M <p k
k=m
sin ku
max
+1<m<M<m
HTIsms po+1 k=it 1

)
+ E max
mp<m<M<mp41
p=po+1

M sin ku

Az els6 és masodik szumma becslésénél a minden pozitiv u-ra fennélld sinu <

u egyenlGtlenséget hasznéljuk fel:

e M sin ku e M ku
< — | =
(323) Z mpgmlg]%[}imp.u Z /{3 - Z mpgmlg]%}imp_H Z kj
p=1 k= j=1 k=m
po—1
:Z max (M —m+1)u=
= mp<m<M<mpi1
po—1
= (Mp1 — myp)u =
j=1
= (mpo - ml)u = (mpo - l)ua
illetve
M sin ku M ku
3.24 < 22 =
( )mpognaSXMSH :Z k o mpog%%aSXMS,u ];1 k
= mPOg?SXMSH(M —m+ 1)u=(p—ny, + 1)u.
(3.23) és (3.24), valamint (3.21) felhasznalasaval nyerjiik, hogy
3 25)1)02_1 i sin ku n i sin ku <
' ) mpﬁmngl]aw}imp.tﬂ — k mpogInaSXMSM P— k -

< (= npy + Du+ (ny, — Nu = pu < .

A harmadik szumma becslése soran a (3.19) és a (3.21) egyenlGtlenségeket

hasznaljuk fel:

™

M .
sin ku
3.26 < <
( ) ;L—&—lgmrglz\léf)impwrl ’;n k - (,U"— 1)u -

A negyedik szumma becsléséhez felhasznéaljuk a 3.3.1. Lemmat és a (3.21)—

(3.22) egyenlGtlenségeket:

0o M.

sin ku TA T
3.27 max < <A— <
( ) pr;rl mp<m<M<mypi1 ICZ k  Mpg1U (/~L + 1)“ N
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Felhasznalva most a (3.25)—(3.27) részeredményeket, adodik a kovetkezs becs-

lés:
> M sin ku
Z max Z <rT+14+A< (m+2)A.
o mp<m<M<mpi1 b k’

Ezzel a 3.3.2. Lemmat bebizonyitottuk.
A fenti lemmaékon kiviil sziikség lesz még a kovetkezd harom, a kétvaltozos
Riemann—Stieltjes-integralra vonatkoz6 segédtételre. A 3.3.3. Lemma bizonyitasa

megtalalhato [5]-ben.

3.3.3. Lemma. Ha a g(x,y) figgvény folytonos az |a,b] x [c,d] téglalapon, és az
f(z,y) figgvény Vitali értelemben korldtos vdltozdsu ugyanitt, akkor a g(z,vy) figg-
vény Riemann-Stieltjes-integrdlhaté az f(x,y) figgvényre vonatkozéan az [a,b] x

[e, d] téglalapon.

A kovetkezG lemmaban a Riemann-Stieltjes-integralra vonatkozod parcialis
integralas szabalyanak kétvaltozos fliggvényekre torténd kiterjesztése talalhato [14,

2. Lemmal].

3.3.4. Lemma. Ha a g(z,y) fiiggvény folytonos az [a,b] X [c,d] téglalapon és az
f(x,y) figgvény korldtos vdltozdsi Hardy—Krause értelemben, akkor f(x,y) integ-
rdlhato a g(x,y) figgvényre vonatkozdan az |a,b] X [c,d] téglalapon Hardy-Krause

értelemben €s

/azdg(x,y) d, d, f(z,y) = /ab/cdﬂx,y) 0o dg(r.) —
- /bf(lnd) d.g(z, d) + /bf(:c,c) dugla, c) —

/fby dyg(b,y) + /fay dyg(a,y) +
+f(b,d)g(b,d) — f(a,
_f(b7 C)g<b7 C) + f((l, C)g(a’v C)'

Az utols6 lemma a kétvaltozos Riemann—Stieltjes-integral kiszamitasat vezeti

vissza Lebesgue-integralra |14, 3. Lemma|.

3.3.5. Lemma. Ha az f(x,y) figgvény korldtos vdltozdsi az [a, b] X [c, d] téglalapon

Hardy—Krause értelemben, és a g(x,y) figguény abszolit folytonos ugyanitt, azaz

g(z,y) = /w/yh(x,y)dxderC, (x,y) € [a,b] X [c,d]

valamely h(x,y) € L'([a,b] X [c,d]) fiigguényre és C' konstansra, akkor

/ab/cdf(:lf,y) d, dyg(z,y) = /ab/cdf(ﬂc,y)h(:c,y) dz dy.
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3.4. Telyakovskii tipusi tétel bizonyitasa

A (2.25) egyenldtlenség bizonyitasa

Felhasznélva a Fourier-egyiitthatok definiciojat, elGszor alakitsuk at a (2.25)-

ben szerepld belsé kettds szumméat a kovetkezé modon:

M N
(328) Z Z z(km+ly
|k|:m |=n
1 , A
_ Z Z (ﬁ/ f(ujv)e—z(k:u—klv) du dv) 6z(ka:+ly) _
s
[b{=m mlew

|l|=n

4#2/ f(u,v) Z Ze’l (u=2)+=v) dy dv

|k|=m |[[=n

N
=7 2/ / f(u,v) e_ik(“_‘”) Ze_ﬂ(”_y) dudv =
T
Ik\

[l]=n

(itt felhasznaljuk az f(z,y) fiiggvény 27 szerinti periodicitasat)

1677 /:/i[f(x+“7y+v>+f(x—u,y+v)+f(x+u?y_v)+

M N
+f(x —u,y — )] Z e iku Z e” ) dudv =

|k|=m [l|=n

// @t uy+0)+ flo—wy+ o)+ fztuy— o)t

N
+flx—u,y —v) —4f(z,y) (2 Z Cosku) (22005[1}) dudv =
l=n
1 T P M
- _2/ / Pay(u, ) (Z COSku) (ZCOSZU) dudv,
™ Jo Jo i —

ahol ., a (2.9)-ben definialt fiiggvény. Ebbdl a 3.3.4-3.3.5. Lemmak segitségével

~ 1672

kapjuk, hogy

N ) . k N inl
S e L[ s, ($55002) (S0

|[k|=m |l|=n I=n

// ( smku) <l§;sinlzu> o)

Felhasznélva ezt az eredményt, becsiilhetjiik a (2.25) egyenl6tlenség bal ol-

M
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dalan allo kifejezést:
[e%e] [e'e) M N
3.29 max max eilkatly)| <
( )pgp;o (;:0 Mpy SMIM <mpi1 Ngg <n<N<ng41 2:: Z:: -
% sin ku i sin v
k [

)

du dvv(gpx% [O,U] X [07U]> .

max max
mpo <MEM<mypt1 gy SNSN<ng41
p Po 4=q0

1 T P o0
(S e
m Mpg MM <mpy1
070 \p=po " ?

Most bontsuk fel a [0, 7] x [0, 7] téglalapot négy résztéglalapra az alabbi modon,

u Yo
oo
E max
Ngy SNSN<ng+1

9=90

M in ku
2

ezaltal a kévetkezd integralokat kapjuk:

1 woo [ [T [T S o L
_2{/ 0/0+/ 0/ +/ /0+/ / }::]1+]2+I3+]4-
T 0 0 0 I = Jo r_ ) 1
nqg mpq mpq nqq
Az I integralt vizsgélva, alkalmazzuk a 3.3.2. Lemmat:
M sin ku - N sinlv
mpo nqo
(s SIS e [0
k=m q=q0 l=n
du dvv(wxya [0724 X [07U]> S
1 (7w (74

< F/o /O " (m+ 2)A(r 4+ 2)Bdy A,V 9y, [0,u] x [0,0]) =

2)2AB
s, r] )

Qi Mp, Ngq

2)2AB <2 <
RS o]« i)

ﬂ- mpon% k=1 =1 'Po nqo
(m+2)%A T

< S 2o 2 (e 03] < 0 7]).
- meonqo le oy l

Az I, vizsgalata soran a 3.3.1-3.3.2. Lemmakat haszaljuk fel:

M . 00 N .
Moo sin ku sin v
I, = max E E max g
mp§m§M<mp+1 k ng<n<N<ng+1 )
nqo P=Ppo k=m q=qo l=n
/ T+ 2

dyy dp V (@, [0, u] x [0,0]) <
_(m+2) AB/”LPO/ = Ay doV (g, [0, 1] x [0,0]) =

max
Mpy <MSM<mypy1
P=Po

| /\

oV (Pay, [0, u] x [0, 0]) =

2)AB
= u/ —de(QOzy, [0, i} « [O,v]) '
Tgo o v Mpo
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Az egyszeriibb iras kedvéért a konstanssal atszorozva, parcidlisan integralva, majd

elvégezve egy helyettesitéses integralast, kapjuk, hogy

TTgq
AB(r+2) %~
1 =T T 1
< [_V(@w?ﬁ [07 i:| X [O,U])} +/ V(pryu |:07 L} X [O,U]) _de <
v mp() =T T mpo v
nqo ™40
1 [ T 1 [Mo ™ T
< =V ¢uy, |0, < [0,7] ) + = V( 0y, [0, — | x [o,_ dv =
T L Mpo ™1 M, vl
n 1
1 ' . 1 "0 I+1 )
= —V| @ay, |0, a X [Ovﬂ] + = / VA @ay |0, - x |0, ﬁ] dv <
T | My, | T = M, L
- n, 1
1 1 & I+1 _
< -V Pay> 07 a X [Oa,ﬂ] += / vV Py, Oa i X 0, E] dv =
™ L mpo ™ =1 l Po - l
1 U 1 iy T 0
=~V ¢y, |0, x [0,7] ) + = V{ 0zys [0, —] X [0, —] <
T Mg T = Mg l

IN
3w
s

S
VR
‘6 T

8

<
L
vO

3

o

X

\.CD
~13
N———

IN

IA
N
3
3
-
/N
AS)
8
<
=
e
X
\'o
N—

azZaz
b 2SS o 0] [0 5))

Hasonlé modon becsiilhetjiik I3-at is. Ennek eredményeként adodik, hogy:

_m 0o M . 00 N .
1 [7 4o sin ku sin (v
I3 = — E max E E max E
2 = Jo mp<m<M<mpi1 k ng<n<N<ngt1 l
mpg pP=po k l

=m q9=qo0 =n

dy oV (ay, [0, 4] x [0, 0]) <

Mpy Mg

A DAE ST S V(o [0.5] < [0.7])-

k=1 I=1

| /\

Az I, vizsgalata soran elGszor a 3.3.1. Lemmat alkalmazzuk:

1 [7 i > M sin ku > sm lv
I, =— max max
4 7T2 /r /7\' Z mp<mIM<mp41 Z k Z ng<n<N<ng4+1
mpg © ngg  \P=Po k=m q4=qo0 =
du d’l) V(prya [07 u] S

IN

mponqo/ / _d dy V(@ay, [0,u] x [0, 0]).

™mpy  ng,
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Majd a 3.3.4. Lemmat felhasznalva, kapjuk, hogy

™ K 1
_dudv $707 07 =
[ o dudu Vs 0.4 % [0,0])

™

mpg " Mag
s ™ 1
- xys [V ) du dv_ -
[ ] Va0 x o) dud
Mpg  "qo
" 1 " T Ngo
- [- Vel <D+ [T (ool x 0. | ) ate -
™pQ Mpg
" 1 " T Mpo
~ [ vt Db+ [T (a0 | < 0]) 22

’VLqO

¥l 0.7 % 07 =V (i [0. 7] x 0.71)

-V (903:1/7 [O, 7T] X |:0, L:|) n_qzo +V <80a:y7 |:07 L:| X |:O, l:|) m_po?qo .
Mg, e My, Ny ™

Ha itt elhagyjuk a harmadik és nyolcadik, valamint az 6t0dik és hetedik tagokat,

akkor a kifejezés értéke nem ng, mivel

T T n T n
ey, [0 0, —| | dy—2 — 20 [0 0, — || "2 —
[V (et o] ) =y (omtom o, ) 2

mpO

Ng [ T 1 Ngo T
e m,O, 0,_ _d —_ = Jj’0, O,— s
I N A Gl PN )

2
< o mi/kv(%y, 0. 7] [071]) du+V ( @y, [0, 7] X 0,1] -
™ = et kA Mgy Mg
Mp _
Ny ™ T ™ B
- _7-(_20 ZV (meya |:07 E] X Oa E:|) +V (9030% [Oaﬂ-] X |:07 n_:|)} -
k=2 L 0 q0
Ny T T
k=1 do

Hasonl6 modon, a fenti atalakitdsokat megismételve, megmutathaté az is, hogy

/ v (%y, {07 L] x [O,UJ) 4,y (soxy, [OL] X [o,w]) T <o,
o mpO v mpo ™
nqo

Tehat az emlitett tagok elhagyasa utan, majd a 3.3.5. Lemmat alkalmazva, kapjuk,
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hogy

// —d Ay V(ay, [0,u] x [0,0]) <

Mpy Mg
11
< / V (@ay, [0, u] X [O,U])ﬁ—dudv—i—
mzo %
1 i 1 1 ™ 1
—l—; . V(Pay, [0,u] x [O,W])E du + = V(@ay, [0, 7] x [O’Ubﬁ dv +
mpq nap

1 10
+_2V(% 0om] om0 ((p {0, L} . {0, lD _
s Mpq

= mpo/ gpxy, ,g]x[o W}) dudv +
_/mpo %y, 0, } 0, 7] du+—/ Ouys ,]x[O,%Ddsz

+—2 V (@uy, [0, 7] x [0, 7]) + Do a0 v, (gpmy, [0, m—pj X {0, lD <

2
™ Ny,

mpg—1ngy—

< 2SS (o 03] < 7))
;m:ilv(%y,[,} < [0, w])+—n§v(%y,mﬂ < [0.7]) +
LV (P [0,7] % [0,7) V(s@ 0.7 x0T <
< 25 v e )< b3

k=1 =1

Ennek megfelelfien nyerjiik, hogy:

//_ddv%y,[Ou] [0,4]) <

mpg nqg

I, <

mPO ntIO

Mpy—1 ngyg—1
5 Y v (e il [7)-
k=1 =1
1n Ngy—

- S ZV(%[ < [07]):
k=1

Végiil az I, I, I3 és I, integralokra vonatkozo becslések 0sszeadasaval magat

IA

a bizonyitand6 egyenlétlenséget kapjuk:

M N
E E max max E g ety | <
Mpy MM <mypt1 gy <NSN<ng41

=P0 4=490 |k|=m |l|=n
(m +4)?AB & T T
S A% (SO:E ) |: R [07 _i|) .
ﬂzmponqo ; 521 LTk [
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A (2.26) egyenlétlenség bizonyitasa

A (2.26) kifejezésben szerepld belss kettds szummat a (3.28) vizsgalatahoz

hasonlé moédon kezdjiik atalakitani:

M 7mgy—1
53 ket —
|k|=m. [1]=0
M ngg—1
=1 2/ f(u,v) Z e~ tk(u=z) Z e | dudo =
™
—mJ = k|=m =

N —

NE

ngy—1
CoS ku) + Z coslv | dudw.
=1

:%/Oﬂ/oﬁgory(u,v) (k

Most alkalmazva a 3.3.4. Lemmat, valamint felhasznalva azt a tényt, hogy

// f(u,v)d, dyg(u)h(v) Riemann—Stieltjes-integral értéke nem valtozik, ha a

|
3

v) fliggvényhez hozzdadunk egy C allandot, kapjuk, hogy:

M ngyg—1
S 3 fik et
|k|=m |I|=0
M . ngg—1
1 [ (" sin ku v sin (v
= 5 T 5 dudv 5 =
=) et (z ) (53
k=m =1
M . ngg—1
1 [ (7 sin ku V—T sin [v
= 5 x ) dudv
[ st (L) (55 £
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Itt alkalmazva a 3.3.5. Lemmat, nyerjiik, hogy:

M 7ngy—1

2 Z Z f(k’l)ei(kxﬂy) _

[k|=m |1|=0

m o (M sin ku v—1r mao” ! sin v
- d, d _
/0/0 (; k ) 2 + z:: l u Aoy (U, v)

M sin ku T™T—T mao ! sml7r
- Z + u‘ny U 71—) +
0 \k=m 2 =1
M nqo_l
sin ku 00— nl-0
- / (Z ) —+ z dupay(u,0) —
0 \k=m =1
M
l
_/ Z sin k:7r Z sin lv dyou (7 v) +
0 k=m =1
M
k- l
+/ (Z sin O> v Z m v USOxy(O v)
0 k=m =

Ngy—1

M
smk 0 T — sin lm
) 2 —l— Z ) ©uy(0, )
M ngy—1
sin k7 0—m sml 0
(s ) D )%y o)1
M Tgp—
s1nk 0 sml 0
> ) LR Z z ©ay(0,0) =
mopm (M sin ku v —T mao” ! sin lv
/(; /(; (Z ) 9 + Z I du dv@my(ua U) -

=1

mrm (M sin ku = sinlv
= — dy dppey(u,v) —
[ (> k) - )

l=nq,

[ 30 )

sin lv v—T
Az utolso 1épés soran felhasznaltuk a E = egyenlGséget.
=1
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A fenti eredmény felhasznalasaval kapjuk, hogy

00 M Mgy—
E max E E f (k, Delkett)| <
mp<m<M<Impi1
pP=po |k|=m |I|=0
M . [ee) .
sin ku sin v
< — max E E
mp3m5M<mp+1 k )
P=po k=m I=nq,

dy dV(pay, [0, u] x [0, 0]) +

M sin ku
2

_ ‘ <
+7T /0 Z mpgmrg?fimp-‘rl quv(gpa?(f( ’y>>’ [07 u]) =
P=po k=
i sin ku
k
k=m

oo
E max
ng<n<N<ngi1

9=4q

max
mp §m§M<mp+1

P=Ppo

N sinlv
2

dy dV(pay, [0, u] x [0, 0]) +

duv(90x<f(v y))’ [07 u]) =: K1 + K.

M sin ku
2

max
mpgmg M<mpi
p=Ppo

A K kifejezést mar becsiiltiik a (3.29) vizsgalata soran, amelybdl adodik,
hogy

K< iji;:joB Z Z V<%y’ [ 7_] [0’ ?D '

A K, kifejezést pedig becsiilhetjiik tigy, hogy Telyakovskii [18] munkajiban
szerepld 1. Tétel bizonyitasat tovabbfejlesztjiik, felhasznalva a 3.3.1-3.3.2. Lemmaé-
kat. A bizonyitas részleteit elhagyva, a kovetkezd egyenlGtlenséget kapjuk:

Ko < SIS Y (. [0 5]).

A fent nyert eredmények alapjan kapjuk a bizonyitando allitast:

[ele] M ”qo_l

Ej max E:Ejsz ke tly) | <
mp<mM<mpi1

P=Ppo |k|=m [l|=0

< CEUAS (it 0.3]) +
A AR o] o))
A (2.27) egyenl6tlenség bizonyitasa

A (2.26) egyenlGtlenség vizsgalataval analog modon a (2.27) egyenlGtlenség
érvényessége is bizonyithato.
Ezzel a 2.4.1. Tételt bizonyitottuk.
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Osszefoglalo

Ertekezésiinket a Fourier-sorok elméletének két klasszikus és két tnjabb ered-
ményének ismertetésével kezdtiik. Az el6bbiek: Dini és Pringsheim konvergencia-
kritériumai. Az tjabb tételek: a Dirichlet-Jordan-tétel Bojani¢ &ltal kidolgozott
kvantitativ valtozata [2|, valamint ennek Telyakovskii [18] &ltali tovabbfejlesztése.
A disszertacié tovabbi részében ezen tételeket altalanositottuk kétvaltozos fiiggveé-

nyekre.

Ismert tételek egyvaltozos fiiggvényekre
Dini konvergencia-kritériuma

Komplex értéki, 2 szerint periodikus f € L'(T) fiiggvényeket tekintiink,
ahol T := [—7, 7) az egydimenzids torusz. Az
(1) f(x) ~ ) fk)e*
kez

Fourier-sor pontonkénti konvergencidjat vizsgaljuk, ahol
~ 1 )
k) = —/f(u)e”w du, kez
21 Jp

az f fiiggvény Fourier-egyiitthatoi. Nemszimmetrikus részletosszegeit S, . (f; x)-szel
(m,n € Z, m < n), szimmetrikus részletosszegeit S, (f;x)-szel (n € N) jeloljiik.

Dini konvergencia-kritériuma a kdvetkezGképpen fogalmazhaté meg.

1. Tétel. Legyen f € L*(T).
(i) Ha valamely xo € T-re

(oo —u) + fwo +u) — 2f (o)

) i e L'(D).
akkor S,(f;x0) — f(x0), ha n — oco.

(i) Ha valamely xo € T-re
3) fwotw) = J(@o) oy,

u

akkor Spmn(f;x0) — f(xo), ha m — —o0 és n — 0.
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Pringsheim konvergencia-kritériuma

Az (1)-ben szerepl6 Fourier-sor konjugalt sorat, réviden: a konjugalt sort, a
® S (—isign k) f (ke
keZ

képlettel definialjuk, amelynek nemszimmetrikus, valamint szimmetrikus részlet-
Osszegeit gm,n(f; x)-szel, illetve §n(f, x)-szel jeloljik. Az f fiiggvény konjugalt fiigg-
vényét, roviden: az fkonjugélt fiiggvényt, Cauchy f6érték integralként definialjuk:

flo—u)— flx+u) 1 ("
fla) = (V) / 2 tan fu du_agg}ro{;/g }

A kovetkezo tétel (i) allitadsa mint Pringsheim konvergencia-kritériuma ismert
(lasd pl. [19, Vol. I, p. 52|).

2. Tétel. Legyen f € LY(T).
(i) Ha valamely x¢ € T-re
f(zo +u) — flzo —u)

u

(5) € LY(T),

akkor f(xo) létezik mint Lebesque-integrdl, és gn(f; xg) — f(xg), ha n — oo.
(i) Ha valamely xo € T-re

fwo +u) = flxo)

u

(6) € LY(T),

akkor gmm(f; z0) — f(x0), ha m — —o00 és n — oo.

Bojanié¢ és Telyakovskii tételei

A jolismert Dirichlet—Jordan-tétel szerint a korlatos valtozasi, periodikus f
fiiggvény Fourier-sora minden x pontban az 1[f(z—0)+ f(z+0)] értékhez konvergal,
azaz

lim S, (f,2) = ~[f(z — 0) + f(z + 0)].

Ezen konvergencia sebességére Bojanié¢ [2] a kovetkez$ becslést adta abban
az esetben, ha feltessziik, hogy f(z) = 3[f(z — 0) + f(z + 0)].

3. Tétel. Ha a 27 szerint periodikus f fiigguény korldtos vdltozdsi a |[—m, w| inter-

vallumon, akkor minden x ésn =1,2,... esetén igaz a kovetkezd becslés:

) Su(f.2) — f(a)] < %ZV (o [0.7]).

ahol o (u) == f(zx+u)+ f(x —u) —2f(x), u € [0, 7]
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A 3. Tétel eredményét Telyakovskii [18] fejlesztette tovabb a kivetkezGképp.

4. Tétel. Legyen miy = 1 < mg < --- < m, < ... a természetes szdmok olyan
sorozata, amely kielégiti a

o0

1 A
(8) > —<—, pp=12...

m m
p=po P PO

feltételt, ahol A > 1 dllands. Ha az f fiigguény korldtos vdltozdsi, akkor minden p

és x esetén érvényes a kovetkezd becslés:

IN

@) = Sufa) = | 3 fk)e™

IN
>
—
&y
—
m&
a

8

—+
=
=
Q@
a

8

IN

|k|=p+1 p=po | k=myp

CA r
<=3V (en0.7]).
TR ; L el

ahol my,—1 < p1 < my, és A a (8) feltételbeli konstans.

Uj eredmények kétvaltozos fiiggvényekre
Dini konvergencia-kritériumanak kétvaltozos kiterjesztése

A komplex értékd, mindkét valtozojaban 27 szerint periodikus f € L'(T?)

fiiggvény kettGs Fourier-sorat a kdvetkezGképpen értelmezziik:

(9) Fly)~ Yy fl ettt
kEZ IEL
ahol f(k,1) az f fiiggvény Fourier-egyiitthatoi:
p 1
fk,1) = =

= / fu,v)e ™ * ) dy do, (k1) € Z2.
471'2 T2
A (9)-ben szerepld sor nemszimmetrikus, illetve szimmetrikus téglanyGssze-
geit Spy nyimams (f3 2, y)-szel, illetve S, , (f; 2, y)-szel jeloljiik.
Az f(z,y0), x € T, és f(xo,y),y € T (z := o, y := yo rogzitett), Ggynevezett

marginalis fliggvények egyvaltozos Fourier-soraira a kovetkezé jeloléseket hasznaljuk:

(10) @, y0) ~ 37 F o) (R)ee,

ahol
1 .
Fea) ®) 1= o [ Swme ™ dn, kez,
T Jr
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és analog modon

(11) f(xo,y) ~ Zf(moa')/\(l)eily,

l€Z
ahol .
fxo, ) () = —/f(xo,v)e“” dv, [eZ.
2m Jp

Els6 tételiinkben [10, 1. Tétel| elegendd feltételt adunk a (9)-beli Fourier-sor

szimmetrikus téglanyodsszegeinek adott (zg,yo) € T? pontbeli konvergenciéjara.
5. Tétel. Legyen f € L'(T?), A, Ay, Ay € C, és valamely (xq,yo) € T?-re
u v Ao (f; w0, Yoy u, v; Ay + Ay — A) € LH(T?).

Ha a (10)-ben és a (11)-ban szerepld egyvdltozds Fourier-sorok szimmetrikus
részletosszegei Aq-hez és Ay-hiz kovergdlnak az x := xg, illetve az y = yo pontokban,
akkor

(12) Sm,ng(f;ﬂfoayO) - A? ha n] — 00, .7 = 172

Forditva, ha (12) teljesiil, és ha a (10)-ben és a (11)-ban szerepld Fourier-
sorok eqyikének szimmetrikus részletdsszegei konvergensek, akkor a mdsik Fourier-

sor szimmetrikus részletdsszegei is konvergensek.

Masodik tételiinkben [10, 2. Tétel] a (9)-beli Fourier-sor nemszimmetrikus

téglanyosszegeinek adott pontbeli konvergenciajara adunk elégséges feltételt.
6. Tétel. Legyen f € L'Y(T?) és valamely (xo,y0) € T?-re
(13) u v AL (f; o, Yoy u, v) € LY(T?).

Ha a (10)-beli és a (11)-beli egyvdltozds Fourier-sorok nemszimmetrikus rész-

letdsszegei f(xo,yo)-hoz konvergdlnak, akkor
(14) Smhm;mz,nz(f;xmyo) - f(x(by())? ha m] — —00 €5 nj — 00, j = ]-7 2.

Forditva, ha (14) teljesiil, és ha a (10)-beli és a (11)-beli Fourier-sorok egyi-
kének nemszimmetrikus részletésszegei f(xg,yo)-hoz konvergdlnak, akkor a mdsik

Fourier-sor nemszimmetrikus részletosszegei is ehhez konvergdlnak.
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Pringsheim konvergencia-kritériumanak kétvaltozos kiterjesztése

A (9) kettds sor elsé, masodik, illetve mindkét valtozora vonatkozo konjugalt

sorat rendre az alabbi képletek adjak:

(15) > (—isignk) f(k, e,

keZ leZ

(16) SO S (isignl) f(k, e,
kEZ el

(17) > ) (—isignk)(—isignl) f(k, e’
kEZ el

Nemszimmetrikus téglanyosszegeikre rendre az

S%;?%l;mz,nz (f? x? y)? S’r(r(z){:!-’zzl;mg,nz (f? x? y) éS Sﬁii}%l;m%nz (f) ‘1.7 y)

jeloléseket hasznaljuk, és hasonléan jel6ljiik a szimmetrikus téglanyosszegeket is.
A kettds konjugalt sorok konvergenciajanal a (10) és a (11) Fourier-sorok

konjugalt sorai szintén fontos szerepet jatszanak:

(18) > (—isignk)f(-,y0)" (k)e*,

kEZ

(19 S (—isignd) (o, )V D)e.

l€Z

Kovetkezd tételiinkben [11, 1. Tétel] a (15) konjugalt sor szimmetrikus tég-

lanyosszegeinek konvergencidjara adunk sziikséges és elegendd feltételt.
7. Tétel. Legyen f € LY(T?). Ha valamely (zo,yo) € T*-re
(20) u v AL o (f; o, Yoy u, v) € LN(T?),

akkor az §£L11%)2( fixo,y0) szimmetrikus téglanydsszegeknek akkor és csak akkor léte-
zik hatdrértéke n; — oo (j = 1,2) esetén, ha a (18) konjugdlt sor szimmetrikus
részletosszeger konvergensek az x = xy pontban. Ebben az esetben a két hatdrérték

megeqgyezik.

Hasonlo tétel fogalmazhaté meg a (16) konjugalt sorra is (lasd 2.3.2. Tétel).
Erdsebb feltételt megadva, a (15)—(17) konjugalt sorok nemszimmetrikus téglany-

osszegeinek konvergenciajara is kovetkeztethetiink [11, 3. Tétel.
8. Tétel. Legyen f € L'(T?), és tegyiik fel, hogy valamely (xq,yo) € T?-re

(21) u v AL (f; @0, yos u,v) € LY(T?).
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(i) Az gﬁ;%l;mzm (f; o, yo) nemszimmetrikus téglainydsszegeknek akkor és csak
akkor létezik hatdrértéke m; — —oo és nj — oo (j = 1,2) esetén, ha a (18) konju-
gdlt sor nemszimmetrikus részletosszegei konvergensek az x := xo pontban. Ebben az
esetben a két hatdrérték megegyezik.

(i) Az §£2;{2mm2,n2( fixo,y0) nemszimmelrikus téglinydsszegeknek akkor és
csak akkor létezik hatdrértéke m; — —oo és nj — oo (j = 1,2) esetén, ha a (19)
konjugdlt sor nemszimmetrikus részletosszegei konvergensek az y := yo pontban. Eb-
ben az esetben a két hatdrérték megegyezik.

(iii) Az 5%;}%1;,”27,12 (f; o, y0) nemszimmetrikus téglanydsszegeknek létezik ha-

tarértéke m; — —oo ésnj — oo (j = 1,2) esetén.

Telyakovskii tételének kétvaltozos kiterjesztése

Telyakovskii tételének kiterjesztésekor az alabbi tételt [12, 3. Tétel] kapjuk.

9. Tétel. Legyenek m; =1 < my < - <m, < ... ésnp =1<nyg <--- <
ng < ... a természetes szdmoknak olyan sorozatai, amelyek kielégitik a kiovetkezd
két feltételt:
= 1 A
(22) Z_S ) p0:1727"'7
o Mp g
p=po
—~ 1 B
(23) Z_§_7 q0:1727'--7
—o e Mo
4=qo

ahol A, B > 1 dllandok. Ha az f figgvény korldtos vdltozdsu Hardy—Krause értelem-

ben (ldsd [4]), akkor minden po, qo esetén és minden (x,y) pontban igazak a kovetkezd

becslések:
24 ¢ k.l i(kz+ly) <
( ) —Z —Z mpgmlgj%/[}imm-l ”qﬁnrgl%)énq+1 Z Z f( ’ >€ >
P=po q=qo0 o n
(7 + 4)2AB 2 & -
<SS (s )< 7).
MMpyTgo ;; Y k l
0 M ngy—1
¢ i(ka+ly) | <
(25) Zmpgmfg%mpﬂ STN flkDe <
P=po k|=m [l|=0

W;j;?Bzw,[,—} 0. 1))

k=1 I=1
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és

o mTJ()_l N
i(kz+ly) <
(26) >, max l;) MZ F(k, De
9=q0 =

o ZV(% [0 7]) +
ax% S5V (o 0] [0.5),

k=1 I=1

ahol A és B a (22) és a (23) becslésekbeli konstansok, valamint
Ouy(u,v) = flx +u,y+v)+ flz —u,y +v) +
—|—f(x—|—u,y—v+f(m—u,y—v) —4f(x,y), (U,U) € [077‘-] X [077]'
A 9. Tételbdl kozvetleniil adodik a kovetkezd allitas [12, Kovetkezmeény].

1. Korollarium. Ha a mindkét vdltozdja szerint 2m-periodikus f(x,y) figgvény kor-

ldtos vdltozdsi a [—m, 7| X [—m, 7| téglalapon és

L= 05— 0) = Fla—0.y+0)— f(z+0,y—0)+ fz+0,y+0)],

(27) flz,y) =7

akkor minden m,n > 0 esetén

m+1
C A

m+ 1 ZV(‘R’” vy ’[O’%DJF
trr oV (s o 7)) +
b 2 3V (e [0.5] % [0.7])

k=1 [=1

’Sm,n<f;x7y> - f($7y)’ <

Moricz [13, 3. Tétel] mas modszerek felhasznéalasaval szintén bizonyitotta a
korollariumban szerepls egyenlGtlenséget. Az 1. Korollarium tulajdonképpen Boja-
ni¢ tételének (3. Tétel) kiterjesztése kétvaltozos, Hardy—Krause értelemben korlatos
valtozasu fliggvényekre.

Végiil utalunk arra, hogy Hardy tétele [8], amely a Dirichlet—Jordan-tételnek
(lasd pl. [19, Vol. I, p. 57]) a kiterjesztése kétvaltozos, Hardy—Krause értelemben

korlatos valtozasu fliggvényekre, megkaphat6 a fenti kdvetkezménybél.

10. Tétel (Hardy). Ha a mindkét vdltozdjaban 2w szerint periodikus f(x,y) figg-
vény korldtos wvdltozdsi o [—m,m| X [—m, 7| téglalapon és kielégiti a (27) feltételt,

akkor Fourier-sora minden (z,y) pontban az f(x,y) értékhez konvergdl.
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Summary

In the first part of our dissertation two classical and two later results of
the theory of single Fourier series are introduced. The former ones are: the Dini
and the Pringsheim tests. The latter theorems are: the quantitative version of the
well-known Diriclet—Jordan test by Bojani¢ [2] and its further developped version by
Telyakovskii [18]. In the further part of the dissertation these theorems are extended

to functions in two variables.

Known results in one dimension
Dini test

Given a periodic (with period 27) complex-valued function f € L'(T), where
T := [—m,7) is the one-dimensional torus. We consider the pointwise convergence
of Fourier series

(1) f(x) ~ ) fR)e™,

kEZ

where the Fourier coefficients of function f are defined by
~ 1 )
Fk) = - / flu)e ™ du, ke
21 Jp

The unsymmetric and the symmetric partial sums of the series in (1) are denoted
by Smn(fix), myn € Z, m <n and S,(f;z), n € N, respectively.

The Dini test reads as follows.
Theorem 1. Assume f € L*(T).
(i) If for some xy € T,
flao —u) + f(xo+u) — 2f(x0)

(2) - e LY(T),
then S,(f;x0) — f(x0) as n — oo.

(ii) If for some xg € T,
(3) flwotw) = F@o) o oy,

u
then Spmn(f;x0) — f(xg) as m — —oo and n — oo.
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Pringsheim test

The series conjugate to the Fourier series in (1), or briefly: the conjugate
series, is defined by

(4) > (—isignk)f(k)e™,

keZ

whose unsymmetric and symmetric partial sums are denoted by §mn( f;z) and
gn(f; x), respectively. The function conjugate to f, or briefly: the conjugate function

]}V, is defined as a Cauchy principal value integral:
T flxr—u)— flx +u)

1 i
du = lim {—/ }
2tan L Su e—0+0 | 7 J,

Statement (i) in the next theorem is known as the Pringsheim test (see, e.g.,
19, Vol. I, p. 52)).

f( (P.V.)

Theorem 2. Assume f € L*(T).
(i) If for some xg € T,
flao +u) — f(wo —u)

5 : e 1X(T),

then f(xo) ezists in the sense of Lebesque integral and S, (f;x0) — f(z0) asn — oo.
(ii) If for some xq € T,

f(wo +u) = f(xo)

u

(6) e L'(T),

then §m7n(f;x0) — flzo) as m — —o0 and n — oo.

Theorems of Bojanié and Telyakovskii

According to the well-known Dirichlet—Jordan theorem, the Fourier series of

a periodic function f of bounded variation converges to 3[f(z — 0) + f(z + 0)] at

each point x, that is,

lim S,(f,2) = = [f(x —0) + f(x +0)].

For the rate of this convergence, Bojani¢ [2] gave the following estimate in
the case when f(z) = 3[f(z — 0) + f(z + 0)].

Theorem 3. If a periodic function f is of bounded variation on the interval [—7, 7],

then the following estimate holds for every x andn=1,2,... :

(7 Sulf.r) — F@l < 23V (o [0.5]).
where @, (u) == f(z+u)+ f(x —u) —2f(x), u € [0, 7].
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The statement of Theorem 3 was developped by Telyakovskii [18] as follows.

Theorem 4. Let m; =1 <mg <--- <my, <...be a sequence of natural numbers

such that the condition

=1 A

(8) o< p=12..
— My My,
P=Po

is satisfied, where A > 1 is a constant. If a function f is of bounded variation, then

for every p and x the following estimate holds:

@) = Sufa) = | 3 fk)e™

IN

IN
h»
—
&y
—
m{ﬂ
a

8

—+
=
=
Cb@
&

8

INA

|k|=p+1 p=po | k=myp

CA r
<=3V (en0.7]).
ST ; Ll el

where my,—1 < 1 < my, and A is the constant occurring in (8).

New results in two dimensions
Extension of the Dini test to double Fourier series

The double Fourier series of a complex-valued periodic (with period 27) func-
tion f € L'(T?) is defined by

(9) ZZf k l k:erly)

keZ leZ

wherethe Fourier coefficients f(k, 1) az f are defined by

f(k, D) =1 2/ f(u, v)e ) qy do, (k1) € Z2.
m

The unsymmetric and the symmetric rectangular partial sums of the series
in (9) are denoted by Sy, nyimams (f32,y) and Sy, n, (f;2,y), respectively.

For the single Fourier series of the so-called marginal functions f(z,y), z € T,
and f(xo,y), y € T, at x := xg, y := yo, respectively, we use the following notations:
(10) f(z,90) Zf y0)" (k)e™,

kEZ

where

Fan) () = 5 [ fwmm)e ™ au, ke
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and analogously

(11) f(xo,y) ~ Zf(moa')/\(l)eily,

leZ

where .
fxo, ) () = —/f(xo,v)e“” dv, [€Z.
2m Jp

In our first theorem [10, Theorem 1|, we give a sufficient condition for the
convergence of the symmetric rectangular partial sums of the Fourier series in (9)

at a given point (zg,yy) € T2
Theorem 5. Assume [ € LY(T?), A, Ay, Ay € C, and for some (xo,yo) € T?,
u o Ao (f o, yos u, v; Ay + Ay — A) € LY(T?).

If the symmetric partial sums of the single Fourier series in (10) and (11)

converge to Ay and As at x := x¢ and y := vy, respectively, then
(12) Snims(fi20,90) = A as n; — o0, j=1,2.

Conversely, if (12) is satisfied and if the symmetric partial sums of one of
the Fourier series in (10) and (11) converge, then so do the symmetric partial sums

of the other Fourier series.

In second theorem [10, Theorem 2|, we give a sufficient condition for the
convergence of the unsymmetric rectangular partial sums of Fourier series in (9) at

a given point.
Theorem 6. Assume [ € L'Y(T?) and for some (xq,y) € T?,
(13) u v AL (f; o, Yoy u, v) € LY(T?).

If the unsymmetric partial sums of the single Fourier series in (10) and (11)

converge to f(xg,yo), then
(14) Sy nymans (f570,%0) — f(20,90) as m; — —o0 and nj — o0, j=1,2,

Conversely, if (14) is satisfied and if the unsymmetric partial sums of one of
the Fourier series in (10) and (11) converge f(xg,yo), then so do the unsymmetric

partial sums of the other Fourier series.
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Extension of the Pringsheim test to double Fourier series

The series conjugate to the double Fourier series in (9) can be defined in

several ways. The conjugate series with respect to the first variable is defined by
(15) DO (—isignk) f(k, e+,

kEZ IEZ.
the conjugate series with respect to the second variable is defined by
(16) DO (—isignl) f(k, e,

keZ I€Z
and the conjugate series with respect to both variables is defined by
(17) > (—isignk)(—isignl) f(k, 1)),

keZ I€Z

The unsymmetric rectangular partial sums of series (15)—(17) are denoted by

S’Sifgbl;m%nQ (f’ Z, y)7 S’r(r(z)ﬁ%um%ng (f’ €, y)? and S’V('V:]I:i];gl/l;m27n2 (fa z, y)a

respectively. The symmetric rectangular partial sums are denoted analogously.
In the investigation of convergence of double conjugate series, the conjugate
series of the single Fourier series (10) and (11) play important roles. They are the

following ones:

(18) > (—isignk)f(-,y0)" (k)e*,

kEZ

(19) > (—isigni) f (o, )" (1)e™.

lEZ

In our next theorem [11, Theorem 1| we give a sufficient and necessary con-

dition for the convergence of thy symmetric rectangular partial sums of conjugate
series (15).

Theorem 7. Assume f € L*(T?). If for some (xg,yo) € T?,
(20) u” T Ao (f; w0, yos us v) € LN(T?),

then the limit of gy(bll’%(f;xo,yo) as nj — oo (j = 1,2) exists if and only if the
symmetric partial sums of the conjugate series (18) converge at x := x¢, and in this

case two limits coincide.

We can give analogous theorem for conjugate series (16) (see [11, Theorem 2]).
Under a stronger condition, one can prove the convergence of the unsymmetric

rectangular partial sums of the conjugate series (15)—(17) |11, Theorem 3|.
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Theorem 8. Assume f € L'(T?) and that for some (xg,yo) € T?,
(21) u v AL (f; o, Yoy u, v) € LY(T?).

(i) The limit of S,(,}Ll%th,m(f;m,yo) as mj — —oo and n; — oo (j = 1,2)
exists if and only if the unsymmetric partial sums of the conjugate series (18) con-
verge at x := xg, and in this case the two limits coincide.

(ii) The limit of gr(r?ﬁ?)“;m%nz,(f;xo,yo) as mj — —oo and n; — oo (j =
1,2) exists if and only if the unsymmetric partial sums of the conjugate series (19)
converge at y := yo, and in this case the two limits coincide.

(iii) The limit of Sﬁl}%hm e (f3 %0, Y0) as m; — —oo and nj — oo (j = 1,2)

erists.
Extension of Telyakovskii’s theorem to function in two variables

Telyakovskii’s theorem is extended as follows [12, Theorem 3].

Theorem 9. Let m; =1 <mg <---<m, < ... andny =1<ng < -+ <nyg <

be sequences of natural numbers such that the conditions

=1 A

(22) o —<—, p=12..,
p=po P o
=1 B

(23) — <= ¢=12...,
g=g0 4 o

are satisfied, where A, B > 1 are constants. If a periodic function f is of bounded
variation over the rectangle |[—m, | X [—m, 7| in the sense of Hardy and Krause

(see [4]), then the following estimate holds for all natural numbers po,qo and all
points (,y):

0o 00
i(kz+ly) <
(24) Z Z mpgmrél%}imp+1 nqgnlél]%}inq_,_l Z Z f k l -

P=Po 4=qo |k|=m |l|=n
(m+4) 2AB < T
V(w03 < [0 7))
AR i
o] M ngy—1
£ i(kz+ly)
(25) Zmpgmrg%mpH U; %:o F(k,De <
b=Dpo =m =

LAYy (atrtnn. o))
W;j;?BZ;vw,—} o.5])

k=1
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00 mpy—1 N
i(kx+ly) <
(26) >, max g)o MZ Flk, De
a=q =

B S (e o5]) +
W;;Z?Bzz‘fw T2

k=1 I=1

where A and B are the constants occurring in (22) and a (23), and

Ouy(u,v) = flx +u,y +v)+ flx —u,y+v) +
+flx+uy—v+ flx —u,y—v) —4f(z,y), (u,v)€[0,7]x[0,n].

An immediate consequence of Theorem 9 is the following [12, Corollary].

Corollary 1. If a periodic (with period 2r ) function f(x,y) is of bounded variation

over the rectangle [—m, 7| x [—7, 7] and

1f(x—O,y—O)—f(x—O,y+0)—f(x+0,y—0)+f(x+0,y+0)],

(1) fw.y) =4

then for all integers m,n > 0 we have

Sl Fi9) — Flar )] < -S4 WZHV (el [0.7]) +

m+1 k
TL+1
n+1zv<% ’[O’ﬂ>+
m+1 n+1
O S (] o)

We note that Moricz [13, Theorem 3| proved the inequality in Corollary 1
in a different way. We also note that Corollary 1 is a two-dimensional extension of
Theorem 3 by Bojani¢. Furthermore, Theorem 10 below by Hardy [8], which is a
two-dimensional extension of the classical Dirichlet—Jordan theorem (see, e.g., [19,

Vol. I, p. 57]) can be early obtained from Corollary 1.

Theorem 10 (Hardy). If a periodic (with period 27) function f is of bounded
variation over the rectangle [—m, | X [—m, 7| and satisfies condition (27), then its

double Fourier series converges to f(x,y) at each point (x,y).
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