SZEGEDI TUDOMANYEGYETEM
Természettudomanyi és Informatikai Kar
Matematika- és Szamitastudoményok Doktori Iskola

Szamitogépes Algoritmusok és Mesterséges Intelligencia Tanszék

Specialis faautomata osztalyok

jellemzése

doktori értekezés tézisei

Gyuricza Gyorgy
Témavezets: Dr. Gécseg Ferenc

Szeged, 2010



Bevezetés

A fanyelvek kiilonb6z6 osztalyai koziil a determinisztikus felszallo fa-
nyelvek (a tovdbbiakban DR-fanyelvek) kitiintetett figyelmet kaptak az el-
mult évtizedekben, leginkidbb azért, mert azok a reguléris fanyelvek valédi
részosztélya. Ebbdl kifolyolag nem minden reguléris fanyelvekre ismert
tulajdonsag marad feltétleniil igaz erre a sziikebb nyelvosztalyra. Azt is
megallapithatjuk, hogy a determinisztikus felszallo fanyelvekrdl teljes alta-
lanossagban keveset tudunk. Szerettiik volna mindezért a vizsgéalatunkat
egy jol koriilhatarolt teriiletre irdnyitani. A DR-fanyelvek egyes aloszta-
lyai (monoton, nilpotens, definit, sth.) mar meg-megvizsgalasra kertiltek,
és kiilonb6z6 modon, példaul szintaktikus monoidokkal jellemezték Sket. A
monoton sztring nyelvekre példaul, ahol a sztring nyelvek alatt a klasszi-
kus értelemben ismert véges automatak altal felismert nyelveket értjiik,
Gécseg F. és Imreh B. adott egy regularis kifejezésekkel torténd jellem-
zést is (lasd [5]). Ez adta az dtletet, hogy a monoton DR-fanyelvekre is
lehetne adni egy ilyen irdnyu jellemzést, és ugyanigy adta magat a nil-
potens sztring nyelvek és nilpotens DR-fanyelvek regularis kifejezésekkel
valo leirasa. Ezen irdnya kutatasaink eredménye szolgéaltatja az értekezés
gerincét.

Az értekezés elején természetesen azokat az alapfogalmakat definialtuk,
amelyekre az értekezés tovabbi részében tamaszkodtunk. Egyes elkészii-
leteket is itt végeztiink el, mint példiul a redukalt reguléris kifejezések
definidlasat. Az alapfogalmakon tul nyilvanvaléan sziikség volt néhény
algebrai fogalom el6zetes ismeretére, ezek meglétét feltételeztiik.

Gécseg és Imreh megallapitotta [5]-ben, hogy egy sztring nyelv akkor
és csakis akkor monoton, ha elallithaté szeminormélis lancnyelvek véges
egyesitéseként. A monoton DR-fanyelvek jellemzésénél ugyanezt az alapot-
letet kivantuk kévetni, azaz, hogy egy fa monoton DR-faautomataban valo
feldolgozasakor az allapotok egy monoton sorozatat tudjuk felirni, és igy
a nyelv leirdsat is erre épiteni.

A nilpotens nyelvek is jellemzésre keriiltek Gécseg és Imreh altal, a
[4] cikkben példaul szintaktikus monoidokkal jellemezték a nilpotens DR-
fanyelveket, ugyanakkor azonban a regularis kifejezésekkel valé leirdsra
nem keriilt sor. Ezért itt a cél az volt, hogy mind a nilpotens sztring
nyelvekhez, mind a nilpotens DR-fanyelvekhez adjunk egy regularis kife-
jezésekkel torténd jellemzést.

Mivel a monoton és nilpotens DR-fanyelvek jellemzésénél sziikségiink
volt egyes zartsagi tulajdonsigokra, vagy a zartsagot biztosito feltételekre,
az értekezés végén Osszefoglalasra keriiltek a DR-fanyelvek zartsagi tulaj-



donségai a Boole- (egyesités, metszet, komplementerképzés), valamint a
reguléris (egyesités, z-szorzat, x-iteracio, o-szorzat) mitiveletekre nézve.
Itt kiilon feltiintetésre keriiltek a monoton- és nilpotens alosztélyokra vo-
natkozo eredmények, és néhany esetben a zartsagot biztosito elégséges fel-
tételeket is Gsszegeztiik. Megéllapitasaink tobbsége [3], [10], [11] és [12]-bol
szarmaznak.

Eredmények

Ahogy az a bevezetében is emlitésre keriilt, a kutatdsunk a monoton és
nilpotens nyelvek vizsgalatara irdnyult, ahol ezen kutatis eredményekép-
pen regularis kifejezésekkel jellemeztiik a fenti osztalyokat mind a sztring
nyelvek, mind a DR-fanyelvek esetében, valamint megvizsgalasra keriilt a
fenti osztalyok néhany zartsagi tulajdonsiaga a Boole- és regularis mive-
letekre nézve. Az értekezés célja a fenti eredmények és a hozzajuk tar-
tozd Osszefiiggések ismertetése, amelyben a regularis kifejezésekkel valod
jellemzés bir lényegi tartalommal, a zartsagi tulajdonsigok vizsgélata pe-
dig mellékes szereppel. Az értekezésnek azonban nem célja a monoton-
és nilpotens nyelvek egyéb tulajdonsigainak a vizsgalata, és igy annak
ismertetése sem.

Az eredményeket a kovetkezd fejezetekre tagoltuk:

1. Alapfogalmak, el6késziiletek egyes itt szerepld fogalmak [10]-
ben lettek bevezetve.

2. Monoton nyelvek a monoton nyelvek jellemzése [10]-ben lett
kozolve.

3. Nilpotens nyelvek ezen fejezet eredményei [11]-b6l szarmaznak.

4. Zartsagi tulajdonsagok a zirtsagi tulajdonsagokkal kapcsolatos
eredmények nagyrészt [3]-bol szarmaznak, ugyanakkor két részered-
meény [10] és [11]-ben lett kozolve.

1. Alapfogalmak, el6késziiletek

Ebben a fejezetben olyan alapfogalmakat definidltunk, amelyek isme-
retére mindenképpen sziikség van a f6eredmények megértéséhez. Itt keriil-
nek ismertetésre az abécé, véges automata, nyelv, valamint a regularis ki-
fejezések fogalma. A reguléris kifejezéseknél definidljuk a redundans rész-
kifejezés fogalmét (tigy mint azon részkifejezés, amelynek elhagyésaval az



egész regularis kifejezés altal leirt nyelv nem valtozik), és ezzel vezetjiik be
a redukalt reguléris kifejezés fogalmat (amely nem tartalmaz redundéns
részkifejezéseket).

Késtbb hasonlé médon ismertetjiik a determinisztikus felszallo algebra,
faautomata és fanyelv fogalmat. Ugyanugy felidézziik a regularis XX, -kife-
jezéseket és definidljuk azok redukalt formait. Definialjuk a DR-fanyelvek
vizsgalataban igen hasznos z-utakat (melyek halmazat g,-szel jeloljiik), és
néhany fakon értelmezett fliiggvényt, mint példaul a root, height, leaves és
Sub, amelyeket késGbb elGszeretettel hasznalunk. Itt jegyezziik meg, hogy
gyakorlati megfontolasbél a nullvaltozos miiveleti szimbolumok halmazat
végig iiresnek tekintjiik.

2. Monoton nyelvek

2.1. Monoton sztring nyelvek

Gécseg és Imreh megallapitotta, hogy egy sztring nyelv akkor és csakis
akkor monoton, ha elGallithat6 véges sok szeminormaélis lancnyelv egyesité-
seként. Ez a jellemzés gyakorlatilag azt irja le, hogy egy monoton auto-
mata milyen sorrendben halad az allapotain keresztiil, mig fel nem ismeri
a vizsgalt szot, ahol az Gsszes ilyen lehetséges allapotsorozat egy szemi-
normélis lancnak felel meg. Ez adta az oOtletet, hogy a monoton DR-
fanyelveket is az Gket felismer§ monoton DR-faautomatak &allapotainak
sorozata szerint frjuk majd le.

Ezutan bevezettiik az iteraciés magassag fogalméat mind a regularis
kifejezésekre, mind az altaluk leirt sztring nyelvekre. Egy nyelv iteracios
hosszaval egyenl. Ugyan az iteraciés magassagnak a monoton DR-fanyel-
vek vizsgalatanal lesz fontos szerepe, azok az eredmények azonban a sztring
nyelvekre is érvényesek.

2.1.7. segédtétel. Egy (¢)* alakban adott monoton sztring nyelvet leiré
redukdlt requldris kifejezés iterdcids magassdga legfeljebb 1.

2.2. Monoton DR-fanyelvek

A DR-fanyelvek esetében is definidljuk az (x-szerinti) iteraciés ma-
gassagot, amely azon leghosszabb z-it hosszat jeldli, amely egy adott fa-

tonités és iteraciés magassag kapcsolatat mint a sztring nyelvek esetében.



Ennek késébb is lesz szerepe, amikor a monoton DR-fanyelvek zartsigat
vizsgaljuk az z-iterdcidra nézve.

2.2.5. segédtétel. Egy (¢)*® alakban adott monoton fanyelvet leird re-
dukdlt requldris XX, -kifejezés x-szerinti iterdcids magassdiga legfeljebb 1.

A kovetkezikben vegyiink egy 2 monoton DR-faautomatat. Ahogy a
sztring esetben is megfigyelhettiik, itt is felirhat6 az allapotok egy sor-
rendje, amelyeken végighaladva egy-egy fat felismeriink. Ennek leirasara
alkottuk meg az 2A-hoz tartozo trivialis regularis kifejezést:

NA =Mk & Me—1"¢1 -+ & 10,

ahol minden 7; (0 <i <k)
P+ Hp, Y+ ) e ()

alakia. Ez a kifejezés (jobbrél balra olvasva) gyakorlatilag 2 miikodését
irja le. Minden egyes 7; egy a; allapot miikodését szimulalja, ahol a t*-k

olyan o (¢, ..., &) alaku fak, amelyekre a; el6fordul o(a;) elemei k6z6tt, mig
a p'-k olyan w(¢, ..., €) alaka fak, amelyekre a; nem fordul el§ w(a;) ele-

mei kozott. A £-k mindegyike a &, ..., & segédvaltozokbal keriil ki, ezek
egy az egyben 2 allapotait jelentik. Az y®-k azok a valtozok, amelyeket
le tudunk vezetni a;-hél. Megfigyelhetjiik, hogy a t* fikat Gsszefogja még
egy &;i-iteracid, ugyanis a t'-k gySkerében 1évé miiveleti szimbélumokat
a;-n barmennyiszer alkalmazva mindig egy olyan allapotvektort kapunk,
amelyben szerepel a;. A kdnnyebb hivatkozas céljabol az egész ng kifeje-
zést 1ancnak, a t'-s részt iteracios résznek, a pi-ket és y'-ket 6sszefogd részt
pedig terminalé résznek nevezziik. Megmutattuk, hogy ny a T(21) nyelvet
irja le.

2.3.1. segédtétel. Bdrmely A monoton DR-faautomata esetén érvényes
aT) =T (ny) egyenldség.

Ez a trividlis leirds természetesen egyszertisithets, méar csak azért is,
mert egy DR-fanyelvet t6bb kiilonb6z6 DR-faautomata is fel tud ismerni.
Ezért is volt érdemes megvizsgalni g ekvivalens 4talakitasait, hiszen azok-
kal altalanosabb forméat kaphatunk. Az egyik kézenfekvs atalakitas az »;
tényezGben vald felbontés, ha ez egyaltalan lehetséges. Erre vonatkozdan
sziiletett az alabbi tétel.

2.4.3. tétel. Azn =1ng-¢,...-¢, Mo kifejezés akkor és csakis akkor bonthato
fel az n; tényezdben, ha n; iterdcids részében lévd minden fa leveleiben
legfeljebb egyszer szerepel a &; segédvdltozo.



Egy masik egyszertsitési lehet&ség a segédvaltozdk szaménak csok-
kentése. Ezt tgy érhetjiik el, hogy egyes valtozokat vagy segédvaltozokat
ijra felhasznalunk a fenti trividlis leirasban. Ha péld4ul van a fenti lanc-
ban egy {; segédvaltozo, amely az 7; tényez$ terminalé részében fordul
el§ el6szor (a lanc jobbrdl balra halado kiértékelése folyaman), akkor &;
minden lancbeli el6fordulasat helyettesithetjiik &;-vel. Ezt azért is tehet-
jik meg, mert & mar nincs hasznalva 7; terminalé részében, vagy ennél
magasabb indexi n;-kben. Ennek kapcsan egy érdekes allités is igazolasra
keriilt.

2.5.2. segédtétel. A X = X esetben barmely A monoton DR-faautoma-
tdhoz tartozo ny felirhato legfeljebb egy segédvdltozé haszndlatdval.

A monoton DR-fanyelvek jellemzése felé haladva fel kell idézniink azt
a tényt, hogy a DR-fanyelvek (és a monoton alosztélya is) ugyan zartak a
o-szorzatra, de nem zartak a tobbi regularis miveletre. Ezért valt sziik-
ségessé azon feltételek meghatarozasa, amelyek mellett a monoton DR-
fanyelvek zartak az x-szorzat-, illetve az x-iterdci6 miiveletekre. Ehhez
legyen X5, azon o miiveleti szimbélumokat tartalmazé halmaz, amelyekre
léteznek S-beli z-utak ugy, hogy ezt az x-utat egy $,-beli betiivel kiegé-
szitve és tovabbi alkalmas S*-beli szot hozzavéve egy masik S-beli tthoz
jutunk. Ezen fogalom hasznalatival az alabbi fontos tételt fogalmaztuk
meg.

2.6.5. tétel. Tetszdleges S és T monoton DR-fanyelvekre, ha Xg . és
root(T) diszjunkt, akkor T -5 S monoton.

Egy tovabbi fontos tulajdonsag az x-homogenitas. Azt mondjuk, hogy
egy T fanyelv z-homogén, ha nincs olyan p € T fa, amelyre léteznek u,v €
9:(p), wE $* és z € X,,, hogy uw € 9:(T) és vw & ¢.(T). Ez fogja majd
biztositani azt, hogy ha egy DR-faautomataban két kiilonb6z6 allapotbél
is le lehet vezetni az x valtozot, akkor e két dllapotbdl ugyanazon részfakat
lehessen felismerni. Megéllapitottuk a kovetkezdket.

2.6.11. kovetkezmény. Ha eqgy T DR-fanyelv T iterdltja monoton DR-
fanyelv, akkor T x-homogén és T** iterdcids magassdga legfeljebb 1.

2.6.12. tétel. Ha egy T monoton DR-fanyelv x-homogén, T iterdcids
magassdga legfeljebb 1, valamint X, és root(T) diszjunkt, akkor T™*7
monoton DR-fanyelv.



Az eddigi eredményekkel minden eszkéz a rendelkezésiinkre all, hogy
végre leirjuk a monoton DR-fanyelveket. Egy 7 = 1y ¢, ... ¢, no fanyelvet
R-lancnyelvnek neveziink, ha minden ¢ (0 < ¢ < k) indexre 1; a (T;) -¢,
(S;)*¢ alakban adott, ahol S; és T; véges DR-fanyelvek, és amelyekre S; &;-
homogén, (S;)*% iterdciés magassaga legfeljebb 1, root(S;)NXg, ¢, = 0 és
root(7;) N (root(S;) UL, ¢,) = 0. A fenti  R-lancnyelvet altalanositottnak
mondjuk, ha r0ot(T'(m:)) NV X7y, 1, | ..c,no)e; = @ minden i (1 < < k)
indexre teljesiil. Ezzel kimondhatjuk a kivant jellemzést, amely a monoton
nyelvekrdl sz016 fejezet f6eredménye.

2.6.15. tétel. Egy DR-fanyelv akkor és csakis akkor monoton, ha megad-
hato dltaldnositott R-lancnyelvként.

3. Nilpotens nyelvek

3.1. Nilpotens sztring nyelvek

A nilpotens nyelveket felismerd automatakban k6z6s az, hogy van ben-
niik egy nilpotens elem (csapda &allapot), amelybe minden az automata
nilpotencia fokanél nem révidebb sz6 olvaséasa elvezet, és onnan mar nem
is lehet méas allapotokat elérni, s6t, ez az egyediili allapot, amelybdl 6n-
magéba lehet jutni. Ez azt jelenti, hogy ha le szeretnénk irni az automata
allapotainak szavak olvasidsdhoz kothetd lehetséges sorozatait, akkor egy
monoton sorozatot kapnank, ezért is mondhatjuk, hogy minden nilpotens
nyelv monoton. Ugyanakkor ezt a szabalyszertiséget szeretnénk kihasz-
nalni, amikor a nilpotens nyelveket jellemezziik.

Bevezettiink egy 0j fogalmat, amely szerint egy LoxiLixs ...zl C
X* lancnyelvet simanak neveziink, ha minden k-nal kisebb ¢ indexre L; =
{e},ésha Ly =Y* ahol Y =) vagy Y = X. A sima lancnyelvek tehat
¢ = x129... 2Ly alakaak. Azt mondjuk, hogy ¢ véges, ha L = {e},
illetve ¢ végtelen, ha L = X*  tovibba { hosszat k-ban allapitjuk meg.
Azt mondjuk, hogy egy ¢’ = x1x2 ...z, sima lancnyelv prefixe (-nak, ha
1 <j <k vagy ha j > k, de ekkor xp41...7; € Li. Ezek alapjan X*
minden szava tekinthets véges sima lancnyelvnek. S6t, minden véges nyelv
megadhaté véges sok sima lancnyelv egyesitéseként,.

A sima lancnyelvekkel és azok prefixeivel hatékonyan tudjuk jellemezni
a nilpotens nyelveket. Igazoltuk, hogy amennyiben egy sima lancnyel-
vek véges egyesitéseként megadott végtelen nyelvre igaz, hogy barmelyik
X*-beli sz6 prefixe a szébanforgd sima lancnyelvek egyikének, akkor ez



a nyelv nilpotens. S&t, ennek megforditasat is belattuk, miszerint min-
den nilpotens nyelv megadhaté véges sok sima lancnyelv egyesitéseként,
ahol amennyiben a szébanforgé nyelv végtelen, akkor minden X *-beli sz6
prefixe a nyelvet leiro sima lancnyelvek egyikének. Ezeket Osszegezve meg-
kaptuk a nilpotens sztring nyelvek regularis kifejezésekkel valo jellemzését.

3.1.18. tétel. FEgy reqularis nyelv akkor és csakis akkor nilpotens, ha az
megadhatd véges sok sima lancnyelv egyesitéseként, ahol amennyiben a szd-
banforgd nyelv végtelen, akkor minden X*-beli szo prefize a nyelvet leird
sima lancnyelvek egyikének.

3.2. Nilpotens DR-fanyelvek

Mivel a nilpotens DR-fanyelvek egyben monoton DR-fanyelvek is, igy
logikusnak tiinik a trivialis regularis kifejezés megvizsgalasa egy tetszd-
leges 2 nilpotens DR-faautomata esetében. Vegyiik az igy kapott (o =
M €, Mh—1 "€u_r --- & Mo kifejezést. Nyilvanvalo, hogy n-t kivéve min-
den n;-ben az iteraciés rész iires, mivel nincs olyan mtveleti szimbélum és
a nilpotens elemtdl kiilonbozé allapot, amelyre ez az allapot elGfordulna
a miivelettel vett eredményvektoraban. Ezek szerint ezeket az iteracios
részeket elhagyhatjuk (y-bol. Ezzel leegyszertsitettiik az -hoz tartozo
trivialis regularis kifejezést, amelyet az A-hoz tartozo sima regularis kife-
jezésnek fogunk nevezni.

Ezutan a nilpotens DR-fanyelvek x-szorzatra valo zartsagat szerettiik
volna biztositani, ehhez sziikségesek a kivetkezs fogalmak. Egy S fanyelv
ut-teljes, ha barmely S-beli it barmely prefixében az utolsoé betiit egy
mésikra cserélve olyan szét kapunk, ami szintén egy S-beli ut prefixe.
Megallapitottuk a kovetkezd segédtételt.

3.3.4. segédtétel. Bdrmely két iut-teljes fanyelv x-szorzata is iit-teljes.

Egy masik fontos fogalom az x-terminéléd tulajdonsag, amellyel akkor
rendelkezik egy tetszéleges S fanyelv, ha barmely olyan S-beli u ttra,
amely nem valodi prefixe egyetlen méas S-beli utnak sem, teljesiil, hogy
u egy S-beli z-ut. Ezen fogalmak segitségével mar meg tudjuk fogal-
mazni azokat a feltételeket, amelyek ahhoz kellenek, hogy két nilpotens
DR-fanyelv x-szorzata is nilpotens legyen.

3.3.6. tétel. Legyenek S és T tetszdleges milpotens DR-fanyelvek, ahol S
véges, tt-teljes és x-termindld, valamint Xg , és root(T') diszjunkt. Ekkor
T - S nilpotens.



Az eddigiek utan nem maradt mas hatra, mint kimondani a nilpotens
DR-fanyelvek reguléris kifejezésekkel valo jellemzését. Nevezziik el ehhez
sima R-lancnyelvnek az olyan ny -¢, ... ¢ 1o alaki lancokat, ahol minden
k-nal kisebb ¢ indexre T'(n;) véges és ut-teljes, a T'(n;) \ X, fak leveleinek
halmaza {&;11,...,&} nemiires részhalmaza, valamint root(T'(n;11)) és
ST (nie, ey mo) i diszjunktak, tovabba T'(ny) = Z ¢, Ts(Y U {§}), ahol
Y és Z a valtozék halmazénak egy-egy részhalmaza. Ezt felhasznélva
belattuk a nilpotens nyelvekrél szo6l6 fejezet fGeredményét.

3.3.9. tétel. Egy DR-fanyelv akkor és csakis akkor nilpotens, ha & eqy
sima R-ldncnyelv.

4. Zartsagi tulajdonsagok

Az értekezés sordan tobbszor sziikségiink volt a DR-fanyelvek, illetve
azok nilpotens- és monoton alosztalyainak a Boole- és regularis mitivele-
tekre vonatkozé zartsagi tulajdonsadgaira, igy hasznosnak talaltuk azok
Osszegrését, esetenként megvizsgéilasat. Tobb esetben, amikor egy adott
osztaly nem volt zart az adott mitveletre, Gsszegyijtottiink olyan felté-
teleket is, amelyekkel biztosithaté volt a zartsdg. Eloljaroban rogzitsiik
le, hogy tetszdleges A = (A,X) és B = (B,X) DR X-algebrak direkt
szorzatén az A x B = (A x B,X) DR X-algebrat értjiik, ahol barmely
o € X, miiveleti szimbolumra és (a,b) € A x B elemparra %5 ((a, b)) =
(m1(0(@)), 11 (@B (1)), - (T (A(a)), 7o (0B (1)) teljesil, s aol
az i-edik projekci6.

4.1. Egyesités

Tudjuk, hogy a DR-fanyelvek nem zartak az egyesitésre, és igy sem a
monoton-, sem a nilpotens alosztélyok nem zartak ra. Ugyanakkor megfo-
galmazhaté olyan feltétel, amely mellett méar biztositott a zartsag. Ehhez
be kellett vezeti az egyesités direkt szorzat fogalmat, amely tetszéleges
A = (A, ap,a) és B = (B,by,b) DR XX, -faautomatak esetén azzal az
A XY B = (A x B, (ap,bp),a x” b) DR XX, -faautomataval egyezik meg,
amelyre ax“b € p(Ax B)" és (ax“ b)) = (A4 x B)U(A x B®) teljesiil
(1<i<n).

4.1.4. tétel. Legyen A és B két normalizdlt DR Y. X,,-faautomata. Ekkor
T(A) UT(B) akkor és csakis akkor determinisztikus, ha T(A) U T(B) =
T(2A xY B).



A fenti tételt felhasznalva megéllapitottuk, hogy tetszéleges S és T
nilpotens (monoton) DR-fanyelvek esetén S U T akkor és csakis akkor nil-
potens (monoton), ha determinisztikus.

Ezutan arra vonatkozéan adtunk feltételeket, hogy mikor nem deter-
minisztikus két DR-fanyelv egyesitése.

4.1.7. tétel. Tetszdleges S és T DR-fanyelvek esetén SUT akkor és csakis
akkor mem determinisztikus, ha van olyan p fa, x,y vdltozék, valamint
u € gz(p) és v € gy(p) kilonbozd utak, hogy u € gz(S) \ 9=(T) és v €

gy(T) \ gy(S)-

Mivel az el6z6 tételt kielégits fak nem unéarisak, igy érvényes azon ko-
vetkezmény, mely szerint tetszéleges S és T' DR-fanyelvek esetén ha S és T
koziil az egyik csupan az unéris faiban kiilonbozik a masiktél, akkor SUT
determinisztikus. Ugyanezen allit4s érvényes mind a monoton-, mind a nil-
potens alosztalyokra is. Szintén az el6zé tételre alapul azon kévetkezmény,
amely szerint ha két (nilpotens, monoton) DR-fanyelv gyokérszimbolumai-
nak halmaza diszjunkt, akkor ezen két DR-fanyelv egyesitése is (nilpotens,
monoton) DR-fanyelv.

A tovabbiakban arra is adtunk feltételeket, amelyek mellett két nilpo-
tens DR-fanyelv egyesitése nem nilpotens. Ha példaul S és T olyan nilpo-
tens DR-fanyelvek, hogy S\ T-ben nem csak unaris mtiveleti szimb6lumok
vannak, tovabba van olyan x valtozo, amelyre g, (T')\ g (S) végtelen, akkor
S UT nem nilpotens. Vagy ha S véges-, T pedig végtelen nilpotens DR-
fanyelv, és az S \ T kiilénbségben nem csak unaris miveleti szimbolumok
vannak, akkor S UT nem nilpotens.

4.2. Metszet

Az egyesités direkt szorzathoz hasonldan definidlhatjuk a metszet di-
rekt szorzat fogalmat, amely tetsz6leges A = (A, ag,a) és B = (B, by, b)
DR XX, -faautomaték esetén azzal az A x" B = (A x B, (ag, bo),a X" b)
DR XX, -faautomataval egyezik meg, amelyre (a X" b) € p(A x B)" és
(a x" b)) = AW x BO teljesiil (1 < i < n). Ekkor igaz az alabbi tétel.

4.2.2. tétel. Tetszdleges A és B DR X, -faautomatdikra T(A)NT(B) =
T(2A x7 B).

Ez azt jelenti, hogy a DR-fanyelvek osztalya zart a metszetképzésre
nézve, és T'(2 xB) felépitésebsl az is kovetkezik, hogy mind a monoton-,
mind a nilpotens DR-fanyelvek osztalya is zart a metszetképzésre.



4.3. Komplementerképzés

Ismert tény, hogy a DR-fanyelvek osztalya nem zart a komplemen-
terképzésre, igy sem a monoton-, sem a nilpotens alosztalyok nem zartak
rd. A nilpotens DR-fanyelvek esetében azonban meghatéaroztunk olyan fel-
tételeket, amelyek mellett biztosithaté a zartsag. Egy tetszéleges T fanyelv
esetén legyen T'(z) az a fanyelv, amely T azon (unaris) faibol all, amelyek
levelei mindegyikén az x valtozé szerepel, tovabba jeldljiik T' komplemen-
terét c¢(T)-vel. Ha a rangolt abécénkben csupin unaris miiveleti szim-
boélumok vannak, akkor T' akkor és csakis akkor nilpotens, ha T'(x) vagy
c(T)(x) véges. SGt, unaris miiveleti szimbolumok esetén az is érvényes,
hogy T akkor és csakis akkor nilpotens, ha ¢(7T") nilpotens.

Nem csak unéris miveleti szimb6lumokboél all6 rangolt dbécé esetén
megallapitottuk, hogy egy csupén unaris fakbol 4ll6 fanyelv akkor és csakis
akkor nilpotens, ha véges, s6t, amennyiben nilpotens, akkor a komplemen-
tere is nilpotens. Megéllapitottuk tovabba, hogy amennyiben T tetszsleges
végtelen nilpotens fanyelv, és T' komplementere nem csak unaris fakbol all,
akkor ¢(7T) nem nilpotens. Ugyanuigy igaz a kovetkezs tétel.

4.3.7. tétel. Tegyiik fel, hogy X-ban létezik legaldbb eqy olyan miveleti
szimbolum, amelynek aritdsa nagyobb 1-nél. FEkkor tetszdleges T fanyelv
esetén T és c¢(T) akkor és csakis akkor egyidejileg nilpotens, ha T és c(T)
kéziil az eqyik véges sok undris fabol dll.

4.4. x-szorzat

A DR-fanyelvek osztalya nem zart az z-szorzatra nézve, és ugyanez el-
mondhat6 a monoton- illetve nilpotens DR-fanyelvekre is. Mindkét esetben
azonban meghataroztunk olyan feltételeket, amelyek mellett biztosithato
az x-szorzatra valo zartsig, ezekre vonatkoznak a 2.6.5. illetve a 3.3.6.
tételek.

4.5. z-iteracid

A7z z-iteracié szintén egy olyan miivelet, amelyre nem zart a DR-
fanyelvek osztélya, és ebbdl kifolyélag sem a monoton-, sem a nilpotens
DR-fanyelvek nem zartak rd. A monoton DR-fanyelvek esetében sziiksé-
giink volt arra, hogy megvizsgéljuk azokat a feltételeket, amelyek garantal-
jék egy monoton DR-fanyelv z-iteraltjaAnak monotonitasat, erre vonatkozik
a 2.6.12. tétel. A nilpotens DR-fanyelvek esetében ilyen feltételek meg-
hatarozasara nem volt sziikségiink, és igy nem is tértiink ki ra.
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4.6. o-szorzat

A o-szorzat érdekesnek bizonyult a vizsgalatainkban, ugyanis itt el-
térg eredmények sziilettek a monoton- illetve a nilpotens DR-fanyelvek
esetében. Ismeretes Osszefliggés, hogy a DR-fanyelvek osztalya zéart a o-
szorzatra, és kdnnyen lathato, hogy a monoton alosztaly is az. A nilpotens
DR-fanyelvek azonban nem zartak rd, ahogy azt az értekezésben egy el-
lenpéldaval is illusztraltuk.

4.7. Zartsagi tulajdonsagok Osszegzése

Az alabbi tablazatban 6sszefoglaltuk a DR-fanyelvek, illetve a nilpotens-
és monoton DR-fanyelvek zartsagi tulajdonsagait a Boole- és a regularis
miiveletekre nézve.

zart 7 || U | n | \ | a-szorzat | z-iterdcié | o-szorzat
DR nem | igen | nem nem nem igen
nilpotens || nem | igen | nem nem nem nem
monoton || nem | igen | nem nem nem igen
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