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1. Az értekezés tárgya

Az értekezésben néhány ütemezéselméleti feladattal foglalkozunk, és mindegyikre
bevezetünk egy vagy több algoritmust, és megvizsgáljuk azok versenyképességi
arányát. Az értekezésben leírtak gerincét a [4, 5, 6, 7, 21] dolgozatokban meg-
jelentek adják, amelyeket az értekezés szerz½oje, és az azóta (2005-ben) elhunyt
Yong He publikálta. A bevezetés után következ½o négy fejezet új eredményt tar-
talmaz. Az értekezésben szerepl½o új eredmények els½osorban (körülbelül 80 %-
ban) az értekezés szerz½ojének alkotásai. Az eredmények nagyjából 70 %-ában
az értekezés szerz½ojének meghatározó a hozzájárulása, a maradék 30 % esetén a
szerz½ok hozzájárulása oszthatatlan.
A feladatok mindegyike az NP-teljes feladatosztályba tartozik, és egyben

olyan feladatok, amelyeket az utóbbi id½okben sokan, intenzíven kutatnak, és je-
lent½os nemzetközi folyóiratokban publikálnak. Az értekezés els½o fejezetében egy
rövid áttekintést közlünk az ütemezési feladatok néhány fajtájáról, és az utóbbi
évek kutatási irányzatairól. Az ezután következ½o négy fejezet tartalmát az aláb-
biakban röviden ismertetjük. Mivel az értekezés tizenegy új algoritmust tartal-
maz különböz½o feladatokra, ezek mindegyikének ismertetésére itt nincs elegend½o
hely. Megelégszünk ezért ízelít½oként, csak egy érdekesebbnek ítélt algoritmus
közlésével.

2. Félig online ütemezési feladatok

E a fejezetben a PmjonlinejCmax feladatnak bizonyos félig online változatával
foglalkoztunk. Ismert, hogy az LS algoritmus a P2jonlinejCmax ütemezési feladat
esetén optimális, és versenyképességi aránya 3=2 [16, 19]. Érdekes kérdés, hogy
valamely félig online feltétel a feladatot �könnyebbé teszi-e�abban az értelemben,
hogy feltétel teljesülése esetén van-e olyan algoritmus, amelynek versenyképességi
aránya kisebb mint valamely optimális online algoritmusé. Kellerer, Kotov, Sper-
anza és Tuza [32] cikke a feladat három félig online változatával foglalkozik. Az
els½o esetben el½ore ismerjük a munkák méreteinek összhosszát, a másodikban fel-
használható egy pu¤er valahány munka ideiglenes tárolására. A harmadik esetben
egyszerre két, egymástól független ütemezést készíthetünk, és végül a jobbikat
választhatjuk. Kiderült, hogy az el½obbi esetekben egy-egy optimális félig online
algoritmus versenyképességi aránya 4=3.
Olyan vizsgálatok is történtek, hogy két különböz½o félig online feltétel együttes

megléte tovább csökkenti-e a feladat optimális algoritmusának versenyképességi
arányát. Tan és He [35] közöl olyan feltétel-kombinációkat, amelyek �haszonta-
lanok�abban az értelemben, hogy ezek együtt sem adnak jobb versenyképességi
arányt, mint az egyszer½u online feltétel. Ugyanebben a cikkben megmutatták,
hogy ha el½ore ismerjük a munkák összhosszát, és a legnagyobb munkaméretet
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is, akkor egy optimális algoritmus versenyképességi aránya 6=5. Ha pedig el½ore
tudjuk a munkák összhosszát, és a munkák a méreteik csökken½o sorrendjében
jönnek, akkor egy optimális algoritmus versenyképességi aránya 10=9.
Az értekezés második fejezetében [32] el½obbi három feltételéb½ol párosítjuk

valamelyik kett½ot, kétféleképpen.
El½oször feltesszük hogy ismert az ütemezend½o feladatok méretének összege, és

rendelkezésünkre áll egy 1 pozícióval rendelkez½o pu¤er az ütemezés során. Erre a
félig online változatra megkonstruáltuk az ALG2:1 algoritmust, és bebizonyítot-
tuk annak optimalitását az alábbiak szerint:

2.1. Tétel Az ALG2:1 algoritmus versenyképességi aránya legfeljebb 5=4.

2.2. Tétel A feladat bármely A megoldó algoritmusának a versenyképességi
aránya legalább 5=4, akkor is, ha a pu¤er mérete 1-nél nagyobb.

Amásik esetben is el½ore ismert az ütemezend½o feladatok méretének összege, itt
viszont egyszerre két egymástól független ütemezést készíthetünk, és az ütemezés
végén a jobbikat választhatjuk. A feladatra megadtuk az ALG2:2 algoritmust.

2.3. Tétel Az ALG2:2 algoritmus versenyképességi aránya 6=5.

2.4. Tétel Tetsz½oleges A algoritmus versenyképességi aránya legalább 6=5.

Tehát ez az algoritmus is optimális. A következ½ot kaptuk: A P2jonlinejCmax
ütemezési feladat esetén LS optimális, 3=2 versenyképességi aránnyal; a [32]
cikkbeli három félig online változat esetén egy-egy optimális félig online algorit-
mus versenyképességi aránya 4=3, ha pedig ezekb½ol kett½ot-kett½ot kombinálunk az
el½obbiek szerint, tovább csökkent (de nem egyenl½o mértékben) a versenyképességi
arány.

A fejezet második részében a P3jonlinejCmax feladatnak azzal a félig online
változatával foglalkozunk, amikor el½ore tudjuk, hogy a munkák végrehajtási ideje
közel egyforma: a munkák hossza 1 és r > 1 között van. Az értekezésben leírtak
közvetlen el½ozménye He és Zhang [26] cikke, amely a kétgépes feladatra vonatkozó
eredményeket közöl. Kiderül, hogy két gép esetén r < 2 esetén képes csökkenteni
a félig online feltétel az online eset versenyképességi arányát, és tetsz½oleges r
méretarány esetén LS optimális algoritmus. A háromgépes feladattal korábban
még nem foglalkoztak.
Megmutatjuk, hogy három gép esetén az LS algoritmus versenyképességi

aránya az r paraméter függvényében a következ½oképpen adható meg:
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2.7. Tétel Az LS algoritmus versenyképességi aránya

RLS =

8>>>><>>>>:
1 + 2(r�1)

3
; ha 1 � r � 3

2
;

2� 3
r+3
; ha 3

2
< r �

p
3;

r+1
2
; ha

p
3 < r � 2;

2� 1
r
; ha 2 < r � 3;

5
3
; ha 3 < r;

továbbá LS optimális félig-online algoritmus az 1 � r � 3=2,
p
3 � r � 2 és

r � 6 esetekben.

Az el½obbi eredmények közül csak az 1 � r � 3=2, és r � 3 esetek állításai
azok, amelyek korábbról ismertek voltak, [16, 19, 26] alapján. Látjuk, hogy a
versenyképességi arány értéke az r paraméternek folytonos, szakaszos, és nem
minden szakaszon lineáris függvénye. Megmutatjuk, hogy LS nem optimális 2 <
r < 6 esetén, továbbá (2; 6) három részintervallumára megadunk három javított
algoritmust, a következ½ok szerint:
a, Az r 2 (2; 5=2] esetben bevezetjük az ALG() algoritmust. Erre teljesül a

következ½o

2.20. Tétel Tetsz½oleges 2 < r � 5=2 esetén ALG(3=2) versenyképességi
aránya 3=2, ennek következtében optimális algoritmus.

b, r 2 (5=2; 3] esetén bevezetjük az ALG2:3 algoritmust.

2.24. Tétel Az ALG2:3 algoritmus versenyképességi aránya tetsz½oleges 5
2
<

r � 3 esetén 4r+2
2r+3

.

Azt is megmutatjuk, hogy r 2 (5=2; 3] esetén a feladat alsó korlátja legalább
7r+4+

p
r2+8r+4

2r+2+2
p
r2+8r+4

, az alsó korlát és a versenyképességi arány közötti eltérés legfeljebb
0:01417.

c, Az r 2 (3; 6) esetben megelégszünk azzal, hogy bemutatjuk azALG2:4 algo-
ritmust, amelynek a versenyképességi aránya minden rögzített r paraméterérték
mellett jobb mint az LS algoritmusé, amelynek 5

3
:

2.28. Tétel Az ALG2:4 algoritmus versenyképességi aránya tetsz½oleges 3 <
r < 6 esetén RALG2:4 � � = 5

3
� �

18
< 5

3
, ahol � = min

�
6�r
18
; 3
103

	
> 0.

Az el½oz½oek szerint lényeges különbségek adódnak, ha a gépek száma nem kett½o
hanem három, el½oször is, LS nem minden méretarány esetén optimális: Akkor
lehetséges LS-nél hatékonyabb algoritmust megadni, ha a méretarány kett½o és

4



hat közötti szám. Továbbá az optimális félig-online algoritmus versenyképességi
aránya er½osen függ az r paraméter értékét½ol, és r különböz½o intervallumaira külön-
böz½o algoritmusokat kell magadni, ha azt akarjuk, hogy azok hatékonyan m½uköd-
jenek. Mindhárom bemutatott új algoritmus lineáris futásidej½u.

3. Hasonló gépek elutasításos modelljei

Az e fejezetben tárgyaltak közvetlen el½ozménye He és Min [24] cikke, amely csak
a megszakitás nélküli feladattal foglalkozik. A cikk közli az LSR(�) online algo-
ritmust, amely minden s � � sebesség esetén optimális, (ahol � az aranymetszés
aránya).

A fejezetben a Dósa - He [6] dolgozatot követve megmutatjuk, hogy az el½oz½o
algoritmus az � paraméter megfelel½obb választásával javítható: A javított algo-
ritmus versenyképességi aránya minden 1 � s < � sebesség esetén jobb, mint
a korábbié, s½ot, a javított algoritmus bizonyos esetekben optimális is, (amikor
a korábbi nem az). Az értekezés harmadik fejezete a következ½o eredményeket
tartalmazza:

(i) bevezetjük a PMPT (�) algoritmust az online megszakításos esetre. Erre
teljesül a következ½o

3.1. TételA PMPT (�) algoritmus versenyképességi aránya 1+� = s+
p
s2+4s
2s

=

1
2
+
q

1
4
+ 1

s
, és optimális tetsz½oleges s � 1 esetén.

Tudomásunk szerint a feladat megszakításos esetével korábban nem foglalkoz-
tak. Jegyezzük meg, hogy az elutasítás nélküli online megszakításos esetre [15, 36]
optimális algoritmust közöl két hasonló gép esetére, természetesen adódna az öt-
let, hogy ezt az optimális ütemezési algoritmust kombináljuk egy megfelel½o elu-
tasítási stratégiával. Mégsem ezt tettük, ugyanis egy sokkal egyszer½ubb ütemezési
algoritmust alkalmazva is optimális algoritmust kaptunk a feladatra.

(ii) Mivel ismerünk optimális algoritmust a megszakítás nélküli esetre s � �
esetén, csak az 1 � s < � esettel foglalkozunk. Bevezetjük az LSRM(�) algo-
ritmust, amely a korábbi LSR(�) algoritmusnak egy módosítása, attól annyiban
különbözik, hogy az � paramétert más módon választjuk meg: Legyen tetsz½oleges
1 � s < � esetén x0 = 1

2s

�
�s2 +

p
s4 � 4s3 + 4s2 + 4s

�
, amely szám az egyedüli

pozitív gyöke a következ½o egyenletnek

1 + s� s2
xs

= s+ x:
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Legyen továbbá

� =
x0 (s+ 1)

1 + s� s2 =
(s+ 1)

s (s+ x0)
és � =

�

1 + s
:

3.7. Tétel Tetsz½oleges 1 � s < � sebesség esetén az LSRM(�) algoritmus
versenyképességi aránya 1

2s

�
s2 +

p
s4 � 4s3 + 4s2 + 4s

�
, ami minden 1 � s < �

sebesség esetén jobb, mint az LSR(�) algoritmusé.

Mivel a [24] cikk alsó becslései triviálisak, új, nemtriviális alsó korlátokat is
közlünk, az alábbiak szerint: Bevezetjük az alábbi konstansokat: Legyen 1 <
s1 � 1:1915, s2 � 1:3831, valamint s3 � 1:3852 < �, amely valós számok rendre
a következ½o egyenletek megoldásaiként adódnak:

1

2
+

r
1

4
+
1

s
=
2s+ 1

s+ 1
;
2s+ 1

s+ 1
=
s (s� 1) + x0
1 + s� s2 ;

s (s� 1) + x0
1 + s� s2 = s+ x0:

3.8. Tétel Tetsz½oleges, az online megszakítás nélküli kétgépes USR feladatot
megoldó algoritmus versenyképességi aránya legalább8>>>>><>>>>>:

1
2
+
q

1
4
+ 1

s
; ha 1 � s � s1

2s+1
s+1

; ha s1 � s � s2
s(s�1)+x0
1+s�s2 ; ha s2 � s � s3

c (s) = s+ x0; ha s3 � s < �
s+1
s
; ha � � s:

3.9. Következmény Tetsz½oleges s3 � 1:3852 � s < � esetén az LSRM(�)
algoritmus optimális.

Továbbá az LSRM(�) algoritmus versenyképességi aránya minden 1 � s < �
esetén jobb, mint a korábbi LSR(�) algoritmusé, és az LSRM(�) algoritmus
versenyképességi aránya és az alsó korlát közötti maximális rés 0:0534.

4. A gépköltséges ütemezési feladat

Az értekezés negyedik és ötödik fejezetében a gépköltséges feladattal foglalkozunk.
E két fejezetnek egy részben kib½ovített változata [14] a Veszprémi Akadémiai
Bizottság 2005 évi pályázatán I. díjat kapott. A [28] cikkben Imreh Csanád
és John Noga felvetette a klasszikus (párhuzamos gépes) ütemezési feladat egy
újfajta megközelítését. Az eredeti változattól való különbségek a következ½ok:
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1, Nincs rögzítve kezdetben a gépek száma,
2, bármikor lehet½oségünk van egy újabb gép vásárlására, amikor egy újabb

munka megérkezik,
3, a célfüggvény, amit minimalizálunk, a gépek vásárlására fordított összeg és

a teljes átfutási id½o összege.
A cikk közli az A� (1 +

p
5)=2 � 1:618-versenyképes, online algoritmust, míg

a feladat alsó korlátja 4=3.

Az eredeti cikk nyomán, többen foglalkoztak a feladattal. Arra az esetre
amikor el½ore ismert a legnagyobb munkahosszúság, He és Cai [25] közöl egy
olyan algoritmust, amelynek a versenyképességi aránya nem nagyobb mint 1:5309,
miközben az alsó korlát 4=3.
Az értekezés negyedik fejezetében közöljük a H1 algoritmust a tiszta online

esetre, amely a következ½o: (k a munkák sorszámát, m a vásárolt gépek számát
jelenti.)

H1 Algoritmus:

1. Ütemezzük a p1 munkát az els½o gépre. Legyen k = 2;m = 1.

2. Ütemezzük a pk munkát az LS ütemezési algoritmus szerint, feltéve, hogy
az új teljes átfutási id½o nem nagyobb mint 2m, és menjünk a 4. lépésre.
Ha bármelyik gépre ütemezve a munkát a gép megnövelkedett terhelése
nagyobb lenne mint 2m, akkor menjünk a 3. lépésre.

3. Ütemezzük a pk munkát egy új gépre, legyen m = m + 1, menjünk a 4.
lépésre.

4. Legyen k = k + 1, k > n esetén stop. Ellenkez½o esetben menjünk újra a 2.
lépésre.

Tudomásunk szerint ennél (versenyképességi arány tekintetében) jobbat azóta
nem közöltek. Az A� algoritmussal ellentétben, H1 új stratégia szerint vásárol
újabb gépet.

4.9. TételAH1 algoritmus versenyképességi aránya legfeljebb (2
p
6 + 3)=5 �

1:5798.

Jegyezzük meg, hogy Imreh Csanád [27] cikke visszatér az A� algoritmushoz:
Általános gépköltség-függvény esetére (tehát a gépek költsége nem egyenl½o) en-
nek bizonyos változataival, és azok hatékonyság-vizsgálatával foglalkozik. Amint
kiderül, bizonyos esetekben A� is hatékonyan viselkedik.
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Az értekezésben ezután azzal a speciális esettel foglalkozunk, amikor a munkák
mérete nem hosszabb mint a gépek vásárlásának költsége, vagyis minden munka
hossza legfeljebb 1. E félig online feltétel el½oször a [4] dolgozatban szerepelt.
Erre az esetre bevezetjük a H2 algoritmust. Jegyezzük meg, hogy az eredeti A�
algoritmus nem lehet jobb mint 3=2-versenyképes a kis méret½u munkák esetén. A
H2 algoritmusra teljesül a következ½o

4.11. TételAmennyiben a munkák hossza legfeljebb 1, akkor a H2 algoritmus
versenyképességi aránya 4=3, emiatt optimális algoritmus.

Ez az els½o optimális algorimus, amit sikerült megadni a gépköltséges feladat
valamilyen változatára. A már említett [27] cikkben, általános gépköltség es-
etén, szintén sikerült megadni optimális algoritmust kis munkák esetére: amikor
bármelyik gép költsége legalább akkora, mint a legnagyobb munkahosszúság.
Harmadszor, közöljük a H3 kétfázisos algoritmust arra az esetre, amikor el½ore

ismert a legnagyobb munka hosszúság. Ez az algoritmus az el½oz½oekhez képest
újfajta stratégiát követ e gépek vásárlására, és szintén némileg megjavítja a ko-
rábban ismert legjobb eredményt.

4.13. Tétel A H3 algoritmus versenyképességi aránya legfeljebb 3=2.

A tételt 14 lemma és két megjegyzés segítségével látjuk be.

5. A gépköltséges feladat elutasításos változata

Az ötödik fejezetben de�niáljuk a gépköltséges feladat elutasításos változatát. Ez
esetben tehát két különleges feltétel is van, az egyik, hogy lehet½oségünk van új
gépek vásárlására, másrészt pedig a munkák ütemezését elutasíthatjuk, ez esetben
bizonyos nagyságú büntetést kell �zetnünk. Tehát ebben a fejezetben az Imreh
Csanád és John Noga által bevezetett gépköltséges feladatot [4, 28], és a munkák
elutasításának lehet½oségét [1] ötvözzük.

A tiszta online esetre Imreh Csanád és Nagy-György János [29] cikke megad
egy 2:618-versenyképes algoritmust, az általános esetben optimális algoritmus
nem ismert. Mi csak azzal a félig online esettel foglalkozunk, amikor a munkák
hossza legfeljebb 1. A fejezet tartalma a [7] cikkben jelent meg. A feladat ezen
megszorítás mellett is általánosítása az úgynevezett sí-kölcsönzési feladatnak. A
feladatra megadjuk az Óvatos algoritmust, amelynek nevét az indokolja, hogy
némileg ellenkez½oképpen viselkedik, mint a szokásos �mohó�módszerek. Az al-
goritmus egy egyszer½u, kétfázisú félig online algoritmus. Az els½o fázis során csak
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arra vigyázunk, nehogy túl korán vásároljuk meg az els½o gépet, a második fázis-
ban pedig azon igyekezünk, hogy az elutasított munkák összbüntetése se, és az
elfogadott munkák összhossza se lehessen túl nagy a másik rovására.

5.1. Tétel Az Óvatos algoritmus optimális, 2-versenyképes algoritmus.

A gépköltséges feladat elutasításos változatára más optimális algoritmus még
nem született (a szerz½o ismeretei szerint). Az algoritmus vizsgálatakor egy újszer½u
módszerrel élünk: Ha az algoritmus nem lenne 2-versenyképes, akkor lennie kell
(elemszám tekintetében) minimális ellenpéldának. Ez azonban rendkívül bony-
olult szerkezet½u feladathalmaz is lehet, (miként az algoritmus sem teljesen triv-
iális). Emiatt az ellenpéldát fokozatosan kicseréljük újabb és újabb, de szintén
minimális ellenpéldákkal. A cserék során sikerül elérni, hogy végül egy szép,
eléggé szabályos szerkezet½u ellenpéldát kapunk.
Az utoljára kapott feladathatmazról pedig már viszonylag könnyen belátjuk,

hogy nem is ellenpélda, és így indirekt bizonyításunk véget ér.
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