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1. Az értekezés targya

Az értekezésben néhany iitemezéselméleti feladattal foglalkozunk, és mindegyikre
bevezetiink egy vagy tobb algoritmust, és megvizsgdljuk azok versenyképességi
ardnysat. Az értekezésben lefrtak gerincét a [4, 5, 6, 7, 21| dolgozatokban meg-
jelentek adjdk, amelyeket az értekezés szerzbje, és az azdta (2005-ben) elhunyt
Yong He publikdlta. A bevezetés utan kovetkez6 négy fejezet 1ij eredményt tar-
talmaz. Az értekezésben szerepld 1j eredmények elsésorban (koriilbeliil 80 %-
ban) az értekezés szerzdjének alkotdsai. Az eredmények nagyjébol 70 %-dban
az értekezés szerzdjének meghatdrozé a hozzdjaruldsa, a maradék 30 % esetén a
szerzok hozzdjaruldsa oszthatatlan.

A feladatok mindegyike az NP-teljes feladatosztdlyba tartozik, és egyben
olyan feladatok, amelyeket az utébbi idékben sokan, intenziven kutatnak, és je-
lent6s nemzetkozi folydiratokban publikdlnak. Az értekezés elsd fejezetében egy
rovid attekintést kozliink az iitemezési feladatok néhény fajtdjarol, és az utébbi
évek kutatdsi irdnyzatairél. Az ezutdn kovetkezd négy fejezet tartalmét az alab-
biakban roviden ismertetjiik. Mivel az értekezés tizenegy 1j algoritmust tartal-
maz kiilonb6z6 feladatokra, ezek mindegyikének ismertetésére itt nincs elegendo
hely. Megelégsziink ezért izelitoként, csak egy érdekesebbnek itélt algoritmus
kozlésével.

2. Félig online iitemezési feladatok

E a fejezetben a P, |online|Cy.x feladatnak bizonyos félig online véltozatdval
foglalkoztunk. Ismert, hogy az LS algoritmus a P;|online|Ciay litemezési feladat
esetén optimalis, és versenyképességi ardnya 3/2 [16, 19]. Erdekes kérdés, hogy
valamely félig online feltétel a feladatot ”koénnyebbé teszi-e” abban az értelemben,
hogy feltétel teljesiilése esetén van-e olyan algoritmus, amelynek versenyképességi
aranya kisebb mint valamely optimalis online algoritmusé. Kellerer, Kotov, Sper-
anza és Tuza [32] cikke a feladat harom félig online viltozataval foglalkozik. Az
els6 esetben eldre ismerjitk a munkik méreteinek 6sszhosszat, a masodikban fel-
hasznélhaté egy puffer valahany munka ideiglenes taroldsdra. A harmadik esetben
egyszerre két, egymdstol fiiggetlen iitemezést készithetiink, és végiil a jobbikat
védlaszthatjuk. Kideriilt, hogy az eldbbi esetekben egy-egy optimalis félig online
algoritmus versenyképességi aranya 4/3.

Olyan vizsgdalatok is torténtek, hogy két kiilonbozo félig online feltétel egytittes
megléte tovabb csokkenti-e a feladat optimaélis algoritmusanak versenyképességi
ardnyat. Tan és He [35] kozol olyan feltétel-kombindcidkat, amelyek ”haszonta-
lanok” abban az értelemben, hogy ezek egyiitt sem adnak jobb versenyképességi
ardnyt, mint az egyszer{i online feltétel. Ugyanebben a cikkben megmutattak,
hogy ha elére ismerjiikk a munkdk Osszhosszit, és a legnagyobb munkaméretet



is, akkor egy optimaélis algoritmus versenyképességi ardnya 6/5. Ha pedig elére
tudjuk a munkak Osszhosszat, és a munkdk a méreteik csokkend sorrendjében
jonnek, akkor egy optimalis algoritmus versenyképességi ardnya 10/9.

Az értekezés masodik fejezetében [32] el6bbi hérom feltételébdl pérositjuk
valamelyik kett6t, kétféleképpen.

Eloszor feltessziik hogy ismert az iitemezend6 feladatok méretének 6sszege, és
rendelkezésiinkre &1l egy 1 poziciéval rendelkez6 puffer az iitemezés sordn. Erre a
félig online véltozatra megkonstrudltuk az ALG2.1 algoritmust, és bebizonyitot-
tuk annak optimalitdsdt az aldbbiak szerint:

2.1. Tétel Az ALG2.1 algoritmus versenyképességi aranya legfeljebb 5/4.

2.2. Tétel A feladat barmely A megolds algoritmusdnak a versenyképesséqi
ardnya legalabb 5/4, akkor is, ha a puffer mérete 1-nél nagyobbd.

A masik esetben is elére ismert az iitemezendd feladatok méretének osszege, itt
viszont egyszerre két egymaéstodl fiiggetlen titemezést készithetiink, és az iitemezés
végén a jobbikat vélaszthatjuk. A feladatra megadtuk az ALG2.2 algoritmust.

2.3. Tétel Az ALG2.2 algoritmus versenyképességi arinya 6/5.
2.4. Tétel Tetszoleges A algoritmus versenyképességi aranya legaldbb 6/5.

Tehét ez az algoritmus is optimélis. A kovetkezot kaptuk: A Py|online|Chax
iitemezeési feladat esetén LS optimalis, 3/2 versenyképességi ardnnyal; a [32]
cikkbeli harom félig online véltozat esetén egy-egy optimaélis félig online algorit-
mus versenyképességi ardnya 4/3, ha pedig ezekbdl kett6t-kettét kombindlunk az
elébbiek szerint, tovabb cstkkent (de nem egyenld mértékben) a versenyképességi
arany.

A fejezet mésodik részében a Pslonline|Chax feladatnak azzal a félig online
véltozataval foglalkozunk, amikor elére tudjuk, hogy a munkdk végrehajtasi ideje
kozel egyforma: a munkdk hossza 1 és r > 1 kozott van. Az értekezésben lefrtak
kozvetlen elézménye He és Zhang [26] cikke, amely a kétgépes feladatra vonatkozo
eredményeket kozol. Kideriil, hogy két gép esetén r < 2 esetén képes csokkenteni
a félig online feltétel az online eset versenyképességi ardnydt, és tetszoleges r
méretardny esetén LS optimélis algoritmus. A hdromgépes feladattal korabban
még nem foglalkoztak.

Megmutatjuk, hogy harom gép esetén az LS algoritmus versenyképességi
ardnya az r paraméter fiiggvényében a kovetkezoképpen adhaté meg:



2.7. Tétel Az LS algoritmus versenyképességi ardnya

142000 ha 1<r <3,
2—%, ha %<7‘§\/§,

Rpg = %, ha \/§<r§2,
—%, ha 2<r <3,
g, ha 3 <,

tovabba LS optimdlis félig-online algoritmus az 1 < r < 3/2, V3 <r<2és
r > 6 esetekben.

Az el6bbi eredmények koziil csak az 1 < r < 3/2, és r > 3 esetek allitdsai
azok, amelyek korabbrol ismertek voltak, [16, 19, 26] alapjén. L&tjuk, hogy a
versenyképességi ardny értéke az r paraméternek folytonos, szakaszos, és nem
minden szakaszon linedris fiiggvénye. Megmutatjuk, hogy LS nem optimélis 2 <
r < 6 esetén, tovdbb4 (2;6) hdrom részintervallumara megadunk harom javitott
algoritmust, a kovetkezok szerint:

a, Az r € (2,5/2] esetben bevezetjiik az ALG(7y) algoritmust. Erre teljesiil a
kovetkezo

2.20. Teétel Tetszbleges 2 < r < 5/2 esetén ALG(3/2) versenyképességi
ardnya 3/2, ennek kovetkeztében optimalis algoritmus.

b, r € (5/2, 3] esetén bevezetjiik az ALG2.3 algoritmust.

2.24. Tétel Az ALG2.3 algoritmus versenyképességi ardnya tetszbleges 3 <

2
50y 4r+2
r < 3 esetén 15"

Azt is megmutatjuk, hogy r € (5/2, 3] esetén a feladat alsé korldtja legalabb

% %, az alsé korlét és a versenyképességi ardny kozotti eltérés legfeljebb
0.01417.
c, Az € (3,6) esetben megelégsziink azzal, hogy bemutatjuk az ALG2.4 algo-

ritmust, amelynek a versenyképességi ardnya minden rogzitett r paraméterérték
mellett jobb mint az LS algoritmusé, amelynek g:

2.28. Tétel Az ALG2.4 algoritmus versenyképességi ardnya tetszbleges 3 <

. _5_46 _5 — min {6=r 3_
r <6 esetén Rapgea < A=3— L% <2 ahol § =min {%F, 21 > 0.

Az elézbek szerint 1ényeges kiilonbségek adédnak, ha a gépek szdma nem kettd
hanem hdrom, el6szor is, LS nem minden méretardny esetén optimalis: Akkor
lehetséges LS-nél hatékonyabb algoritmust megadni, ha a méretardny ketto és



hat kozotti szam. Tovabba az optimalis félig-online algoritmus versenyképességi
aranya erosen fiigg az r paraméter értékétol, és r kiilonb6z6 intervallumaira kiilon-
boz6 algoritmusokat kell magadni, ha azt akarjuk, hogy azok hatékonyan miikod-
jenek. Mindhdrom bemutatott 4j algoritmus linedris futdside;jii.

3. Hasonlé gépek elutasitasos modelljei

Az e fejezetben térgyaltak kozvetlen elé6zménye He és Min [24] cikke, amely csak
a megszakitas nélkiili feladattal foglalkozik. A cikk kozli az LS R(«) online algo-
ritmust, amely minden s > ¢ sebesség esetén optimadlis, (ahol ¢ az aranymetszés
aranya).

A fejezetben a Désa - He [6] dolgozatot kovetve megmutatjuk, hogy az el6z6
algoritmus az a paraméter megfelelébb valasztasaval javithaté: A javitott algo-
ritmus versenyképességi ardnya minden 1 < s < ¢ sebesség esetén jobb, mint
a korébbié, s6t, a javitott algoritmus bizonyos esetekben optimalis is, (amikor
a kordbbi nem az). Az értekezés harmadik fejezete a kovetkezd eredményeket
tartalmazza:

(i) bevezetjiik a PM PT(«) algoritmust az online megszakitdsos esetre. Erre
teljesiil a kovetkezo

s+vs2+4s

3.1. Tétel A PMPT(«) algoritmus versenyképességi ardnya 1+o = -

% + }L + %, és optimalis tetszoleges s > 1 esetén.
Tudomadsunk szerint a feladat megszakitdsos esetével korabban nem foglalkoz-
tak. Jegyezziik meg, hogy az elutasités nélkiili online megszakitdsos esetre [15, 36]
optimadlis algoritmust kozol két hasonlé gép esetére, természetesen adédna az 6t-
let, hogy ezt az optimalis iitemezési algoritmust kombindljuk egy megfelel6 elu-
tasitasi stratégiaval. Mégsem ezt tettiik, ugyanis egy sokkal egyszeriibb iitemezési
algoritmust alkalmazva is optimalis algoritmust kaptunk a feladatra.

(ii) Mivel ismeriink optimalis algoritmust a megszakitds nélkiili esetre s > ¢
esetén, csak az 1 < s < ¢ esettel foglalkozunk. Bevezetjiik az LSRM («) algo-
ritmust, amely a kordabbi LSR(«) algoritmusnak egy mdédositdsa, attél annyiban
kiilonbozik, hogy az o paramétert mas moédon vilasztjuk meg: Legyen tetszoleges
1 < s < ¢ esetén o = 2—15 (—32 + /st — 453 + 452 + 43), amely szam az egyediili
pozitiv gyoke a kovetkezo egyenletnek

14+s—s?
xs

=s+x.



Legyen tovabba

1 1
5:x0<8+ ) _ (s+1) b o B ‘
1+s—s5% s(s+ ) 1+s

3.7. Tétel Tetszbleges 1 < s < ¢ sebesség esetén az LSRM («) algoritmus
versenyképességi ardnya 5 (s* + V/s* — 4s3 + 4s® + 4s), ami minden 1 < s < ¢
sebesség esetén jobb, mint az LSR(«) algoritmusé.

Mivel a [24] cikk alsé becslései trividlisak, dj, nemtrividlis alsé korldtokat is
kozliink, az aldbbiak szerint: Bevezetjiik az aldbbi konstansokat: Legyen 1 <
s1 ~ 1.1915, so ~ 1.3831, valamint s3 ~ 1.3852 < ¢, amely val6s szdmok rendre
a kovetkezo egyenletek megolddsaiként adédnak:

1 1 1 2541 2s+1 s(s—1)4z9 s(s—1)+x
—+ -+ - = > = ) = s+ Zo.
2 4 s s+17 s+1 14+ s— 52 14+s—82

3.8. Tétel Tetszoleges, az online megszakitas nélkiili kétgépes USR feladatot
megoldd algoritmus versenyképesséqgi ardanya legaldbb

s(s—1)+xzo
oo s ha sy <s<s3

c(s)=s+xg, hasg3<s<o
L sl ha ¢ < s.
. <

3.9. Kovetkezmény Tetszbleges s3 ~ 1.3852 < s < ¢ esetén az LSRM («)
algoritmus optimdlis.

Tovébba az LSRM («) algoritmus versenyképességi ardnya minden 1 < s < ¢
esetén jobb, mint a kordbbi LSR(«) algoritmusé, és az LSRM («) algoritmus
versenyképességi ardnya és az alsé korlat kozotti maximaélis rés 0.0534.

4. A gépkoltséges iitemezési feladat

Az értekezés negyedik és 65todik fejezetében a gépkoltséges feladattal foglalkozunk.
E két fejezetnek egy részben kibovitett valtozata [14] a Veszprémi Akadémiai
Bizottsdg 2005 évi pélydzatan 1. dijat kapott. A [28] cikkben Imreh Csanad
és John Noga felvetette a klasszikus (parhuzamos gépes) iitemezési feladat egy
ujfajta megkozelitését. Az eredeti valtozattol valé kiilonbségek a kovetkezok:



1, Nincs rogzitve kezdetben a gépek szama,

2, barmikor lehetoségiink van egy jabb gép védsarlasara, amikor egy ijabb
munka megérkezik,

3, a célfiiggvény, amit minimalizédlunk, a gépek visdrlasdra forditott tsszeg és
a teljes atfutdsi ido osszege.

A cikk kozli az A, (1 + V/5)/2 ~ 1.618-versenyképes, online algoritmust, mig
a feladat alsé korldtja 4/3.

Az eredeti cikk nyomadn, tobben foglalkoztak a feladattal. Arra az esetre
amikor elére ismert a legnagyobb munkahosszisdg, He és Cai [25] kozol egy
olyan algoritmust, amelynek a versenyképességi ardnya nem nagyobb mint 1.5309,
mikdzben az alsé korlat 4/3.

Az értekezés negyedik fejezetében kozoljiikk a H1 algoritmust a tiszta online
esetre, amely a kovetkezd: (k a munkak sorszamét, m a vasarolt gépek szamét
jelenti.)

H1 Algoritmus:

1. Utemezziik a p; munkat az elsé gépre. Legyen k = 2,m = 1.

2. Utemezziik a p, munkit az LS iitemezési algoritmus szerint, feltéve, hogy
az 1j teljes atfutdsi idé6 nem nagyobb mint 2m, és menjiink a 4. lépésre.
Ha béarmelyik gépre iitemezve a munkiat a gép megnovelkedett terhelése
nagyobb lenne mint 2m, akkor menjiink a 3. 1épésre.

3. Utemezziik a p, munkét egy 1j gépre, legyen m = m + 1, menjiink a 4.
lépésre.

4. Legyen k = k + 1, kK > n esetén stop. Ellenkezd esetben menjiink ijra a 2.
lépésre.

Tudomasunk szerint ennél (versenyképességi ardny tekintetében) jobbat azéta
nem kozoltek. Az A, algoritmussal ellentétben, H1 1j stratégia szerint vasarol
tjabb gépet.

4.9. Tétel A H1 algoritmus versenyképességi aranya legfeljebb (2v/6 + 3) /5 ~
1.5798.

Jegyezziik meg, hogy Imreh Csandd [27] cikke visszatér az A, algoritmushoz:
Altalsnos gepkoltség-fiiggvény esetére (tehét a gépek koltsége nem egyenld) en-
nek bizonyos viltozataival, és azok hatékonysag-vizsgdlataval foglalkozik. Amint
kideriil, bizonyos esetekben A, is hatékonyan viselkedik.



Az értekezésben ezutdn azzal a specidlis esettel foglalkozunk, amikor a munkak
mérete nem hosszabb mint a gépek vasarlasanak koltsége, vagyis minden munka
hossza legfeljebb 1. E félig online feltétel elészor a [4] dolgozatban szerepelt.
Erre az esetre bevezetjiik a H2 algoritmust. Jegyezziik meg, hogy az eredeti A,
algoritmus nem lehet jobb mint 3/2-versenyképes a kis méreti{t munksk esetén. A
H?2 algoritmusra teljesiil a kovetkezo

4.11. Tétel Amennyiben a munkdk hossza legfeljebb 1, akkor a H2 algoritmus
versenyképességi ardnya 4/3, emiatt optimdlis algoritmus.

Ez az els6 optimalis algorimus, amit sikeriilt megadni a gépkoltséges feladat
valamilyen véltozatdra. A mdr emlitett [27] cikkben, &ltaldnos gépkoltség es-
etén, szintén sikeriilt megadni optimadlis algoritmust kis munkdk esetére: amikor
barmelyik gép koltsége legalabb akkora, mint a legnagyobb munkahosszisag.

Harmadszor, kozoljitk a H3 kétfazisos algoritmust arra az esetre, amikor elére
ismert a legnagyobb munka hosszisdg. Ez az algoritmus az el6zéekhez képest
ujfajta stratégiat kovet e gépek vdsdrldsara, és szintén némileg megjavitja a ko-
rdbban ismert legjobb eredményt.

4.13. Tétel A H3 algoritmus versenyképességi ardnya legfeljebb 3/2.

A tételt 14 lemma és két megjegyzés segitségével latjuk be.

5. A gépkoltséges feladat elutasitasos valtozata

Az otodik fejezetben definidljuk a gépkoltséges feladat elutasitdsos valtozatéat. Ez
esetben tehat két kiilonleges feltétel is van, az egyik, hogy lehetoségiink van j
gépek vasarlasdra, masrészt pedig a munkdk iitemezését elutasithatjuk, ez esetben
bizonyos nagysdgu biintetést kell fizetniink. Tehdat ebben a fejezetben az Imreh
Csandd és John Noga &ltal bevezetett gépkoltséges feladatot [4, 28], és a munkak
elutasitasanak lehetdségét [1] otvozziik.

A tiszta online esetre Imreh Csanad és Nagy-Gyorgy Jdnos [29] cikke megad
egy 2.618-versenyképes algoritmust, az altaldnos esetben optimélis algoritmus
nem ismert. Mi csak azzal a félig online esettel foglalkozunk, amikor a munkak
hossza legfeljebb 1. A fejezet tartalma a [7] cikkben jelent meg. A feladat ezen
megszoritds mellett is dltaldnositdsa az ugynevezett si-kolcsonzési feladatnak. A
feladatra megadjuk az Ovatos algoritmust, amelynek nevét az indokolja, hogy
némileg ellenkezdképpen viselkedik, mint a szokdsos "mohd” mddszerek. Az al-
goritmus egy egyszeril, kétfazisi félig online algoritmus. Az els fdzis sordn csak



arra vigydzunk, nehogy til kordn vdsdroljuk meg az elsé gépet, a méasodik fdzis-
ban pedig azon igyekeziink, hogy az elutasitott munkdk osszbiintetése se, és az
elfogadott munkak osszhossza se lehessen tiil nagy a masik rovésara.

5.1. Tétel Az Ovatos algoritmus optimdlis, 2-versenyképes algoritmus.

A gépkoltséges feladat elutasitdsos valtozatdra mas optimalis algoritmus még
nem sziiletett (a szerzd ismeretei szerint). Az algoritmus vizsgalatakor egy ujszerti
modszerrel éliink: Ha az algoritmus nem lenne 2-versenyképes, akkor lennie kell
(elemszam tekintetében) minimalis ellenpéldénak. Ez azonban rendkiviil bony-
olult szerkezetii feladathalmaz is lehet, (miként az algoritmus sem teljesen triv-
ialis). Emiatt az ellenpéldat fokozatosan kicseréljiik tdjabb és wjabb, de szintén
minimélis ellenpélddkkal. A cserék sordan sikeriil elérni, hogy végiil egy szép,
eléggé szabdlyos szerkezetii ellenpéldat kapunk.

Az utoljara kapott feladathatmazrol pedig mér viszonylag kénnyen belatjuk,
hogy nem is ellenpélda, és igy indirekt bizonyitasunk véget ér.
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