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1. Bevezetés

A biologiai populaciok méretének és Osszetételének idGbeli valtozasat modellez6 popu-
laciodinamika tobb évszazados miiltra tekint vissza, és fejlodése kiilonosen felgyorsult a

szamitogépes szimulaciok lehetdségének megjelenésével.

A disszertacioban két populaciédinamikai modell stabilitasi és bifurkacios tulajdonsa-
gait tanulmanyozzuk, illetve ismertetiink egy dinamikus rendszerek attraktorainak szami-
tasara szolgalo algoritmust és az algoritmust megvaldsitoé szamitdégépes programot, ame-
lyet a két modell vizsgalatahoz alkottunk meg. Az értekezés a szerz6 kivetkezs publikacidin

alapul:

e Dénes, A., Neimark—Sacker bifurcation in a discrete dynamical model of population

genetics, Electronic Journal of Qualitative Theory of Differential Equations, Proc.
8th Coll. Qualitative Theory of Diff. Equ., No. 6. (2008), 1-10.

e Dénes, A., Hatvani, L., Stacho, L. L., Eventual stability properties in a non-

autonomous model of population dynamics, Nonlinear Analysis 73 (2010) 650-659.

e Dénes, A., Makay, G., Attractors and basins of dynamical systems, FElectronic Jour-
nal of Qualitative Theory of Differential Equations, No. 20. (2011), 1-11.

A tézisfiizetben talalhato jeldlések és szamozasok megegyeznek a disszertacioban hasz-
naltakkal.

2. A Tusnady-modell

Biolégiai alapok

Az él6lények sejtjeinek genetikai informécioit a kromoszomdk taroljak. A kromoszomak
szakaszait, amelyek a kiilonb6z6 tulajdonsagokat meghatarozzak, géneknek nevezziik, ezek
kiilonboz6 valtozatait alléloknak, a kromoszoman beliil elfoglalt helyiiket pedig lokusznak.
A genotipust az adott sejtben jelen 16v( két allél hatarozza meg. A genotipusok eloszlasat
elsGsorban a szelekcio, a mutdcio és a rekombindcid hatarozza meg. A szelekcié azt jelen-
ti, hogy kiilonb6z6 genotipusu egyedeknek kiilonb6z6 esélye van utdodok létrehozasara. A
sejtosztodaskor a kromoszoméak mésolasa nem mindig tokéletes: bizonyos szakaszok meg-
valtozhatnak, kicserélédhetnek. Ezt a jelenséget nevezziik mutacionak. A rekombinécio

soran a kromoszomaparok egyes génjei cserélédnek ki.



A modell

Tusnaddy Gabor egy olyan diszkrét populadciddinamikai modellt alkotott meg, amely az
ivarsejtek eloszlasanak valtozasat irja le generdciordl generdciora a szelekcid, a mutaciod
és a rekombinacio figyelembevételével. Jelolje zx(r) az k-adik ivarsejt ardnyat az r-edik

generacioban. A modellt leir6 differenciaegyenlet-rendszer a kévetkezd alaki:

D i1 001, J, k)i (r)a; (r)
ZZj,k::l a(i> Js k:)ii(r)l'j (T) ,

zp(r+1) =

ahol az a(i, j, k) paraméterek magukban foglaljak a szelekciot, a mutéciot és a rekombi-
naciot is.

A disszertacio 2. fejezetében ezt a modellt vizsgaljuk egy l0kusz és négy allél esetén.
Tusnady Gabor a leképezés iteracidjaval kapott sorozatok torlodasi pontjait vizsgilta, és
szamitogépes kisérletezéssel talalt olyan eseteket, amelyekben a rendszer attraktora nem
egy pont (vagyis az eloszlasok kozott nem &ll be dinamikus egyensily), hanem periodikus
palya, s6t, valamilyen kaotikus halmaz. Tusnady Gabor azt kérdezte, hogy torvényszerti-e
ez a jelenség, vagy esetleg csak a numerikus kozelités hibajabol adodik. Hatvani Laszlo,
Tookos Ferenc és Tusnady Gébor |6]-ban megmutatta, hogy a folytonos esetben tapasz-

talhato hasonlo jelenség magyarazata egy Hopf-bifurkécio.

Neimark—Sacker-bifurkacio

Tusnéddy Gébor a fenti jelenséget szamitogépes vizsgalatok sordn az alabbi rendszerben

tapasztalta:
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A dolgozatban megmutatjuk, hogy a periodikus megoldasok altala tapasztalt meg-
jelenése torvényszert, éspedig Neimark—Sacker-bifurkacionak koszonhets. A rendszert
el6szor a 4. fejezetben ismertetett attraktorszamitd program segitségével vizsgaltuk. A
p = a(2,4,2) = a(4,2,2) paraméter értékének valtoztatasakor kapott dbrak Neimark—
Sacker-bifurkaciora utalnak: a rendszer stabil fixpontjabol zart gorbe keletkezik, mig a

fixpont instabilla valik. Azt a jelenséget, amikor a paraméter kis valtoztatasara is lénye-



gesen megvaltozik a dinamika, bifurkdcionak nevezziik. A Neimark—Sacker-bifurkacio a

kovetkezot jelenti:

3.4. Definicid. Tekintsiink eqy paraméterfiiggd diszkrét dinamikus rendszert:
T = F(z,,a), F:R"xR—R"Y

ahol F' sima x-ben és a-ban is. Legyen x = xg a rendszer nemhiperbolikus fixpontja o = ap-
ra. Azt a jelenséget, amikor o vdltoztatdsakor a OF /0x(xo, o) Jacobi-mdtriz sajdtértékei

dthaladnak az origo korili eqységkoron, Neimark—Sacker-bifurkdcionak nevezziik.
Az 1. fejezet 6 eredménye a kovetkezs tétel:

3.5. Tétel. A (3.1) Tusnddy-rendszer a p = 139,455 paraméterértéknél szuperkritikus
Neimark—Sacker-bifurkdcion meqgy keresztil, azaz eqy stabil fizpontbol eqy stabil invaridns

zart gorbe bifurkdlodik, mikozben a fixpont instabillda vdlik.

A p paraméter értékének valtoztatasaval a Jacobi-matrix komplex sajatértékparja at-
halad az egységkoron. Ennek a komplex sajatértékparnak megfelel a fixpont kétdimenzios
instabil sokasdga. Az invarians zart gorbe ezen az instabil sokasigon jelenik meg. An-
nak igazolasdhoz, hogy e paraméterértéknél bifurkicié torténik, be kell latnunk, hogy
a rendszer teljesit bizonyos nemelfajulosagi feltételeket. [9] alapjan ismertetjiik az elja-
rést, amellyel igazolhatjuk a rendszer nemelfajulosagét. Elgszor kétdimenzios rendszerekre
mondjuk ki az altalanos Neimark—Sacker-bifurkaciorél szolo tételt. Magasabb dimenzios
rendszereknél 1ényegében ugyanaz torténik, mint két dimenzioban: létezik egy kétdimen-
zi6s invarians sokasig, amelyen a rendszer bifurkacion megy at, a sokasagon kiviil pedig
a rendszer viselkedése ,trividlis”, mert ott nincs bifurkacié. A disszertacioban ismertetiink
egy modszert, amelynek segitségével — a Jacobi-matrix és transzponaltja sajatértékeit
felhasznalva — a rendszert levetithetjiik a kritikus sajataltérbe. Végiil az eljaras lépéseit
kovetve belatjuk a 3.5. tétel allitasat.

3. Dinamikus rendszerek attraktorainak szamitogépes

vizsgalata

A 3. fejezetben ismertetett modell vizsgélatdhoz sziikségiink volt egy olyan programra,
amellyel dinamikus rendszerek attraktorait és azok medencéit lehet kiszamitani és ab-
razolni. A korébbi, dinamikus rendszerek vizsgalatara szolgalo programcsomagok (pl. [8],
[13]) azonban altalaban nem rendelkeznek ilyen eljarassal, vagy algoritmusuk pontatlansa-

gokhoz vezethet, illetve a programok régen késziiltek, igy ma mér nehezen hasznéalhatoak.



Ezért sziikségiink volt egy 1j, az eddigieknél pontosabb algoritmusra és az algoritmus alap-
jan késziilt programra, amelynek segitségével tetszéleges dimenzioji dinamikus rendszer

attraktorait tudjuk abrazolni.

Uj algoritmusunk a Dynamics programcsomag Basins and Attractors eljarasanak lé-

nyeges tovabbfejlesztése.

Az algoritmus miikodése

Az algoritmus alapelve a kovetkezd: a vizsgalt n dimenzios térrészt felosztjuk egyenls nagy-
sagi n dimenzids téglatestekre, és mindegyik kozepébdl elinditunk egy trajektoridt. Min-
den lépésben megvizsgaljuk az aktudlis ponthoz kozel esé pontokat (vagyis azon pontokat,
amelyek az aktualis ponttal azonos vagy szomszédos téglatestbe esnek), és amennyiben
taldlunk olyan trajektoriat, amellyel aktudlis palydnk bizonyos szamu lépésen keresztiil
egylitt halad (azaz megfelel§ pontjaik azonos vagy szomszédos téglatestekbe esnek), akkor
szint adunk a vizsgalt palyanak attol fiiggden, hogy a kozeli pont melyik trajektoriahoz

tartozik:

1. Ha az aktualis trajektoria pontja, akkor ennek a trajektorianak a legkisebb, még
nem hasznélt paratlan szint adjuk, és eltaroljuk, hogy melyik volt az a pont, ame-
lyikhez elGszor visszatértiink: ettdl a ponttol kezdve fogjuk a trajektoria pontjait az
attraktor szinével szinezni. Annak érdekében, hogy ugyanazon attraktor kiillonbozs,
egymastol tavol levs részeit ne kiilonb6z6 attraktorokként kezeljiik, minden Gjonnan
megtalalt attraktort megvizsgalunk: 6sszehasonlitjuk a kordbban talalt attraktorok-
kal. Amennyiben elegendGen sok egymaéshoz kozeli pontjuk van, leellenérizziik, hogy
ezek a pontok kozel maradnak-e egymashoz bizonyos szami iteracion keresztiil. Ha
van ilyen, kordbban megtalalt attraktor, akkor az aktudlis trajektoridnak e korabban
talalt attraktor és medencéje szinét adjuk.

2. Ha nem az aktuéalis palya pontja, akkor az aktudlis trajektorianak a kozeli pont
trajektoriajanak szinét adjuk.

A fejezet végén néhéany hires diszkrét dinamikus rendszer attraktorait bemutato ab-

raval szemléltetjiik a program miikodését, és egy nevezetes példaval illusztraljuk, hogy
algoritmusunk olyan esetekben is pontos attraktorokat és medencéket tud rajzolni, ame-

lyekben a korabbi algoritmusok pontatlan képeket szolgaltattak.

Djellit és Boukemara [2] az

ry =1 + 1,002529 + 1,442 (2 — 1) — 0,12129
rhy = 1,002529 + 1,442 (21 — 1) — 0,121 29
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1.a. A Bogdanov-leképezés (Dynamics) 1.b. A Bogdanov-leképezés

Bogdanov-leképezés attraktorait és medencéit pontatlanul adtdk meg, és erre a rendszerre
a Dynamics is pontatlan abrat ad (1.a. abra). A programunk altal készitett rajz (1.b. abra)
pontosan mutatja az attraktorokat és medencéiket: az orig6 koriili 6t vilagoszold pontbol
allo attraktor medencéje a Dynamics dbrdja szerint egy o6t szigetbdl allo halmaz, valo-
jaban azonban — ahogy azt a programunk altal készitett Abra mutatja — a szigetek altal
kozrefogott részben is stiri az attraktor medencéje. E teriilet a Dynamics rajzan az 0t

pontbol allo attraktor koriili zold zart gérbe medencéjéhez tartozik.

4. Egy nemautoném populaciédinamikai modell eventu-

alis stabilitasi tulajdonsagai
A modell leirasa

A disszertacio 5. fejezetében egy populdciddinamikai modellel foglalkozunk. A modell a
Tanganyika-toban é16 kiilonleges halfajok (egy ragadozo és egy névényevs) és a novényevsk
taplalékaul szolgald névényzet mennyiségének valtozasat irja le. A Tanganyika-toban — a
vilagon egyediilallo médon — aszimmetrikus feji ragadoz6 halak élnek: a halak egy részének
bal felé, masik résziiknek jobb felé all a szaja [12]|. A balra allo szaju halak t6bbnyire balrol,
a jobb felé allo szajuak pedig jobbrol tamadjak meg aldozatukat. Megfigyelték, hogy a
zsakmanyhalak megprobalnak alkalmazkodni a jobbrol, illetve balrol érkezé tamadasok
eloszldsdhoz: egy résziik elsGsorban a jobbroél érkez6 tdmadasokra figyel, mas résziik pedig
a balrdl érkezdkre. Stratégiajuk meglehetésen merev: egy adott példany egész életében

ugyanazt a stratégiat koveti.



Legyen Z és K két (véges) indexhalmaz, melyek a ragadozok és a novényevdk kiilon-
boz6 csoportjait jelolik. Jelolje n; = n;(t) az i € Z tipust novényevs halak szaméat a ¢
idGpillanatban. Hasonloan, my = my(t) jeloli a k € K csoportba tartozo ragadozé halak

szamat a t id&ben.

A novények, a névényevs halak és a ragadozok altal alkotott taplaléklancot a Nap latja
el energidval. Feltessziik, hogy az energia alland6 intenzitassal aramlik, valamint azt is
feltessziik, hogy a névények Osszmennységének a napenergia hatasara torténé novekedése
idGegységenként C'. A novényevs halak a novényeket fogyasztjak: feltessziik, hogy egy w
sulyt egyed a(w) mennyiséget eszik meg idGegység alatt. Feltessziik, hogy mindegyik i € Z
csoport azonos w; = w;(t) silya névényevs egyedekbdl all, valamint hogy a ragadozok
tetszbleges k € K csoportjaba azonos uy = ug(t) stlyta egyedek tartoznak. Jelolje K =
K(t) a novényzet osszmennyiségét a ¢ idépontban. A névényekre és a névényevs halakra

eddig megadott feltételeinket a kdvetkezG egyenlettel irhatjuk le:

K=C- Znia(wi)K.

Feltessziik, hogy az egyéves fejlédési periodus alatt a ragadozo6 halak nem pusztulnak,
azaz my(t) konstans, a novényevsk szama viszont csokken, hiszen a ragadozok taplalé-
kéul szolgélnak. Feltessziik, hogy a kiilonb6z6 csoportok eloszlasa homogén a toban, a
tamadasok szama pedig a strtiségiikkel aranyos, vagyis egységnyi id6 alatt a k tipusu
ragadozok pn;m; alkalommal tAmadjik meg az ¢ tipust névényevéket valamilyen p kons-
tanssal. Feltessziik, hogy egy ilyen tdmadas soran w silyt, i tipust névényevét S48 (w, u)

valoszintiséggel eszik meg egy u sulyu, k tipusu ragadozé. Tehéat
ni = — Z B (wi, w)nimy.
k

Jelolje v(e,w) azt a stlyt, amellyel egy w stlyt novényevs gyarapodik e mennyiségii
novény elfogyasztasaval. A sulyt, amelyet egy novényevs egységnyi idé alatt evés nélkiil

veszit, 7(w)-vel jeldljiik. Igy
w; = y(a(w) K, w;) — 3 (w).

Mivel feltettiik, hogy az egyéves fejlédési periodusban a ragadozok nem pusztulnak
(csak a sulyuk valtozik):

my = 0.



Jelolje 0(e,u) azt a sulyt, amellyel egy u sulyt ragadozo gyarapodik e mennyiségii zsak-
many elfogyasztasaval. A silyt, amelyet egy ragadozé egységnyi idé alatt evés nélkiil

veszit, &(w)-vel jeldljiik. Tgy

Uy =0 (Z Pﬂ(i’k)(wuuk)wmimkyuk> — b(up).

)

A rendszer egyszertsitések és atalakitasok utan a kdvetkez6 alakot olti:

L=C-LG, (5.4)

G = (L - \1)G.

L a novényzet mennyiségének, G pedig a névényevs halak Gsszmennyiségének felel

meg.

Ennek az egyenletnek nincs egyenstlyi helyzete, létezik azonban hataregyenlete:

L=C-LG, (5.6)

G = (L -G,

és a hataregyenletnek egyenstlyi helyzete a (A\*, C'/\*) pont, ahol A\* = lim;_,, A(¢). Ilyen
esetekben az tin. eventudlis stabilitasi tulajdonsagokat (eventual stability properties, Yo-

shizawa [17]) szoktak vizsgalni.

Tekintsiik az alabbi differencidlegyenlet-rendszert:

T = f(t,x), (5.5)

ahol f : RT x Q@ — R" ahol RT = [0,00) és Q az R™ nyitott részhalmaza; 0 € .
Legyen || - || tetsz6leges norma R™ben. Tegyiik fel, hogy minden ¢ty > 0-ra és zo € Q-
ra az (5.5) egyenletnek létezik egyetlen x(t) = x(¢; 1, xo) megoldasa, amely teljesiti az
x(to; to, To) = o kezdeti feltételt.

5.1. Definicié. v = 0 eventudlisan stabil pontja (5.5)-nek, ha tetszdleges € > 0-ra és
to > 0-ra létezik S(e) > 0 és d(e,to) > 0 dgy, hogy to > S(e)-bol és ||xo|| < (e, to)-bdl
kovetkezik, hogy ||x(t;to, z0)|| < € minden t > to-ra. Ha 6 = 6(g) > 0 fiiggetlen to-tdl,

akkor az eventualis stabilitds egyenletes.

5.2. Definicié. © = 0 globalisan eventuélisan aszimptotikusan stabil pontja (5.5)-nek,

ha x = 0 eventudlisan stabil és minden megoldds nulldhoz tart, ha t — oo.



5.3. Definicié. x = 0 globalisan eventualisan kvazi-egyenletesen aszimptotikusan stabil
pontja (5.5)-nek, ha barmely kompakt I' C Q0 halmazra és minden v > 0-ra létezik S(T', )
és T(T,7y) > 0 1gy, hogy ha xg € T, tg > S(T',7) ést > to+T(T,7), akkor ||z(t;to, z0)|| <
7.

5.4. Definici6. x = 0 globalisan eventualisan egyenletesen aszimptotikusan stabil pontja

(5.5)-nek, ha eventudlisan egyenletesen stabil és globdlisan kvdzi-egyenletesen aszimptoti-

kusan stabil.

F6 eredmény

5.5. Tétel. (\*,C/\*) globdlisan eventudlisan egyenletesen aszimptotikusan stabil pontja
(5.4)-nek.

A tétel bizonyitasanal felhasznéljuk a hataregyenletek elméletét.

Az 2* € Q pontot az (5.5) egyenlet x megoldasa pozitiv hatdrpontjinak nevezziik, ha
létezik olyan {t;} sorozat, amelyre t; — 0o és z(t;) — x* teljesiil (j — o0). Az x pozitiv

hatarpontjainak halmazat = pozitiv hatdrhalmazdnak nevezziik és A1 (x)-szel jeloljiik.

Az f: Rt x Q — R" fliggvény a > 0-val vett eltoltja: f.(t,z) := f(t +a,z). Az f
fiiggvényt aszimptotikusan autondomnak nevezziik, ha létezik olyan f* : 2 — R™ fiiggvény,
amelyre f,(t,z) = f*(x) (a — o0) egyenletesen Rt x {2 minden kompakt részhalmazan. Az
f* figgvenyt hatdrfigguénynek, az & = f*(x) egyenletet pedig hatdregyenletnek nevezziik.

Legyen f(t,x) aszimptotikusan autonom fiiggvény. Az F' C Q halmaz félig invaridns az
(5.5) egyenletre nézve, ha minden (ty, o) € RT x F-ra van legalabb egy nem folytathato
z* : (o,w) — R” megoldésa az © = f*(x) hataregyenletnek z*(ty) = zo-ra gy, hogy
2*(t) € F minden t € (a,w)-ra. Legyen f aszimptotikusan autonom. Ismert [14], hogy

ekkor (5.5) tetsz6leges x megoldasara a AT (z) N hatarhalmaz félig invarians.
Az 5.5. tétel bizonyitasdhoz a kovetkezd lemmakon keresztiil jutunk:
5.7. Lemma. Az (5.6) hatdregyenlet (\*, C/\*) egyensilyi helyzete aszimptotikusan stabil.

Elgszor linearizéljuk a rendszert a (lokalis) aszimptotikus stabilitas igazolasahoz, majd

megkonstrualjuk a

1
V(L,G) = (L =N —ClnG+)\*G—C+Cln%

Ljapunov-fiiggvényt, és a LaSalle-féle invarianciaelv alkalmazasaval igazoljuk, hogy az

egyensilyi helyzet globalisan aszimptotikusan stabil.



5.8. Lemma. Az (5.6) hatdregyenlet (\*, C'/\*) egyensilyi helyzete globdlisan aszimpto-
tikusan stabil a Q := {(L,G) : L > 0,G > 0} siknegyedben.

5.10. Lemma. Létezik olyan M konstans, amelyre
V(L(t), G(t)) < V(L(0),G(0)) + M (t =0)

teljesiil (5.4) minden megolddsdra. Ezenkivil minden € > 0-ra létezik T(g) > 0 gy, hogy

ha to > 7(¢), akkor (5.4) minden megolddsdra teljesil a
V(L(t),G(t) < V(L(t),G(to)) +¢  (t =10

egyenldtlenség.

5.11. Lemma. (\*,C/)\*) eventudlisan egyenletesen stabil pontja a nemautonom (5.4)

rendszernek.

5.12. Lemma. (\*, C/\*) globdlisan eventudlisan aszimptotikusan stabil pontja az eredeti

nemautonom (5.4) rendszernek.

Az egyenletes stabilitasi jelenségek a leggyakrabban megfigyelhetd stabilitasi tulajdon-
sagok az alkalmazasokban. Pl. a linearis rendszerek esetében az egyenletes aszimptotikus
stabilitas az exponencidlis aszimptotikus stabilitassal egyenértéki, amely kézponti szere-

pet jatszik az iranyitaselméletben.
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