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1. Bevezetés

Halozati problémak elemzése mind gyakorlati, mind matematikai szem-
pontbdl figyelemremélté eredményeket hozhat. Téziseim egy attekintést
adnak f6bb eredményeimrél harom témaban. ElGszor a folyamatszinté-
zis (PNS) probléméaban elért eredményeimet foglalom Gssze. A 8. fejezet
de Bruijn grafok perfekt dominalé halmazairol szol. Két, korabban nyi-
tott kérdésre adok valaszt. A harmadik téma az uj HPPIT probléma. A
téziscsoportokrol az Osszefoglalds utan részletesen irok, a kapcsolodo pub-
likaciok megadasaval.

2. A PNS probléma matematikai modellje

Legyen M véges, nemiires halmaz, az anyagok halmaza. Legyen O C
@' (M) x ¢'(M) nemiires halmaz a miveleti egységek halmaza, ahol ¢’ (M)
az M nemiires részhalmazainak halmazat jelenti. Egy v = (o, 8) € O,
miiveleti egységre (gép) o és B rendre a bemeneti és kimeneti halmaz. Az
(M,0) par a folyamat grdf vagy P-grdf. FEnnek az iranyitott kétrészes
grafnak a cstcshalmaza M U O, az élhalmaza A = A; U A pedig két ti-
pusit A1 = {(X,Y) Y = (o,08) € O & X € a} és Ay = {(V,X) :
Y =(o,8) € O és X € 8}. Ha az X3, Xs,..., X, csticsokra léteznek
az (X1, X2), (Xa, X3),...,(Xpn_1, X,) élek a P-grafban, akkor [X1, X,] je-
16lje ezt az utat az X;-t6l az X,,-ig. Legyen az (m,o0) és az (M, O) adott
folyamat grafok; (m,o0) részgrifja az (M,O)-nak, ha m C M, o C O és
0 C ¢'(m) x ¢'(m). Az O elemeire mint absztrakt atalakitokra gondolha-
tunk, amelyek elGallitjak a 8 halmazt az a-bol.

A PNS strukturdlis modelljét a kivetkezé modon definialjuk. Jeldlje
M’ a rendelkezésre all6 anyagok halmazat, P C M’ az elGallitani kivant,
céltermék anyagok halmazat és R C M’ a nyersanyagok (P N R = 0)
halmazat. A PNS strukturalis modellje alatt a M = (P, R, O) harmast
értjiik. Az (M, O), folyamat grafban M = U{aUB: (o,3) € O} UPUR
az anyagok halmaza. (M, O) abrazolhaté mint a P-graf, amely mutatja
a miiveleti egységek kozotti kapcsolatokat. Minden olyan részfolyamat,
amely segitségével a P anyaghalmazt el§ lehet allitani az R nyersanyag-
halmazbdl az O bizonyos elemeit felhasznalva, az (M, O) egy részgrafja.
A miiveleti egységekrsl tovabbi tulajdonsidgokat nem ismeriink, pl. az el6-
allitas folyamatarol, az anyagi egyensilyrol. Kombinatorikus jellemzéket
allapithatunk meg azokrol a részgrafokrol, amelyek rendelkeznek a fenti
tulajdonsaggal. Az alapvet6 kozos ismérveket tekinti at pl. a [18] munka.



Az (M,0) folyamat grafnak az (m,o) részgrafjat az M = (P, R,0)
lehetséges megolddsdanak nevezziik, ha teljesiilnek a kovetkezd tulajdonsa-
gok:
(A1) P Cm,

(A2) VX € m, X € R < nincs (Y, X) tipust él (m, o)-ban.
(A3) VYy € o, 3 [Y,, Y] t, melyre Y,, € P,
(A4) VX € m, I(a, B) € o melyre X € a U S.

Jelolje S(M) az M lehetséges megoldasainak halmazat. Konnyd belatni,
hogy S(M) zéart a véges egyesitésre. Kovetkezésképpen,

U{(m,o) : (m,0) € S(M)}

is egy lehetséges megoldas. Feltéve, hogy az S(M) # 0, ez a legb6vebb
lehetséges megoldas. Ezt a kitlintetett szerept lehetséges megoldast és a
neki megfelel§ folyamat részgrafot az M mazimdlis struktirdjinak nevez-
ziik. Erdemes megjegyezni, hogy a maximalis struktiranak természetesen
lehetnek olyan részgrafjai, amelyek nem lehetséges megoldasok.

Az els6 kérdés a PNS modellel kapcsolatban éppen az, hogyan talalha-
tunk egyaltalan lehetséges megoldast, hogyan talalhatjuk meg egy struk-
turalis modell maximalis struktarajat? A [14] és [19] cikkekben mutattak
be egyszert, polinomidejd algoritmust a maximaélis struktdara generélasara,
ha az létezik.

Legyen adott egy M = (P, R, O) strukturalis modell, valamint legyen
z egy pozitiv valos értékd silyfiiggvény az S(M) halmazon. Az els§ opti-
malizalasi modelliink ekkor

min{z((m,0)) : (m,0) € S(M)}. (1)

Nyilvanvalo a legolcsobb elgallitasi folyamat megtalalasanak fontos-
saga. Az els6 megoldasokat globalis optimalizéalasi eljarasokkal adtak a
fenti PNS probléma korébe tartozé konkrét problémakra (1. [13] és [22]).
Kombinatorikus megfontolasokon is alapultak tovabbi modszerek, (1. pl. a
[14], [18], [21] ) cikkeket. Ezek a megoldasi modszerek nagyon bonyolultak
lehetnek altaldban.

Tegyiik fel, hogy csak a miiveleti egységeknek van koltsége. Legyen
w: 0 — Ry egy adott koltségfliggvény az O halmazon. Legyen a célfiigg-
vénylink egyszertien a lehetséges megoldasban miikods gépek Osszkoltsége

min{z w(u) : (m,o0) € S(M)}. (2)
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3. A PNS probléma NP-teljes

A PNS elméletében nagyon fontos alapkérdés volt, vajon a (2) kombi-
natorikus optimalizalasi probléma P-ben van-e vagy nem. Azt konnyt
ellendrizni, hogy (m,0) € S(M) teljesiil-e, s6t azt is, hogy az értéke egy
adott szamnal kisebb-e. Ennek kovetkeztében (2) az NP bonyolultsagi
osztalyban van. Bebizonyitottuk [2], hogy (2) NP-nehéz.

Megtartva az eredeti cikk jelolését (2)-re mint egy PNS,,-problémdra
hivatkozunk, a PNS probléma osztalyt PNS,,-vel jeloljiik. Definialtunk
PNS,,-nek egy részosztalyat, amelyre (2) ekvivalens a klasszikus halmaz-
lefedési probléméaval.

Jelolje PNS,,; a PNS,, azon részosztalyat, melyre O C o' (R) x ¢/ (P)
teljesiil. A részosztaly szemléletesen olyan M = (P, R,O) strukturalis
modellel adhaté meg, amelyben minden miiveleti egység csak nyersanyagot
hasznal fel és csak célterméket gyart. A gépek egymaéstol fiiggetlenek,
parhuzamosan mtikddhetnek. A [2] cikkben megmutattuk, hogy

3.1. Tétel. A PNS,,; PNS osztdly ekvivalens a halmazlefedési problémd-
val.

Abban az esetben ha egy PNS,,1-probléméara még az is teljesiilne, hogy
barmely kivant anyagot legfeljebb egy gép allit els, akkor az ekvivalens
probléma egy halmazosztalyozasi probléma lenne. Mivel mind a halmazle-
fedési, mind a halmazosztalyozasi probléma jol ismert NP—teljes probléma,
igy a PNS,1-probléma szintén NP—teljes. Ebbdl kovetkezik, hogy

3.1. Kovetkezmény. A (2) PNS probléma NP-nehéz.

Figyeljiik meg, hogy a PNS,,;-problémaban az anyagok halmazat két
diszjunkt részre oszthatjuk, a P-re és az R-re, és mindegyik miiveleti
egység bemenete az R egy nemiires részhalmaza, mig a P egy nemiires
részhalmaza a kimenete. Altalanositva ezt az észrevételt a [2] cikkben
tovabbi részosztalyait definialtuk a PNS,,-problémaknak. Nevezetesen, le-
gyen k > 1 egy tetszGleges rogzitett pozitiv egész, melyre tekintsiik azo-
kat a feladatokat, melyekre M = My |- --|J Mk+1, ahol az My, ..., My4q
anyaghalmazok paronként diszjunkt, nemiires halmazok. Tovabba, legyen
0= 01U---U0k, ahol Oi - QI(M1UUM1) X pl(MiJrl), 1= 1,...7]{3.
Az ilyen PNS, -problémékat hivjuk PNS,,,-problémdknak.

A fenti PNS osztalyok motivalhattak a [20] és [27]) cikkeket. Ebben
a két munkiban bizonyitas taldlhatd a masik irdnyra, nevezetesen a szer-
z6k megmutattak, hogy (2) szintén egy specidlis esete a halmazlefedési



(halmazosztalyozasi) problémanak. Igy tehat a minsum valtozata a sd-
lyozott PNS problémanak egyszerre altaldnositasa és specialis esete a hal-
mazlefedési problémanak. Mivel (2) egy NP-teljes probléma, igy jogosan
kutathatjuk jol-megoldhatd specidlis osztalyait [28], [29], és heurisztikus
algoritmusokat fejleszthetiink ra [8].

4. Korlatok a konzisztens dontési leképezések
szamara

Elgszor kiilonb6zs Korlatozas és Szétvalasztas alapu technikakat alkalmaz-
tak PNS problémak egzakt optimalis megoldésanak megtalalasara. Ilye-
neket javasoltak és elemeztek az [24] és [25] cikkekben, és bevezették a
dontési leképezés fogalmat(l. [15]). Az (M, O) P-grafja M-nek meghatéroz
egy A fiiggvényt, amely az M \ R halmazbol ¢'(O)-ba képez. Tetszbleges
X € M\ R, anyagra legyen

AX) ={(a,B) : (o, ) € O & X € B}.

Legyen tovabba m az M\ R egy részhalmaza, valamint legyen 6(X) a A(X)
egy részhalmaza minden X € m esetén. A § fliggvény az m elemeihez
az O bizonyos részhalmazait rendeli. Legyen 6[m] = {(X,d(X)) : X €
m}, egy dontési leképezés, amely az M-hez van hozzarendelve. A §[m]-et
konzisztensnek mondjuk, ha 6(X)NA(Y) C §(Y) teljestil minden X, Y € m
esetén. Az M Osszes konzisztens dontési leképezéseinek halmazat jelolje
QOm. Amennyiben 6[m] € Qp és m = M \ R, akkor hasznéalhatjuk a
rovidebb 0 jelolést a §[ M\ R] helyett. Egy dontési leképezést mint dontések
sorozatat képzelhetjiik el. Mindegyik anyaghoz hozzarendeljiik azokat a
gépeket, amelyek el§ tudnak allitani. A konzisztencia azt az egyszerd tényt
fejezi ki, hogy ha az X miatt a §(X) egyik elemeként valamely miveleti
egység egy Y anyagot szintén eldallit, vagyis 6(X) N A(Y) eleme, akkor
bele kell venni a §(Y") halmazba is, vagyis, 6(Y) D §(X) NA(Y).

Az op fiiggvény legyen az Qg halmazon értelmezve, tetszéleges 6[m] €
Qm esetén,

op(d[m]) = U{6(X) : X € m}.

Vezessiik be a kovetkez6 fliggvényeket is, tetszéleges o géphalmazra, legyen
mat'™ (o) = Ua,8)c0s mat®*(0) = Ua,p)e0l3-

Legyen 01[m1] és da[ms] konzisztens dontési leképezések. Ekkor, d3[ms] egy
kiterjesztése 61[mq]-nek, ha my C mg és §1(X) = d2(X) minden X € my



esetén; jelolésben d1[m1] < da[me]. Ha d1[m1] < da[ma] és my C ma, akkor
valddi kiterjesztésrdl beszélink és 01[mq] < d2[me] frunk. A kiterjesztési
relécio reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv; tehat egy parcialis rendezés
a konzisztens dontési leképezések {dn halmazén. Jeldlje QPf™ a parcialis
rendezés maximalis elemeinek halmazéat.

4.1. Tétel. Minden 0 #m C M \ R esetén, az m dontési leképezéseinek

szdma 22 xem A

Jelolje 7(m) a konzisztens dontési leképezések szamat m-en.
4.2. Tétel. Minden () #m C M\ R esetén, 7(m) = 2191AX):Xem},

4.1. Megjegyzés. Amikor m = M\ R, akkor 7(m) = 219!, Ez az észrevé-
tel mutatja, hogy szoros a kapcsolat a maximadlis konzisztens dontési leképe-
zések és az O részhalmazai kézétt. Valoban, beldthaté hogy a v(§) = op(9)
kolesondsen egyértelmi leképezése az QNF™ halmaznak a p(0)-ba, az O
hatvdnyhalmazdba.

A maximalis dontési leképezések és a lehetséges megoldasok kozotti
kapcsolatra tekintettel definialjuk a p leképezést a kovetkezd moédon: Béar-
mely (m,0) € S(M) lehetséges megoldasra, legyen p(m,o0) = §, ahol § a
kovetkezs:

d(X)={v:u=(a,0) €0& X € 8}

minden X € M \ R-ra. Belathato, hogy p is kolcsonosen egyértelmiien
beleképezi S(M)-et az Qi -ba. Emiatt a 219! egy trividlis felss korlatja
|S(M)|-nak.

Ha a lehetséges megoldésokra vonatkozo axiémék koziil akar csak az
(A2)-t vessziik is figyelembe, ez a korlat javithato. Legyen (m,o0) € S(M)
egy tetszdleges lehetséges megoldas, és legyen p(m, 0) = 6. Ekkor, (A2)-bél
kovetkezik az alabbi tartalmazasi relacio:

(A'2) mat™ (op(d)) € mat°“t(op(5)) U R.
Jelolje 7/(m) azon konzisztens dontési leképezések szamét m-en, amelyek
kielégitik a (A'2) feltételt. Ekkor 7/(m) > |S(M)].

Legyen O = {u1,...,un}, M = {X1,...,Xi}, OX;) = {v : u =
(a, ) € O & X; € a}, minden X; € M, és j € {1,...,k} esetén. Legyen

Aj=1{6:0 € Q™ & X; € mat™(op(9)) \ (mat®(op(5)) UR)}



Ekkor, (A’2) nem érvényes d-ra, mert az X; € mat(op(d)) és X; &
mat°“(op(§)) U R. Minden () # I C {1,...,k}, indexhalmazra legyen
Ar = NierA;, és kiilon legyen Ag = Qpp*. If I = {i1,...,4}, ekkor

={0:0 € Q™ & {Xi,,..., Xi} C mat™(op(5)) \ (mat”* (op(5)) U R)}

Szamoljuk ki a 7'(m) értékét a Szitaformula segitségével. Igy felss
korlatot kapunk |S(M)|-ra.

4.3. Tétel. [3]
T/(m) = |Qﬁax \ (A1 UAdsU...U Ak)| = E[g{lymk}(—l)lll . ‘A[| .

4.2. Megjegyzés. Erdemes kiemelni, hogy a kapott korldt figgetlen a mo-
dellben a kivdint anyagok P halmazdtdl. Tetszéleges P C M \ R esetén
egyardnt érvényes.

Sajnos azonban az |Af| kiszamitésa bonyolult altalaban. Ugy képzelhetjiik
el, hogy altalaban le kell fedni az {X;,,...,X;, } halmazt az aj,,...,q;,
rendszerrel, mikézben az («oj,,0;,) € O, t = 1,..., s, miveleti egységekre,
{Xi,.... Xy }np;, =0,t=1,...,s teljesiil. Ekkor az |A;| egyenls az
ilyen fed6rendszerek szaméval.

5. Kiszamolhat6 korlatok speciilis PNS osz-
talyok lehetséges megoldasainak szamara

Specidlis szerkezeti P-grafok esetén az |Aj| kiszamitasa konnyebb. Egy
érdekes specialis PNS csaladot kapunk, ha minden gép szeparator tipus,
vagyis |a| = 1 teljesiil minden u = («, 5) € O esetén. Tekintsiik ismét az
I = {iy,...,4;} indexhalmazt. Legyen O*(X;,) = O(Xy;) \ (Uicr A (X5)).
Ekkor, O*(Xj,) azon mitiveleti egységek halmaza, amelyek nem allitanak
els semmit {X; : ¢ € I}-b6l és mindegyikiiknek sziiksége van az X;; beme-
neti anyagra.

5.1. Tétel. [3] Szepardtor tipusi miveleti egységek esetén

l
|Af| = (H (2|O Xi)| _ 1)) . 9lON(Uier A(Xi)\(Vier O(X4))]

t=1



Egy strukturalis modell, amelyben szeparator tipusit gépek vannak az tn
FEgyenes modell, vagyis legyen

uy = (o, f1) with oy = X and ) = X,
up = (ag, Br) with ag, = X and B = Xp—1,
és altalaban:
u; = (o, ;) with a; = X; and 3, = {X;_1, X; 11}, (2<i<k-1).

Masik, szimmetrikusabb modelliink az tn. Ldnc modell. Csak két valtoz-
tatasra van sziikség, legyen:

B = {X2, X} } and B = {Xp—1, X1 }.

5.2. Tétel. [4] Az Egyenes modellben |S(M)| < LW,

ahol
j —1 k—2j k—3j4r42
LM = 2k+ (_1)J. Z ( J ) . ( ) ) ok=Sitrt2 |
: ‘ r j—r—2
1<t # 57 as0

jg—r—1
k—3j4r+1>0

j—1 k—2j k—3j4r
- ( - )( ).z .
0<r<j—1

j—=r
k=3j+r>0

:1+Z Z (tfq71>'(kf;+1).

j—1 k—2j k—3j+r+1
s X ()R )
0<r<j—1

qg—1
2<t<k lgqgmin{%;k—t-&-l}

5.3. Tétel. [4] A Lanc modellben |S(M)| < C(),
ahol

CW =24 3 (-1 Y ’;-(j>.<k—2j—1

. -2k73]+r+6k =
1<j<® 0<r<j—1 " jor=1
A k—3j+r>0

t—q—1 k—t—1
ey oy () )+
2<t<k [1<q<min{%;k—t}

q—1



t—i—q+1 k—t—1
sy () ()
2<z<t1<q<t |
t—q—1 k—t—i
LY 3 ( o )( o ) 1,

1<i<k—t1<q<min{};k—t—i+1}

ahol .
or — (=1)z -2 ,if k paros,
4§ 0 , if k paratlan.

Az altalanos esetben amikor a Szitaformuléaval is nehéz szamolni a di-
rekt leszamolés is nehéz. A vizsgalt két modellben sikeriilt Szitaformula

nélkiil is megadni a korlatot add értékeket.

N GO N ot

2<t<k 1<q<min{%;k—t+1}

e LT () )

2<t<k | 1<q<min{};k—t}

t—i—q+1 k—t—1
cxox () ()
2<z<t1<q<t1

t—q—1 k—t—1
ey () ()] e
1<i<k—t1<q<min{§;k—t—i+1}

Osszegezve a két tton kapott eredményeket egy kombinatorikus azo-

nossaghoz jutottunk, L = L2 & ¢ = ),



6. A PNS bottleneck és k-Osszeg valtozatai

A [6] cikkben megmutattuk, hogy a PNS k-6sszeg valtozata jol-megoldhato,
legalabbis régzitett k-ra.
Legyen M = (P, R, O) egy PNS redukalt strukturalis modellje.

6.1. Bottleneck PNS-probléma

Elméleti és gyakorlati szempontbél is fontos foglalkozni azzal a PNS prob-
lémaval, amikor azt a lehetséges megoldast keressiik, amikor a legkoltsé-
gesebb miveleti egység a lehetd legolesobb. Formalisan, meg szeretnénk
oldani a (3) optimalizalasi problémat

min{ maz{w(u) : u € o} : (m,0) € S(M)}. (3)
Ehhez legyen O = {uq,...,u,}. Az altalanossag megszoritasa nélkiil fel-
tehets, hogy w(u1) < w(uz) < -+ < w(uy). Minden (< n) pozitiv
egészre, legyen O; = {uy,...,u;} és M; = mat(O;). Tovabba, legyen
Mi = (Pa R7 Ol)
6.1. Lemma. Ha 1 <i < n egész, és S(M;) rendelkezik nem iires maxi-

mdlis struktirdval, és az S(M;_1) pedig nem, akkor u; benne van az S(M;)
minden lehetséges megolddsdban.

A fenti lemma segitségével megmutattuk [6], hogy (3) optimum értéke
w(u;).
A kovetkezd eljaras megoldast ad (3)-ra.
Procedura 1.
e Inicializalas
Legyen i =1 és O; = {u1}.
o Iteracio (i.).
Legyen M; = mat(O;). Alkalmazzuk a Maximalis Struktara Ge-
neralo (MSG) eljarast M; = (P, R, O;)-re. Ha létezik a maximalis
struktara, akkor az eljaras befejez6dott; A maximalis struktara egy
optimalis megoldas és az optimum értéke w(u;). Ellenkezs esetben,
legyen O;41 = {u1,...,uiy1}, ¢ := i + 1, és folytassuk a kovetkezs
iteracioval.
A Proceddra 1. hatékonysaga tovabb javithato, idGigénye ¢(n)-log(n) lesz,
ahol ¢(n) az MSG idSkomplexitasat jeloli (ismeretes, hogy az algoritmus
polinomialis).



6.2. A PNS k-0sszeg valtozata

Legyen k egy rogzitett pozitiv egész. Olyan lehetséges megoldast sze-
retnénk talalni, melyben a k legkdltségesebb miveleti egység koltségeinek
Osszege minimalis. Az altalanossiag megszoritdsa nélkiil most is feltessziik,
hogy w(u1) < w(uz) < -+ < w(up).

Jelolje w;,, ..., u;, a k legdragabb gépet az (m, o) lehetséges megol-
dasban. A k-dsszeg PNS probléma ekkor

k

> w(u,) : (m,0) € S(M), (4)

t=1

A (4) megoldéasa érdekében, a miiveleti egységek sulyai szerint vezes-
siink be egy linearis rendezést az O, legfeljebb k elemii részhalmazain,
jeloljiik ezt < -vel. Legyen

s

s
{ui17"'7ui7‘} = {uj17'- '7ujs} And Zw(u“) < Zw(u“)
t=1

t=1
Azonos Osszeg esetén a rendezést tovabbi szabalyokkal pontositjuk.
Barmely {u;,,...,u; } C O esetén, legyen
O{uil,“.7uir} = {uiu' R ui7-} U {ut U € 0& w(ut) < w(uh)}?
feltessziik, hogy az w;, indexe a legkisebb az {u;,...,u; } halmazban.

Tovabba legyen Myy, |, } = (P’RvO{uil,...,uir})- Ekkor fennall a ko-
vetkez§ allitas.

6.2. Lemma. Ha {u;,,...,u; } €O, és S(M{uil,...,uir}) maximdalis struk-
tirdja létezik, valamint minden {u;,,...,u;,} C O és
{wjy, . uj, b 2 {uiy, ... u;,} esetén, S(M{uj1 oy, }) mazimdlis strukti-

rdja nem létezik, akkor az S(M{un,m,uw}) mazximadlis struktirdja egy op-
timdlis megolddsa (4)-nek, és az optimum értéke pedig Y ;_, w(u;,).

A Lemma 6.2 alapjan, a kovetkezs eljaras megadja a (4) optimalis
megoldasat.
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Procedira 2.
e 1. lépés Elsallitjuk a < linearis rendezést.
e 2. [épés Legyen i = 1.

e 3. lépés Tekintsiik a rendezés szerinti i. részhalmazat az O-nak. Le-
gyen {u;,,...,u; } ez a részhalmaz. Futtassuk az MSG algoritmust
az M{ui1 ...us, yre. Halétezik a maximélis struktira, akkor az eljaréas
befejez6dott; a kapott maximalis struktura egy optimalis megoldas.
Egyébként legyen ¢ := i + 1 és lépjiink Gjra a 3. 1épésre.

A Procedura 2. id&igénye Zle (1) - q(n) ahol g(n) itt is az MSG
id6komplexitasat jeloli.

Erdemes megjegyezni, hogy a [6] cikkben bemutatott technika alkal-
mazhato még (4)-nél altalanosabb célfiiggvényre is. Ha z(w(u;, ), ..., w(u;,))
tetszGleges fliggvénye a legnagyobb koltségeknek, akkor

min{z(w(ui, ), ..., w(u;,)) : (m,0) € S(M)}, (5)

hasonldan kezelhetd.
Ebben az esetben a linearis rendezés kicsit mas alakot Olt:

{uil,...,uir} = {uju"'?ujs} =4
Z(w(uil)? s ’w(uik)) < Z(w(uj1)7 <e aw(ujk))'
A bottleneck PNS probléma jol-megoldhato, bar a Minsum PNS probléma

NP—teljes. A fenti modszeriink a k-Osszeg valtozatra polinomialis ,kicsi”,
rogzitett k-ra.

7. Egy kehely-tipusa algoritmus alkalmazasa
a minimalis éllefedési problémara

Bizonyos esetekben ki lehet hasznélni a tényt, hogy tudjuk a mitiveleti egy-
ségekrdl, hogy kevés anyagi ponthoz kapcsolodnak. A [9] és [10] munkank
célja az volt, hogy olyan heurisztikus algoritmusokat fejlessziink ki, ame-
lyek egyrészt ilyen egyszertsitett PNS feladatokra vonatkoznak, masrészt
minden 1épésben optimélisan dontenek.
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7.1. A miiveleti egységek helyettesitése
egyszeriibbekkel

Egy miiveleti egységet egyszerinek neveziink, ha osszesen legfeljebb héa-
rom anyaghoz kapcsolodik, tehat a bemeneti és kimeneti anyagok egyiittes
szama legfeljebb 3. Tetszdleges P-grafhoz megadunk egy vele ekvivalens
halozatot, amely csak egyszeri gépeket tartalmaz. A helyettesitéssel ka-
pott P-grafot egyszerisitett PNS problémdnak nevezziik. A konstrukcio
soran Uj gépeket és anyagokat kell bevezetni, de a feladat mérete nem
novekszik meg drasztikusan. Legyen M = (P, R,O) egy PNS probléma
strukturalis modellje és legyen u = («, 3) € O egy miiveleti egység, melyre
a={Xy,...., X, } és B ={Y1,...,Y,}. Haegy u nem egyszert, akkor de-

finialjuk a kovetkezd mitiveleti egységeket uy, . .., Upym a kovetkezSképpen
up = ({X1, X2}, {Z1}),
u; = ({Xiv1, Zio1},{Zs}) i=2,3,..,n—1,

Un = ({Zn-1, Zn+m}, {Zn}),

Unyj = ({Zn—145},{Zn+;.Y5}) J=12,...,m,

ahol Z1,Zs, ..., Zyym jeloli az Gj anyagokat Z1, Zo, ..., Zpim € M UO.
Helyettesitsiik most az u-t az uq, us, . . ., Uptm gépekkel az O-ban és legyen
O* = O\{u}U{uy, u2, ..., Uptm} azGj géphalmaz, ésa {21, Za, ..., Znitm}
halmazt uni6ézzuk az M-el. Végezziik el a hasonlo helyettesitést minden
nem egyszert miiveleti egységre egymastol fiiggetleniil, csupa 1j anyagokat
és gépeket definidlva. Legyen M* = (P*, R*,0*) a kapott 1j struktira,
ahol P* = P és R* = R.

7.1. Tétel. Létezik bijektiv leképezés S(M)-bol S(M*)-ba.

7.2. Az MCEC egy alkalmazasa egyszertisitett PNS
feladatokra

Kifejlesztettiink egy heurisztikus algoritmust az egyszertisitett PNS fel-
adatok megoldasara. Minden iteracidban lesz egy valtoz6 kivant anyagok
halmaza; ez kezdetben a P. Az eljaras ehhez a halmazhoz fog mindig egy
G grafot hozzarendelni a kévetkez6 modon: Két kivant anyagot pontosan
akkor kotiink Gssze egy éllel, ha létezik olyan miiveleti egység, nevezziik
sziildnek, amely két kimeneti anyaga éppen ez a két anyag. Lehetséges
tobb sziils is. A G graf ezen éléhez rendelt koltség legyen a minimalis
salyu sziilé mitiveleti egység sulya. Az izolalt cstuicsokat elhagyva a kapott
grafra alkalmazzuk a minimalis sulyu éllefedési algoritmust. A kapott mi-
nimélis silyu éllefedésben szerepld élekhez tartozo sziils miiveleti egységek

12



bemeneti anyagai, valamint az izolalt csticsokként le nem fedett anyagok
koziil mindazok a kovetkez§ iteracié kivant anyagai lesznek, amelyeket nem
gyart egyetlen méar korabban kivalasztott gép sem. Az eljaras akkor ér
véget, ha lires lesz a kivant anyagok aktualis halmaza. Ekkor az egyes
iteracids lépésekben kivalasztott mitiveleti egységek alkotjak a lehetséges
megoldasunkat. Mi motivalta algoritmusunkat? A PNS probléméra haté-
kony megoldasi eljarasra nincs esélyiink, mivel az NP-nehéz [2] probléma.
Jol kivalasztott specidlis problémaosztalyokra taldltunk jo megoldasokat
[7]. Altalaban azonban be kell érniink heurisztikus megoldo eljarassokkal.
Ebben az algoritmusban azonban legalabb minden egyes lépésben optimé-
lisan probaljuk elGallitani a kivant anyagok aktualis halmazat. Erre kiting
eszkoz az MCEC problémaéra vonatkozo, azonos nevid algoritmus (1. [34]
és [35]). Erre a fontos, Edmonds hires parositasi algoritmusahoz hasonlo
algoritmusra kevés alkalmazast taldltunk, s6t az algoritmus matematikai
leirdsan til nem talaltunk hasznélhaté megvalositast sem.

7.3. Heurisztikdk egyszertisitett PNS problémakra

Legyen (P, R, O) egy egyszertsitett PNS probléma strukturalis modellje.
R: a nyersanyagok halmaza,
P: a kivant anyagok halmaza, természetesen
PNR=10,
M DO P U R az 0sszes anyag halmaza.
Minden u € O miiveleti egység (1,2) vagy (2,1) tipust.
Minden my € M \ R esetén létezik
(a, B) € O amelyre m, € .

A heurisztika leirasa:

Legyen (P, R, O) egy, a feltételeket kielégité PNS probléma strukturalis
modellje, azaz minden u € O gép (1,2) vagy (2, 1) tipusu.

RM; az i-edik lépés elvégzése utan gyartani kivant anyagok,

PM; az i-edik 1épés utan rendelkezésre all6 anyagok,

G;i(N;, A;) (cle) : e € Ay)
Pontosan akkor kapcsolunk 6ssze két, mg, m, € RM;_; cstcsot egy e éllel,
ha létezik (o, 5) € O és mg,m, € B (B = {mgqg, my}).

(o, B)q,r = azon minimalis salya gépek egyike, melyek gyartjak mind
mq-t és m,-t, feltéve, hogy létezik ilyen gép.

cle) == w(a, B)q,r ha e = (mq, m;)
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A; ={e: e = (mg,m;) mg, my € RM;_1mg # m,
és I(a; my,m,) € O}

Ha A; = (0 akkor G; nem létezik.

N; := {Az A;-beli élek végpontjai} (C RM;_1)

Az algoritmus lépésenkénti leirasa:

1./ Inicializalas: Oy =0, RMy =P, PMy =R
1=0

2./ Kounstrualjuk meg a G; grafot a fent leirt modon. Ha létezik G;,
akkor = 3.
Ha G; nem létezik, akkor = 4.

3./ Alkalmazzuk G;-re az MCEC algorimust, legyen F; a minimalis silyt
lefedd élhalmaz.
Oi = Oi—l U{(a,ﬂ)qm : (m%m?«) € Ez}
RM; := (PJmat"™0O;) \ mat®*O;
PMZ = RUmatwtOi
Ha RM; = 0, akkor O := O; a gépek heurisztika altal adott meg-
oldéasi halmaza. Készen vagyunk.
Ha RM; # () akkor i :=i+ 1, = 2.

4./ u':= azon minimalis siilyt gépek egyike, mely gyartja valamely RM;_1-
beli anyagot.
Oi = 01;1 U ui
RM; = (PUmat"0;) \ mat®0;
PM; = RUmat°"*0;
Ha RM; = (), akkor O := O; a gépek heurisztika altal adott meg-
oldasi halmaza. Készen vagyunk.
Ha RM; # () akkor i :=i+ 1,=— 2.

A 9] és [10] cikkekben tovabbi, médositott algoritmusokat is definial-
tunk és elemeztiink.
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8. Dominal6é halmazok de Bruijn grafokban

A perfekt d-domindlé halmaz fogalma elGszor Biggs [1] cikkében meriilt
fel. Biggs ott perfekt d-kddnak nevezte el ugyanazt a fogalmat, amit mi
itt perfekt d-dominal6é halmaznak hivunk. Késébb bevezette a tavolsag-
tranzitiv graf fogalmat és erre a grafosztalyra fontos sziikséges feltételeket
allapitott perfekt d-kod létezésével kapcsolatban. A [31] cikkiikben M.
Livingston és Q. F. Stout egyéb grafosztalyokkal is foglalkozott. Az alkal-
mazasi lehet&ségek oldalarol is vizsgaltak azokat a halézatokat, amelyek
bizonyitottak, tobbek kozott bizonyos de Bruijn grafokrol is. Fontos to-
vabbi nyitott kérdéseket fogalmaztak meg végtelen de Bruijn graf oszté-
lyokrol. Bebizonyitottuk a [11] cikkben két sejtésiiket. Ebben a pontban
a tett megallapitasainkat foglaljuk Gssze.

8.1. Alapfogalmak

Legyen A egy abécé, |A| = n . A de Bruijn grafokat definialjuk a kovetkezo
modon:

B(n, k) = (V(n, k), E(n, k))

ahol V(n, k) = A¥ a graf csticsainak halmaza az abécé bettiibél alkotott
osszes k hossziti szobol all. Az iranyitott élek F(n, k) = A**! azonosithatok
a k+1 hosszi szavakkal, mert az 125 . .. xx cstcsbol az y1ys . . . yi csiicsba
pontosan akkor vezet irdnyitott él, ha xoxs ... T = Y192 .. Yr—_1-

Egy G = (V, E) gratban egy y csicsot domindl egy x cstcs (masképpen
x domindlja y-t) ha létezik egy iranyitott él az x-tdl az y-ba, vagy x = y.
A cstcsok egy D C V részhalmaza domindlé halmaza G-nek, ha a G min-
den cstucsat dominal legalabb egy D-beli cstics. A G legkisebb elemszamu
dominal6 halmazanak méretét hiviuk a G domindldsi szamdnak. A G-ben
barmely ekkora dominélé halmazt minimadlis domindlo halmaznak nevez-
ziink. Ha a G mindegyik cstucsat a D pontosan egy csticsa dominél, akkor
a D-t a G perfekt domindld halmazdnak (PDS) nevezziikk. Egy x cstcs
d-domindl egy y cstucsot, ha létezik G-ben legfeljebb d hosszi irdnyitott at
x-t6l y-ig. A cstcsok egy D C V részhalmaza d-domindlé halmaza G-nek,
ha a G minden cstucsat d-dominal legalabb egy D-beli csiics. Egy ilyen
D halmaz perfekt d-domindlé halmaz (d-PDS) ha a G mindegyik cstcsét
csak egyetlen D-beli pont d-dominal.
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8.2. Minimalis dominalé halmazok

Altalaban grafokban minden fontos dominalassal kapcsolatos kérdés NP—
teljes. Sikeriilt konstruktivan elGallitani minimalis dominélé halmazokat
kiilonb6z6 paraméterd de Bruijn grafokban.

8.1. Tétel. [11] A B(2,k) de Bruijn grifban egy minimdlis domindglé hal-

k
maz {3—‘ cstcsot tartalmaz.

8.2. Tétel. [11] A B(n,k) de Bruijn grafban egy minimdlis domindgld hal-
k

L w csticsbol dll.
n+1

maz

M. Livingston és Q. F. Stout igazolta [31] a kovetkezs eredmeényt (The-
orem 2.12).

8.1. Allitas. Tetszbleges d > 1 esetén ha a k pozitiv egész (d+ 1)m vagy
(d+1)m—1 alaki, illetve k < d, jelolje Ty, a B(2,k) csicsainak kovetkezd
részhalmazdt:

() Ty =To— ... = Ta = {0},

(i) Tas1)(mr1)—1 = T(as1ym—1 U {j : 200FDm=1 < j < gldtlm _ 1}

(iii) Tiar1ym = Tap1ym—1 U {2E8D™ —1— 515 € Tyr1ym-1}-

Ekkor a Ty, perfekt d-domindlé halmaza B(2, k)-nek.

A [31] cikkben megfogalmaztak a kovetkezs sejtést: Taldn nincsenek is a
fent definidlttol kiillonbéozd perfekt d-domindld halmazok. Specidlisan B(2, k)
ban taldn egydltaldn nem is taldlhatd 2-domindlé halmaz, amikor (k—1) a
3 tébbszdrdse. A kovetkezs tétel allitja, hogy az utdbbi sejtés igaz.

8.3. Tétel. [11] A B(2,k) de Bruijn grifban nincs perfekt 2-domindld hal-
maz, ha (k—1) a 8 tobbszérdse.

M. Livingston és Q. F. Stout a [31] cikkben az iranyitatlan esettel is
foglalkozik. Ha elhagyjuk az élek irdnyitasat a B(n,k)-ban, akkor meg-
kapjuk az irdnyitatlan de Bruijn grafot. Jelolje tehat B*(n,k) az iranyi-
tatlan de Bruijn grafot. Most tehat az z1xs... Tk és Y1Y2 ... yr csicsok
pontosan akkor vannak Gsszekdtve, ha xoxs...zp = y1y2...Yk—1 vagy
T1To ... Tp—1 = YoUys ...y, teljesiil. Hasonléan adhaté meg a domindlds
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(és d-domindlds) fogalma is. A [31] munkdban olvashat6 a tény, hogy
B*(2, k) rendelkezik perfekt dominal6é halmazzal (PDS) k=1 vagy 2 ese-
tén, de nincs PDS k=3, 4 vagy 5-re. Belattuk [11], hogy B*(2, k) csak k=1
vagy k=2-re rendelkezik PDS-sel.

8.4. Tétel. [11] k > 2 esetén nincs PDS B*(2,k)-ban.

9. A HPPIT probléma

Imreh Baldzs szerzdtdrsunk, tandrunk, szeretett kollégdnk 2006 augusztus
8-dn elhunyt. A [12] cikket szerzétdrsaimmel az & emlékének ajdnljuk.

To6bb fontos kombinatorikus optimalizalasi probléma keres halozatok-
ban optimAlis koltségti utakat, korutakat. Ezek koziil az egyik legnép-
szertibb a teljes iranyitott halézatokban minimalis koltségti Hamilton-tt
keresése. Ennek korat valtozata a hires utazo tigynok probléma (Travel-
ling Salesman Problem T'SP). Egy maésik jol ismert probléma az optimalis
sorrend (Linear Ordering Problem LOP) megtalalasanak feladata, ahol a
célfiiggvényilink az eléremutaté iranyitott élek sulyainak Gsszege, ezt sze-
retnénk maximalizalni.

9.1. A TSP és LOP problémak altalanositasa

Bemutatunk itt egy 0j modellt, amelynek a célfiiggvénye a fenti két prob-
léma célfiiggvényeibdl alakult ki. A motivaciot a bevezetGben emlitett
gyakorlati kérdéshez hasonlok jelentették. Tegyiik fel, hogy egy jarmd né-
hany helyet meglatogat, és a korabbiakbdl kés6bbiekbe szallithat valamit.
Ha a cél a haszon maximalizdlasa a megtett 1t koltségét leszamitva be-
16le, akkor kapjuk a (Min-cost Hamiltonian path problem with internal
transport, roviditve HPPIT) problémét.

A HPPIT két NP-nehéz probléma kozos altalanositasa, tehat maga is
NP-nehéz. Divatos, de egyben fontos is nehéz optimalizalasi probléméakra
igyes heurisztikdkat definialni, amelyek kevés szamolasi igénnyel kielégits
lehetséges megoldasokat adnak. Ha azonban nem vagyunk elégedettek a
heurisztikus megoldas josagaval, akkor is felhasznalhatjuk a kapott lehet-
séges megoldasokat arra, hogy veliikk gyorsitsunk fel pl. egy, a Branch and
Bound kereteljarasra épiilg optimélis megoldo eljarast.

Az 4j HPPIT modellre a TSP vagy a LOP problémakra definialt heu-
risztikus algoritmusokat érdemes tovabbfejleszteni. Ugyelniink kell azon-
ban arra, hogy a HPPIT bemend adatai, a profit matrix és az élekhez
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rendelt utazési koltség méatrix 6sszemérhets értékekbdsl alljon, ne dominal-
janak sem a varhato6 haszon értékei, sem az élek koltségei. Ilyen bemenetek-
nél varhato, hogy az algoritmusaink lathatoan eltéré eredményt adjanak,
ekkor érdemes a futasi eredményeket egymassal 6sszehasonlitani.

10. Fogalmak és jelolések

Legyen G(V,A) egy iranyitott teljes graf, ahol V' = vg, vy, ..., v, a csiucsok
halmaza, (vy a jarmi telephelye, mig a tovabbi cstcsok jelentik azokat a
helyeket, amelyeket ttja soran meg kell hogy latogasson). Adott tovabba
két (n + 1) x (n + 1)-es nemnegativ matrix, B és D. B;; a lehetséges
hasznot jelenti, ha a v; -bdl a v; -be torténd szallitas létrejon, vagyis ha v;
az Gtvonalon megeldzi v; -t (B;; = 0 for each ). D;; adja a v; -b8l v; -be
torténs kozvetlen eljutas koltségét (D;; = 0 for each ¢), tehat a halozatban
az élhez rendelt silyt.

A HPPIT probléméban a telephelyrdl indul a jarmi, minden varost
pontosan egyszer érint, majd visszatér a telephelyére. Egy lehetséges meg-
p altal meghatarozott kordtban a jarmd a vy csiicsbél indul és rendre
Up(1), Up(2), -+ Up(n) SOITendben latogatja meg a vérosokat. A célfiiggvényt
a kovetkez6 formula adja

X0)= Y. Buwpi) Y (Bopm +Bei0)= Y Dp(ip(i+1)—Dpm).o;
O<i<j<n-+1 i=1 0<i<n

és ezt szeretnénk maximalizalni. Természetesen a megoldasrél gy is be-
szélhetiink mint az Gsszes csticson athaladd korrol.

11. Heurisztikus algoritmusok a HPPIT
problémara

A [12] cikkben bemutatunk 6 alapalgoritmust. Ezek kiilonboz6 szabalyok

szerint épitenek fel egy korutat. Ezutan a kapott kérutakat a szomszéd-

sagi keresés technikajaval probaljuk meg javitani. Itt is felidéziink egy
alapalgoritmust.
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11.1. Koriatépitd technikak

Még mindig mohé modon, de most mar mindkét iranyba épitsiik a kort!
Felvaltva lépjiink, egyet hatulrél, egyet elolrsl! Most is véalasszunk azon
lehetséges csticsok koziil, amelyek maximélis haszonnal kecsegtetnek pilla-
natnyilag, az utazasi részkoltséget is szamitva.

3. algoritmus

1. lépés (Az utolsd vy(,) és az elsd vy(1) csiics meghatarozésa): Legyen
0 <k <n+1 az az érték, melyre
Zo<j<n+1 Bjk — Dk() = MaXp<i<n+1 ZO<j<n+1 Bji _DiO- Ha egynél tobb
ilyen k van, akkor valasszuk a legnagyobbat! Legyen p(n) = k, F = {k}
(F a mar eddig rendezett csticsok halmaza). Ha n > 1, akkor legyen
0<k<n+1,ké¢F az az értéek, melyre Zo<j<n+17#p(n)) Byj — Doy, =
MAXg<icnil,igF Zo<j<n+1,j¢p(n) B;; — Dy;. Legyen p(1) = k. Ha egynél
tobb megfelels k£ van, akkor valasszuk a legnagyobbat. Legyen t = n — 1,
z=2,és F=FU{k}. Lépjiink a 2. lépésre!

2. lépés Ebben a lépésben a hatulrol kovetkezs varost p(t)-t valasztjuk
ki. Ha z = n, akkor az eljaras befejez6dik, a p permutéiciot megadtuk,
V0, Up(1) - - - » Up(n)> Vo & kOrat. Ha z < n, akkor legyen p(t) a maximalis ,
k¢ F melyre: =Dy pir1) + D o<jcnti,jer Bik =
maXO<i<n+1,i§EF{fDi,p(t-&-l) + ZO<j<n+1,j¢F B]z}

Legyen z=z+ 1, t=n—t+1, F = FU{k} és lépjlink a 3. lépésre.

3. lépés Ebben a lépésben meghatarozzuk p(t)-t, az elolrdl kovetkezd
indexet. Ha z = n, akkor az eljaras véget ér, p-t meghataroztuk, a korut
a Vo, Up(1)s - - - » Up(n), Vo- Ha z < n, akkor legyen p(t) a legkisebb k, k ¢ F,
melyre: _Dp(tfl),k + Zo<j<n+1,jgp By = maX0<i<n+1,i¢F{_Dp(tfl),i +
Yo<j<nt1,jgr Bij

Legyen z = z+ 1, t =n —t, F = FU{k} és lépjiink a 2. lépésre.

12. Osszefoglalas

A halozati folyamatok szintézise témaban adott egy anyaghalmaz, ame-
lyet megadott atalakitok egy része segitségével el szeretnénk allitani. A
nyersanyagokon kiviil tehat a gépek Osszes bemeneti anyagat, és a kivant
anyagokat is dominalnia kell valamely kivalasztott gépnek. Egy géphal-
maz, amely teljesiti az eddig emlitett feltételeket csak akkor lehetséges
megoldas, ha nincs kozottiik felesleges, vagyis olyan, amely nem d-dominél
legalabb egy kivant anyagot valamilyen d-re. A dominéld csicshalmazok
szerepét halozatokban csak a 8. fejezetben mutatjuk be az eredeti ér-
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telmében. A disszertacio harmadik témaja a HPPIT probléma. A LOP
probléma az egyik olyan, amelybsl a HPPIT ered. Ebben, lényegét te-
kintve az a feladatunk, hogy megtalaljuk a csicsoknak azt a sorrendjét,
amelyre a legtobb az elére mutaté él. A masodik fejezetben Gsszefoglal-
juk a PNS alapvetd fogalmait és felidéziink tobb, korabbi eredményt. A
strukturalis modell, a maximaélis struktura definicidja, a lehetséges megol-
désok legfontosabb kombinatorikus tulajdonsagainak leirasa megtalalhato
a [14], [15], [16], [17],[18], [19], [21], [24], [25] cikkekben. Az elsd vizsgalt
optimalizaléasi feladat az volt, amikor a mtveleti egységekhez rendeltiink
koltséget, és minimalis 6sszkoltségt lehetséges megoldast kerestiink. Erre
a PNS problémara el6szor a Korlatozas és Szétvalasztas technikajaval si-
keriilt megoldast adni.

Vajon meg lehet-e oldani hatékonyan egy PNS probléméat? A kom-
binatorikus 6sszefiiggések megértésével tudunk-e polinomialis algoritmust
definidlni a probléméara? A 3. fejezetben egy polinomidejd visszaveze-
tést adunk meg (1. a [2] cikket); a PNS egy specialis osztalyara vezetjiik
vissza az NP-teljes halmazlefedési feladatot (3.1 tétel). A Korlatozas és
Szétvalasztas elvére épiils algoritmusokat mutat be a [15] cikk, amelyben
bevezették a dontési leképezés fogalmat. A negyedik fejezetben targyaljuk
az un. konzisztens dontési leképezések szamanak korlatozasara vonatkozo
eredményeinket [3], [4], [5]. A Korlatozas és Szétvalasztas elvd algorit-
musok gyorsitasaban nagy jelentGségi a lehetséges maximalis konzisztens
dontési leképezések szamanak feliilr6l torténs jo becslése. Ha a lehetsé-
ges megoldasok axiomai koziil az egyiket vessziik csak figyelembe, akkor
felss korlatot kaphatunk ( 4). Ha a Szitaformuléat szeretnénk felhasznalni a
korlat kiszamitasahoz, akkor |A;| meghatarozéasa sziikséges. Ez altalaban
nem ttinik egyszertinek. Hasznélhat6 a formula szeparator tipusi miiveleti
egységekre, az in. Egyenes és Lanc modelleknél sikeriilt pontosan kisza-
molni a korlatokat, amelyek elég joknak is bizonyultak. Az eltérd szamitasi
modszerek hozomanya két kombinatorikus azonosség is.

A célfiiggvény szerint csoportositva kombinatorikus optimalizalési fel-
adatokat, beszélhetiink Minsum, Bottleneck vagy k-Osszeg valtozatokrol.
Az utobbi kettdt eldszor a [6] cikkben vizsgaltam PNS feladatokra. Kide-
riilt (6.1 Lemma), hogy a Bottleneck feladatra adhat6 hatékony algoritmus
(6. fejezet, 1. Procedura). A PNS k-0sszeg valtozatara bizonyitottam a
6.2. Lemmat, az erre épiils eljaras (2. Procedira) rogzitett k-ra hatékony.

Minden P-grafot at lehet alakitani, egy vele ekvivalens maésik, egy-
szertibb P-grafra, amelynek lehetséges megoldasai alapjan az eredeti fel-
adat megoldasait visszakaphatjuk (7.1 Tétel). Az egyszersitett P-grafok
csak harom anyaghoz kapcsolodo gépeket tartalmaznak. Ilyen P-grafokra
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sikeresen alkalmaztuk tobb heurisztikaban az MCEC algoritmust, amely
egy halozatban minimaélis 6sszsulya élhalmazzal fedi le a graf csucsait. A 7.
fejezet heurisztikii minden lépésben a valodi optimumot adé6 MCEC algo-
ritmust hasznéljak. Emiatt az egyes lépésekben nemcsak az idGigényt te-
kintve miikddnek hatékonyan az algoritmusok. A [9] és [10] cikkekben pub-
likdltam a modszert és elemeztiik a szamitdgépes tapasztalatainkat nagy,
generalt feladatokon.

M. Livingston és Q. F. Stout a [31] cikkiikben szamos fontos graf-
osztalyra vizsgaltak dominalési kérdéseket. A de Bruijn grafokra kimon-
dott tételiik konstrukcidt adott bizonyos paraméterosztalyok esetén, de
nyitva hagyott tovabbi sejtéseket. A 8. fejezetben két tételben (8.2 és 8.4)
igazoltuk, hogy nem létezhetnek perfekt dominélé halmazok végtelen sok
de Bruijn grafban [11]. Minimé4lis domin4l6 halmazra altalanos konstruk-
ciot adtunk.

A 9. fejezetben bevezettiink egy 1j, a valos élet altal motivalt kombina-
torikus optimalizélasi problémat, amely két hires NP—teljes probléma kozos
altalanositasa [12]. Osszesen 14 algoritmus valtozatot hasonlitottunk egy-
mashoz. Ugy gondolom egy korat soran a belss szallitasok altal elérhetd
teljes haszon maximalizélasa szamos gyakorlati problémaban megjelenik,
emiatt a HPPIT problémat mind elméleti, mind gyakorlati szempontboél
sokan fogjak még vizsgalni.

Thesis 1

3.1 Tétel. [2] A PNS,1 PNS osztaly ekvivalens a halmazlefedési
problémaval.

3.2 Kovetkezmény. [2| A (2) PNS probléma NP-nehéz.
Thesis 2
4.2 Tétel. [3] Minden ) # m C M\ R esetén, 7(m) = 2/V1AG):Xem}],

4.3 Tétel. [3]
T/(m) = |Qﬁax \ (Al U A2 U...u Ak)' = Efg{l,k'}(il)lll ’ ‘AI| '

5.1 Tétel. [3] Szeparator tipusa miveleti egységek esetén

l
|Af| = (H <2|O*(Xn)\ - 1)) QlO\Uier AN\ (Uier O(X))].

t=1
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5.2 Tétel. [4] Az Egyenes modellben |S(M)| < L(1).
5.3 Tétel. [4] A Lanc modellben |S(M)| < O™,

Thesis 3

6.1 Lemma [6] Ha 1 < i < n egész, és S(M,;) rendelkezik nem iires
maximalis struktaraval, és az S(M;_1) pedig nem, akkor u; benne van az
S(M;) minden lehetséges megoldasaban.

1. Procedura. [6]

6.2 Lemma [6] Ha {u;,,...,u;. } C O, és S(M{uil,.-.,uir}) maximalis
struktaraja létezik, valamint minden {u;,,...,u;,} € O és
{ujpooouy} = A{wiy, . owg, b oesetén, S(Myy, |, )) maximalis struk-
turdja nem létezik, akkor az S(M{uil,...,uw}) maximaélis struktirdja egy
optimalis megoldasa (4)-nek, és az optimum értéke pedig Y ;_, w(u;, ).

2. Procedura [6]

Thesis 4

7.1 Tétel. [9] Létezik bijektiv leképezés S(M)-bol S(IM*)-be.
Algoritmusok 1—4.

Thesis 5

8.1 Tétel. [11] A B(2,k) de Bruijn grafban egy minimalis domin4lo

Fok
halmaz 3-‘ csucsot tartalmaz.

8.2 Tétel. [11] A B(n,k) de Bruijn grafban egy minimalis dominélo
-k

halmaz nw csuesbol all.
n+1

8.4 Tétel. [11] A B(2,k) de Bruijn grafban nincs perfekt 2-dominélo
halmaz, ha k — 1 a 3 t6bbszorose.

8.5 Tétel. [11] k > 2 esetén nincs PDS B*(2, k)-ban.
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Thesis 6

A HPPIT probléma definicioja. [12]
Algoritmusok 1-4.

Az eredmények publikalasa

Blazsik, Z., B. Imreh, A note on connection between PNS and set covering
problems, Acta Cybernetica, 12, 1996, 309-312. (MR1428741)

Blazsik, Z., Cs. Hollo, B. Imreh, On Decision-Mappings Related to Pro-
cess Network Synthesis Problem, Acta Cybernetica, 13, 1998, 319-328.
(MR1644388)

Blazsik, Z., Cs. Hollo, B. Imreh, Explicit bound for the number of feasible
solutions of special PNS-problem classes, Pure Mathematics and Applica-
tions, 9, 1998, 17-27. (MR1677229)

Blazsik, Z., Cs. Hollo, B. Imreh, Cs. Imreh, Z. Kovacs, On Bottleneck
and k-sum version of the Process Network Synthesis Problem, Novi Sad
Journal of Mathematics, 3, 2000, 11-19. (MR1776440)

Blazsik, Z., K. Kesert, Z. Kovacs, Heuristics for simplified Process Net-
work Synthesis problems with a Blossom-type Algorithm for the edge co-
vering problem, Optimization Theory: Recent Developments from Mat-
rahaza,(eds.: F. Gianessi, P. Pardalos, T. Rapcséik), Kluwer Academic
Publishers, Dordrecht, 2001, 19-31. (MR1886425)

Blazsik, Z., K. Keserti, Z. Kovacs, Heuristics for PNS problems and its
empirical analysis, Pure Mathematics and Applications, 11, 2001, 139-151.
(MR1839923)

Blazsik, Z., Z. Kasa, Dominating sets in de Bruijn graphs. Algebraic
systems (Felix-Oradea, 2001). Pure Mathematics and Applications, 13,
2002, 79-85. (MR1987200)

Blazsik Z., T. Bartok, B. Imreh, Cs. Imreh, Z. Kovacs, Heuristics on a
Common Generalization of TSP and LOP, kozlésre elfogadva.

A disszertacioval kapcsolatos valamennyi anyag on-line elérhets a

http://www.inf.u-szeged.hu/"blazsik

internetes cimral.

23



Hivatkozasok

(1]

2]

3]

[4]

[5]

(6]

7]

8]

19]

N. Biggs, Perfect codes in graphs, J. Comb. Theory (B), 15, 1973,
289-296.

Blazsik, Z., B. Imreh, A note on connection between PNS and set
covering problems, Acta Cybernetica, 12, 1996, 309-312.

Blazsik, Z., Cs. Hollg, B. Imreh, On Decision-Mappings Related to
Process Network Synthesis Problem, Acta Cybernetica, 13, 1998, 319-
328.

Blazsik, Z., Cs. Hollo, B. Imreh, Explicit bound for the number of
feasible solutions of special PNS-problem classes, Pure Mathematics
and Applications, 9, 1998, 17-27.

Blazsik, Z., Cs. Hollo, B. Imreh, Kiszamolhat6 korlatok specialis PNS-
problémaosztalyok lehetséges megoldasai szamara, Uj utak a magyar
operdcidkutatdsban, szerk. Komldsi, S., Szdntai T., Dialog Campus
Kiado, Budapest-Pécs, 1999, 182-194.

Blazsik, Z., Cs. Hollo, B. Imreh, Cs. Imreh, Z. Kovacs, On Bottleneck
and k-sum version of the Process Network Synthesis Problem, Nowi
Sad Journal of Mathematics, 3, 2000, 11-19.

Blazsik, Z., Cs. Hollo, B. Imreh, Cs. Imreh, Z. Kovéics, On a well-
solvable class of the PNS problem, Novi Sad Journal of Mathematics,
3, 2000, 21-30.

Blazsik, Z., Cs. Hollo, Cs. Imreh, Z. Kovacs, Heuristics for the Pro-
cess Network Synthesis Problem, New Trends in Equilibrium Systems,
Matrahdza Optimization Days, Kluwer Academic Publishers, 2000, 1-
16.

Blazsik, Z., K. Kesert, and Z. Kovacs, Heuristics for simplified Process
Network Synthesis problems with a Blossom-type Algorithm for the
edge covering problem, Optimization Theory: Recent Developments
from Matrahaza,(eds.: F. Gianessi, P. Pardalos, T. Rapcsak), Kluwer
Academic Publishers, Dordrecht, 2001, 19-31.

24



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

Blazsik, Z., K.. Keserti, and Z. Kovécs, Heuristics for PNS problems
and its empirical analysis, Pure Mathematics and Applications, 11,
2001, 139-151.

Blazsik, Z., Z. Kéasa, Dominating sets in de Bruijn graphs. Algebraic
systems (Felix-Oradea, 2001). Pure Mathematics and Applications,
13, 2002, 79-85.

Blazsik Z., T. Bartok, B. Imreh, Cs. Imreh, Z. Kovacs, Heuristics on
a Common Generalization of TSP and LOP, kozlésre elfogadva.

Floudas, C. A., I. E. Grossmann, Algorithmic Approaches to Process
Synthesis: Logic and Global Optimization, AIChE Symposium Series
No. 304, 91 (Eds: L. T. Biegler and M. F. Doherly), 1995, 198-221.

Friedler, F., K. Tarjan, Y. W. Huang, and L. T. Fan, Graph-Theoretic
Approach to Process Synthesis: Polynomial Algorithm for maximal
structure generation, Computer chem. Engng. 17, 1993, 924-942.

Friedler, F., J. B. Varga, and L. T. Fan, Decision-Mappings: A Tool
for Consistent and Complete Decisions in Process Synthesis, Chem.
Eng. Sci., 50 (11), 1995, 1755-1768.

Friedler, F., J.B. Varga, E. Fehér, and L.T. Fan, Combinatorially Ac-
cerelated Branch-and-Bound Method for Solving the MIP Model of
Process Network Synthesis, International Conference on State of the
Art in Global Optimization: Computational Methods and Applicati-
ons, Princeton, 1995.

Friedler, F., J. B. Varga, E. Fehér, L. T. Fan, Combinatorially Ac-
celerated Branch-and -Bound Method for Solving the MIP Model of
Process Network Synthesis, Nonconvexr Optimization and its Applica-
tions, (eds.: C. A. Floudas and P. M. Pardalos), Kluwer Academic
Publishers, Norwell, MA, U.S.A., 1996, 609-626.

Friedler, F.,; K. Tarjan, Y. W. Huang, L. T. Fan, Graph-Theoretic
Approach to Process Synthesis: Axioms and Theorems, Chem. Eng.
Sci., 47 (8), 1992, 1973-1988.

Friedler, F., K. Tarjan, Y. W. Huang, L. T. Fan, Combinatorial Al-
gorithms for Process Synthesis, Computer chem. Engng., 16, 1992,
313-320.

25



[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

Friedler, F., J. Fulop, B. Imreh, On the reformulation of some clas-
ses of PNS-problems as set covering problems, Acta Cybernetica, 13,
1998, 329-337.

Friedler, F., L. T. Fan, B. Imreh, Process Network Synthesis: Problem
Definition, Networks, 28, 1998, 119-124.

Grossmann, I. E., V. T. Voudouris, O. Ghattas, Mixed-Integer Linear
Programming Reformulations for Some Nonlinear Discrete Design Op-
timization Problems, In: Recent Advances in Global Optimization
(Eds: C. A. Floudas and P. M. Pardalos) Princeton University Press,
New Jersey, 1992.

Hollo, Cs., Z. Blazsik, Cs. Imreh, Z. Kovacs, On a Merging Reduc-
tion of the Process Network Synthesis Problem, Acta Cybernetica, 14,
1999, 251-261.

Imreh, B., F. Friedler, L. T. Fan, An Algorithm for Improving
the Bounding Procedure in Solving Process Network Synthesis by
a Branch-and-Bound Method, Developments in Global Optimization,
ed. I. M. Bomze, T. Csendes, R. Horst, P. M. Pardalos, Kluwer Aca-
demic Publisher, Dordrecht, Boston, London, 1996, 301-348.

Imreh, B., G. Magyar, Empirical Analysis of Some Procedures for
Solving Process Network Synthesis Problem, Journal of Computing
and Information Technology, 6, 1998, 373-382.

Imreh, B., Kombinatorikus optimalizdlds, Novadat, Gy&r, 2000.
Imreh, B., J. Filop, F. Friedler, A note on the Equivalence of the Pro-
cess Network Synthesis and Set Covering problems, Acta Cybernetica,
14, 2000, 497-502.

Imreh, Cs., J6l megoldhato PNS osztalyokrol, Uj utak a magyar operd-
cidkutatdsban, szerk. Komlosi, S., Szdntai T., Dialdg Campus Kiadd,

Budapest-Pécs, 1999, 168-181.

Imreh, Cs., A new well-solvable class of PNS problems, Computing,
66, 2001, 289-296.

26



[30] Karp R. M., Reducibility among Combinatorial Problems in Comp-
lexity of Computer Computations, R. E. Miller and T. W. Thatcher,
eds., Plenum Press, New York, 1972.

[31] Livingston, M., Q. F. Stout, Perfect dominating sets, Congr. Numer-.,
78, 1990, 187-203.

[32] Lothaire, M., Combinatorics on words, Addison-Wesley, Reading,
1983.

[33] de Luca, A., On the combinatorics of finite words, Theor. Comput.
Sci., 218, 1999, 13-39.

[34] Murty, Katta G., Clovis Perin, A 1-Matching Blossom-Type Algo-
rithm for Edge Covering Problems, Networks, 12, 1982, 379-391.

[35] Murty, Katta G., Network Programming, Prentice Hall, 1992.



Tarsszerz6i nyilatkozat

Kijelentem, hogy ismerem Bldzsik Zoltdn PhD fokozatra palyazé Domindlo
A disszertacioban szereplé kozos eredményekre vonatkozoan kijelentem,
hogy nincsenek olyan eredmények, melyekhez valdé hozzajarulasunk oszt-
hatatlan lenne.

A kovetkezd eredményekben a palyazé hozzajaruldsa volt a meghatarozo:

e Blazsik Z., Cs. Hollo, B. Imreh, Cs. Imreh, Z. Kovacs, On Bottleneck
and k-sum version of the Process Network Synthesis Problem, Novi
Sad Journal of Mathematics, 30, 2000, 11-20.

e Blazsik Z., K. Keserd, Z. Kovacs, Heuristics for simplified Process
Network Synthesis problems with a Blossom-type Algorithm for the
edge covering problem, Optimization Theory: Recent Developments
from Matrahaza, (eds.: F. Gianessi, P. Pardalos, T. Rapcséak), Klu-
wer Academic Publishers, Dordecht, 2001, 19-31.

e Blazsik Z., T. Bartok, B. Imreh, Cs. Imreh, Z. Kovécs, Heuristic on
a common generalization of TSP and LOP, kozlésre elfogadva.

Nincsenek olyan disszertacioban szerepls kdzos eredmények, melyekben az

én hozzajaruldsom lett volna meghatéarozo.

Végiil kijelentem,hogy a palyazo doktori értekezésében szerepld ered-
ményeket semmilyen fokozatszerzé eljarasban nem hasznaltam fel és ez a
jov6ben sincs szandékomban.

Szeged, 2008. janudr 11. Dr. Kovacs Zoltan



Tarsszerz6i nyilatkozat

Kijelentem, hogy ismerem Bldzsik Zoltdn PhD fokozatra palyazé Domindlo
A disszertacioban szereplé kozos eredményekre vonatkozoan kijelentem,
hogy nincsenek olyan eredmények, melyekhez valdé hozzajarulasunk oszt-
hatatlan lenne.

A kovetkezd eredményekben a palyazé hozzajaruldsa volt a meghatarozo:

e Blazsik Z., Cs. Hollo, B. Imreh, Cs. Imreh, Z. Kovacs, On Bottleneck
and k-sum version of the Process Network Synthesis Problem, Novi
Sad Journal of Mathematics, 30, 2000, 11-20.

e Blazsik Z., T. Bartok, B. Imreh, Cs. Imreh, Z. Kovécs, Heuristic on
a common generalization of TSP and LOP, kozlésre elfogadva.

Nincsenek olyan disszertacioban szerepl6 kozos eredmények, melyekben az
én hozzajaruldsom lett volna meghatéarozo.

Végiil kijelentem, hogy a pélyazo doktori értekezésében szerepls ered-
ményeket semmilyen fokozatszerzé eljarasban nem hasznaltam fel és ez a
jov6ben sincs szandékomban.

Szeged, 2008. janudr 11. Dr. Imreh Csanad



Tarsszerz6i nyilatkozat

Kijelentem, hogy ismerem Bldzsik Zoltdn PhD fokozatra palyazé Domi-
néalé csiicsok szerepe halézati folyamatok tervezésében cimi disszertécio-
jat.

A disszertacioban szereplé kozos eredményekre vonatkozoan kijelentem,
hogy a kovetkez6 eredményekhez valé hozzajarulasunk oszthatatlan:

e Blazsik, Z., Cs. Hollo, B. Imreh, On Decision-Mappings Related
to Process Network Synthesis Problem, Acta Cybernetica, 13, 1998,
319-328.

e Blazsik, Z., Cs. Hollo, B. Imreh, Explicit bound for the number of
feasible solutions of special PNS-problem classes, Pure Mathematics
and Applications, 9, 1998, 17-27.

e Blazsik, Z., Cs. Hollo, B. Imreh, Kiszamolhaté korlatok specialis
PNS-problémaosztalyok lehetséges megoldasai szamara, Uj utak a
magyar operdcickutatdsban, szerk. Komldsi, S., Szdntai T., Dialdg
Campus Kiadd, Budapest-Pécs, 1999, 182-194.

A kovetkezd eredményekben a palyazé hozzajaruldsa volt a meghatarozo:

e Blazsik Z., Cs. Hollo, B. Imreh, Cs. Imreh, Z. Kovacs, On Bottleneck
and k-sum version of the Process Network Synthesis Problem, Novi
Sad Journal of Mathematics, 30, 2000, 11-20.

Nincsenek olyan disszertacioban szerepl6 kozos eredmények, melyekben az
én hozzajarulasom lett volna meghatarozoé.

Végiil kijelentem, hogy a pélyazé doktori értekezésében szerepls ered-
mények koziil az oszthatatlan eredményeket Ph.D disszertacidmban fel-
hasznaltam (4.2 Tétel.,4.3 Tétel., 5.1 Tétel., 5.2 Tétel., 5.3 Tétel.). Egyéb
eredményeket semmilyen fokozatszerzé eljarasban nem hasznaltam fel és
ez a jov6ben sincs szandékomban.

Szeged, 2008. janudr 11. Dr. Hollo Csaba



Tarsszerz6i nyilatkozat

Kijelentem, hogy ismerem Bldzsik Zoltdn PhD fokozatra palyazé Domindlo
A disszertacioban szereplé kozos eredményekre vonatkozoan kijelentem,
hogy nincsenek olyan eredmények, melyekhez valdé hozzajarulasunk oszt-
hatatlan lenne.

A kovetkezd eredményekben a palyazé hozzajaruldsa volt a meghatarozo:

e Blazsik Z., K. Keserti, Z. Kovacs, Heuristics for simplified Process
Network Synthesis problems with a Blossom-type Algorithm for the
edge covering problem, Optimization Theory: Recent Developments
from Matrahaza, (eds.: F. Gianessi, P. Pardalos, T. Rapcsak), Klu-
wer Academic Publishers, Dordecht, 2001, 19-31.

Nincsenek olyan disszertacioban szerepls kozos eredmények, melyekben az
én hozzajaruldsom lett volna meghatarozo.

Végiil kijelentem, hogy a pélyaz6 doktori értekezésében szerepls ered-
ményeket semmilyen fokozatszerzé eljarasban nem hasznaltam fel és ez a
jov6ben sincs szandékomban.

Szeged, 2008. janudr 11. Kesert Kornél



Tarsszerz6i nyilatkozat

Kijelentem, hogy ismerem Bldzsik Zoltdn PhD fokozatra palyazé Domindlo
A disszertacioban szereplé kozos eredményekre vonatkozoan kijelentem,
hogy nincsenek olyan eredmények, melyekhez valdé hozzajarulasunk oszt-
hatatlan lenne.

A kovetkezd eredményekben a palyazé hozzajaruldsa volt a meghatarozo:

e Blazsik Z., T. Bartok, B. Imreh, Cs. Imreh, Z. Kovécs, Heuristic on
a common generalization of TSP and LOP, kozlésre elfogadva.

Nincsenek olyan disszertacioban szerepls kézos eredmények, melyekben az
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