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Legyakrabban hasznalt jelolések

Baktériumkultira fiziol6giai allapotara jellemzd
mennyiség a t idépontban (0<a(1)<1).
Legegyszerlibb formdban oft)=14(t)/ 1.

Az oft) értéke a 0 idOpontban (amikor a
baktériumok egy uj kornyezetbe keriilnek). op=e™*

Az inokulacid pillanatdban N sejtbdl 4116 populacid
(kezdeti) fizioldgiai 4llapota.

=uA=-In

Altalanos jelolés a (kiilonféle, empirikus vagy
mechanisztikus médon definialt) lappangési idore.

Az exponencidlis fazisban, a sejtpopuléci6 ugy nd a
log-skalan mint az L -paraméterrel késleltetett
linedris y(t) = p(¢-L) fiiggvény. A _,index a
definici6 “geometriai” voltara utal (szemben a
lappangas fizioldgiai definicigjaval).

Az i-dik sejt L-paramétere. Bar szigoru értelemben
ez nem ugyanaz, mint7z , a fiziolégiai lappangasi 1do,
a kiilonbséget elhanyagoljuk, hacsak éppen nem az a
vizsgéalat tdrgya. Numerikus szimuldcidval
kimutathat6é hogy E(L")=E(7) és a variancigjuk is
hasonld, feltéve hogy a generacids idok a lappangas
utdn nem nagyon szdérnak.

“Geometriai” lappangdsi idd, hangsilyozva hogy N
szamu kezdeti sejt generalta.

Pillanatnyi specifikus névekedési sebesség a ¢
1ddpontban:
M(t)= dx/dt /x(¢) = d(In x(t)) / dt

(Maximalis) specifikus novekedési sebesség
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Szigmoid fiiggvény gorbiileti paramétere, amely az
exponencidlisbdl a staciondris fizisba valé dtmenetet
jellemzi.

Specifikus felhalmozddasi sebessége egy olyan
intracelluldris anyagnak ami a lappangés
lekiizdéséhez elengedhetetlen.

Szigmoid fiiggvény gorbiileti paramétere, amely a
lappangdsbdl az exponencidlis fazisba vald
dtmenetet jellemzi. Nalunk: ne=Vy/lhax

“Batch” kultdra inokuléci6s szintje; xp-lal is jeloljiik.

Véletlen véltozd, az i-dik sejt “fizioldgiai”
lappangasi ideje. Az els6 osztédésig terjedd 1do 7; és
az elsd (szintén véletlen) genericids id6 dsszege.

1d6

Detektacios id0. x( Tgo)= Xyet

Sejtkoncentracié a t idépontban

Kezdeti sejtkoncentracid, x(0)

Maximadlis populécid, a kornyezet eltartd képessége.
Detektaciés szint (konstans): x(7g.) = Xger

A sejtkoncentracié természetes alapu logaritmusa a ¢
idépontban: y(f)=In x(t)

A kezdeti sejtkoncentricié természetes alapu
logaritmusa: y, = y(0)

A maximalis sejtkoncentracié természetes alapi
logaritmusa: y,,,, = In X4,

A detekticios szint természetes alapud logaritmusa:
ydet = ln Xdet-



Bevezetés

Mikdzben a 80-as években egyre hatékonyabb szdmitégépek
véaltak mindennapos eszkdzzé, egy j fogalom terjedt el az
élelmiszer-mikrobioldgidban “prediktiv mikrobiolégia” névvel.
Az 1j diszciplina legkozelebbi tarsteriilete a biotechnol6gidban
taldlhat6, amelynek kiterjedt prediktiv matematikai modelljei a
60-as évek terméke.

A disszerticio elején megdllapitottuk hogy az élelmiszer-
mikrobioldgia teriiletére sziikséges matematikai modellekkel
szembeni elvdrdsok sok tekintetben kiilonboznek attdl amit
biotechnoldgiai problémék kezelése kivan. Az élelmiszerbeli
baktériumok novekedésének és tilélésének modellezésére uj
megkdzelitési médokra van sziikség.

Baktériumpopuldciok determinisztikus modellezése

Jelolje x(t) a baktérium koncentricidjanak valtozasat a ¢ 1dd
fliggvényében. Novekedésiiket, dllandd kornyezetben, az
ismert konstans egyiitthatds linedris differencidlegyenlettel

irjék le:
dt

A u paraméter a populdcié specifikus novekedési sebességét
jeloli. Ertéke jellemzd a fajra és a kornyezetre. Felfoghatd ugy
mint egy sejt osztoddsainak atlagos szdma egységnyi id6 alatt.
A paraméter kornyezeti tényez0k, pl. hdmérséklet, pH etc,
fiiggvénye. Ertéke megbecsiilhet6 az “In x(z) v. id3” gorbe
linedris fazisdhoz illesztett egyenes meredekségével.

Elelmiszer-mikrobioldgiai laboratériumokban tipikusan
“batch” kisérleteket végeznek amelyek a logaritmus skdldn
szigmoid gorbét alkotnak. Az exponencidlis (logaritmus
skdlan: linedris) fazis eldtti iddszakot lappangési vagy



adaptacids / igazodasi fazisnak hivjuk. Mig a biotechnolégiai
kutatdsok melldzik ezt a periddust, az élelmiszer-
mikrobiolégidban azon beliil is a kockdzatelemzésben
kifejezetten nagy jelentdsége van.

Aritmetikai skdlan szigmoid figgvényeket general a kovetkezo
Kezdeti Erték Probléma:

dx

—=uUx)x

i H(x)

x(0) = x, (0 <xp< Xpax 3 Xmax TOgZitett)
ahol

- 1w (0, = R

- (x) folytonosan differencidlhaté (0, x,,,,) -on
- du/dx szigortan negativ (0, X,,4,) -on

- u(xo) > 0 és HU(Xnar) = 0

A fenti altalanos modellbdl szdrmaztathatd szigmoid
fliggvényeket rutinszeriien alkalmaztik a 90-es évekig a
baktérium populacidk log-skdldn valé kinetikai lefrasdra. Ez a
tisztdn empirikus megold4s tarthatatlannd vélt ahogyan a
matematikai modellek kifinomultsdga irdnti igény novekedett
élemiszer-mikrobioldgidban is.

Sztochasztikus modellezés egyéni sejtekre

Legyen Ny=N egy novekvd sejtpopulacié kezdeti nagysaga.
Melldzziik a késObbi staciondrius fazist. Definidljuk a
lappangasi fazis végét az y(t)=In x(¢) novekedési gorbéhez
illesztett kétfazisu linedris fliggvény (ahol kezdeti fazisban
nincs ndvekedés) toréspontjaval (Ly). Ezt az Gn. populdcios
lappangdsi idot , az N szamu kezdeti sejtszam generalta. Ly
kapcsolata az egyedi sejtek lappangdsi idejének eloszldsdval
matemetikailag sem egyszerli. Rdaddsul igen nehéz nagy
tomegben megfigyelni az egyedi sejteknek lappangds alatti
viselkedését mert ebben a fizisban a sejtkoncentracié kicsi,




vizsgélata automatizalt rendszerrel (ahol megfeleld nagysigu
mintét lehet gylijteni) meglehetdsen koriilményes.

Célkitiizések

Baktériumok kinetikdjara szolgél6 dj modellek bevezetését
tliztiik ki célul, a populécids szint determinisztikus modelljétol
és numerikus alkalmazasuktdl az egyéni sejtek kinetikdjanak
sztochasztikus modelljéig, beleértve a paraméter becsléseket
célz6 numerikus algoritmusokat. A cél az volt hogy segitsiik a
baktériumoknak az élelmiszer-kornyezetre adott védlaszainak
jobb megértését és eldrejelzését, a mikrobioldgiai
kockazatelemzés javitdsat.

A sejtpopuldcids szinten bevezetett determinisztikus
problémak kapcsan meg kivantuk mutatni, hogy az élelmiszer-
mikrobioldgia mely teriiletein a legfontosabb empirikus
modelleket mechanisztikus megfontoldsokkal felvaltani.
Célunk konnyen implementédlhaté modellek bevezetése
valamint numerikus tulajdonsigaiknak elemzése volt.

Az egyéni sejtek szintjére alkalmazott sztochasztikus
modellekkel az volt a célunk hogy formuldkat vezessiink le
melyek kapcsolatot teremtenek egyéni sejtek lappangasi
idejének eloszldsa és a populdcié lappangési ideje kozott. Az
elmélet arra volt hivatott hogy numerikus algoritmusokat
taldljunk amelyek segitségével populacios szintli automatizalt
mérésekbdl kovetkeztetéseket vonjunk le az egyéni sejtek
variabilitdsara.



Eredmények

Determinisztikus, nem-autoném modellek populdcio
novekedésére és_implementdciojuk

1. Alkalmaztunk egy adaptacios fiiggvényt a Bevezetésben em-
litett determinisztikus modell g(x) fiiggvényének médositiséra

d

;fx=agy4xyx (0<t<oo; 0<x)

t

x(0)=x (0< X0 < Xpnax)

Az of(t) adaptacios fiiggvényrdl feltételeztiik, hogy elegendden
sima; esetleg fiigg az inokulécio el6tti kornyezettdl. Emellett
0<a(t) <1 (0L t<)

o(t) = 1 monoton novekedve amint f — oo

A kapott nem-autoném modell g,(t) megoldésa kifejezhet6 az
autoném modell f megoldasaval és az oft) adaptacids
fiiggvénnyel:

gdt) =fl A1) ahol At)= j a(s)ds
0

Ezt Baranyi et al (1993b) publikélta és igy megvetette az alapjait
késdbb konkretizalt eseteknek, amelyek felhasznaldbarat
applikéciokra koncentraltak.

2. A Hill-fuggvény egy lehetdség volt oft) vélasztasara — 1d.
Baranyi et al (1993a). A kapott formulak algebrai kifejezések
voltak, de til komplikaltak ahhoz hogy kdzonséges
tablazatkezel6 programokba, mindennapi haszndlatra keriiljenek.
Emellett oft) -nek nem volt mechanisztikus alapja, s nem volt
konnyti értelmezni arra az esetre amikor a kdrnyezet
dinamikusan valtozna a lappangasi id9 alatt.



3. Baranyi - Roberts (1994) egy Michaelis-Menten kinetikdn
alapul6 adaptécios fiiggvényt vezetett be, amely a mai napig is a
legsikeresebb gyakorlati célokra. Ezzel a modell igy irhat6 fel:

d __ q@) )

i T g
d._, .

dtq_ b 4q

x(0)=xo ; q(0)=q

ahol v, az adaptici6 sebessége. Kideriilt, hogy
99
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A(t)=t+lln ﬂ
v 1+gq,

Valamint

In(1+1/ g, )

Vb

A=

a lappangési idOnek egy jo tulajdonsidgokkal rendelkez6
definicidja: f(A(t)) szigmoid gorbe a log-skalan, és f(r-4)-hoz
konvergédl. A 0<o0y<1 paraméterre javasoltuk hogy
hasznéljuk a kezdeti fizioldgiai dllapotot jellemzésére.

4. Ha Richards modelljével azonositjuk az autoném
differencidlegyenletet:

aw_, o)
dt - ll'lmax x(t)[l (xmax ] ]




akkor algebrai megoldést kapunk amelynek a természetes
logaritmusa felirhaté mint

MUt
Yt)=y,+ i, 1 - 1h{J + elj
m

em( Ynax~Yo)

A fent emlitett A(z) fiiggvényt irva ¢ helyett, ahogy az 1-es és
3-as pontban javasoltuk, egy jol hasznalhaté 6-paraméteres
szigmoid fiiggvényt kapunk, amelynek két paramétere, m és
ne=Vy/lhn.: a fazisok kozotti két dtmeneti dllapot gorbiiletét
jellemzi.

A modellnek kiilonféle dtparaméterezését javasoltuk, hogy a
numerikus stabilitds az illesztések sordn jol kezelhet legyen
(Baranyi et al 1994, 1995a).

5. Feltételeztiik, hogy az adapticids sebesség, v, , és a
potencidlis maximadlis ndvekedési sebesség késleltetés nélkiil
felveszi azt az aktudlis E kornyezetre jellemzd értéket:

dx(t) _ q(t) _
a1+ t)ﬂ(E(t))x u(x)
dq(t)

e v, (E())

Ez a dinamikus modell akkor is alkalmazhat6
baktériumnovekedés eldrejelzésére ha a kdrnyezet a lappangasi
1d9 alatt véltozik. Fontos egyszerlsités volt hogy feltételeztiik:
V=M. and go=const kiilonféle kornyezetekre. Ezek az
egyszerUsitések nagy adatbazisokon végzett regresszios
tapasztalatokon alapulnak. A feltételek biztosan elfogadhatdak,
ha a dinamikus kornyezetet a hdmérséklet ingadozasaval
azonositjuk, egy stabilan novekedést-garantilé tartomédnyban,
nem tudl hirtelen valtozdsok mellett (Baranyi et al, 1995).



Sztochastic modell az egyéni sejtek lappangdsi idejének
leirdsdra

6. Csak a lappangdsi és az exponencidlis fazisra szoritkozva,
definidljuk az N kezdeti sejtszam altal generdlt lappangdsi idot
(Ly) az illesztett kétfazisua linedris fiiggvénnyel:

¥(t) = yo + max( ((t-Ly), 0)

yo=InN

A definicié miatt a kapott L-értéket “geometriai” lappangdsi
idének hivjuk. Ha N=1, az egyéni lappangdsi id9d, L,
definiciéjdhoz jutunk. Ez nem ugyanaz mint a fizioldgiai
lappangasi id6 fogalma, de gyakorlati alkalmazasokra az L-
definici6 hasznosabb. Torténelmi okok miatt a két lappangési
1d6 kozotti kiilonbséget elhanyagoltuk.

Tegyiik fel, hogy 7 (i =1...N) azonos eloszlasu valdsziniiségi
valtozok 7 varhat6 értékkel. Vezessiik be az gg=e™"
véaltozokat. Ezek aritmetikai 4tlaga az egész populédcid
megfeleld o értékéhez kozelit, ahogy N novekszik:

N
Sen

a(N)=e*v =i
(N) N

Kidertilt, hogy a populécié fiziol6giai allapotat N nagy értékére
vehetjiik igy mint az egyéni sejtek fizioldgiai dllapotanak
atlaga. Vagyis:

AN)—22= s o és L, —== 2@y
y7;
Tovéabbad, a konvergencia sebessége ezzel becsiilhetd:
Var(a,)
Var[a(N)]=——=
ar[a(N)] N

A fenti eredmények (1d. Baranyi, 1998) megoldottik a kitizott
problémait és alapot szolgdltattak tovdbbi fejlesztésekhez.
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7. Osszehasonlitottunk egy determinisztikus compartment-
modellt a mi sztochasztikus modelliinkkel és bebizonyitottuk
hogy az eredmények megegyeznek ha a baktériumok szapo-
roddsat Poisson-féle sziiletési folyamatként kezeljiik. PI:
L, Now IN(1+4-7) =1

)7
megkaphaté a compartment-modellbdl is (Baranyi, 1998).

8. Parhuzamot vontunk a “véllasod6” tilélési gorbék és a
lappangasi idovel kiegészitett ndvekedési gorbék kozott, mind
populécids, mind pedig egyéni sejt szinten. Harom kiilonb6z6
esetet vizsgaltunk az egyéni tulélési/lappangasi id6 eloszlasara
és formuldkat szdrmaztattunk analitikai tulajdonsdgaikra.

A gamma eloszlas bizonyult a leghasznalhatébbnak.
Novekedés esetén az el6zd pontban ismertetett formuldk
altaldnositasat kaptuk:

a:E[oq]:(er : Var[04]=(’]p_(’]2p
r+1 r+2 r+1

ahol r=x/u és k az eloszlas skdla-, p pedig az alak-
paramétere. Ezek az eredmények (Baranyi - Pin, 2001) alapjat
szolgdljak azoknak a numerikus médszereknek amelyeket az
utolsé felyezetben ismertetiink az egyéni sejtek lappangdsi
ideje eloszlasdnak mérésére.

Bebizonyitottunk egy, a populdcids lappangasi id6 és az egyéni
sejtek lappangdsi idejének atlaga kozotti dltalanositast:

ln(1+’urj
1o p

- ulp
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ahol 7=p/k a gamma eloszlas vdrhato6 értéke. Ezzel
megmutattuk, hogy a populéciés lappangési id6 hogyan fiigg
az egyéni sejtek lappangasi ideje eloszldsdnak alakjatdl.

9. A fenti formulédkat felhaszndlva, mddszert fejlesztettiink ki a
novekedési sebesség és az egyéni lappangdasi idok varhat6
értékének és variancidjanak becslésére. Kiilonb6z6 inokulacids
szintrdl indulva, ahol a szintek kozotti ardny ismert volt, pl
mert higitassal kaptuk dket), megkoveteltiik, hogy egy xo
szintrdl indul6 kultdra az exponencidlis fazisban éri el a
detektécios szintet. Ezutdn egy ANOVA eljarast vezettiink be:

Jelolje T, a detekticiods idot amikor x(7,,) = X4, . Haszndljuk a
kovetkezd jeloléseket: sejtkulttirak m csoportjat ndvesztjik m
kiilonbdz6 inokulum szintrdl indulva. A k jelii (k=1...m)
csoportban j=1...n; kultdra taldlhat6. Itt, egy rogzitett j-re, az
X detektacios szintet a sejtek 7Y idé alatt érik el, az x,"”
szintrél indulva. Jelolje o’=ax,") e kultira fizioldgiai
allapotat. Ekkor

a? = e 7 [ 40

ahol = x,” / Xy . Valamint  Var@a?)=v/X, r?

det
ahol v jeloli az g=e** egyéni fiziolégiai dllapotok kozos
variancidjt. Az dsszes ¢; kozepe:

n n
0 (D) —ur'? n
r-a e i
Z:‘ Z;‘ ahol r.. = Z r(j)
a — = — = sum
n . r j=1
Z r(l) sum
j=1

mig a csoportkdzepek: 5% - _

Vezessiik be a variancia hdnyadost:
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V eloszldsa kozel F-eloszldsu és minimalizélasdval j6 becslés
kaphat6 a g-re és az ¢; értékek eloszldsdra; ezzel az egyéni
lappangasi idok hasonld paramétereire.

A moédszert egy konnyen hasznélhat6 tdblazatkezeld programba
épitve (Baranyi and Pin, 1999) szdmos kisérleti adathalmazon
teszteltiik.

10. Formulakat szarmaztattunk arra vonatkozélag is, hogyan
becsiiljiik az egyéni lappangdsi idOk eloszlasanak alakjat. A
szdmitdsok azon alapultak, hogy a kezdeti sejtszdmok Poisson
eloszlast kovetnek (ami higitdssal elérhetd, 1d Baranyi et al,
2009) és hogy véletlen tagszdmu véletlen véltozok 6sszegének
momentumai explicit médon kiszamithatdak, ha a tagszdm
szintén Poisson-eloszl4su. Feltételeztiik, hogy az egyéni
lappangasi idok “eltolt” gamma eloszldsuak tehdt varhato
értékiik L, = Tyur + SO ahol S az eloszlds alakjat, 0 a skalgjat
jellemzi. Az eméleti és a tapasztalati momentumokat
egyenldvé téve, olyan mddszert kaptunk ami az el6z6 pontban
leirtak kiterjesztése. Az eljarast maximum-likelihood elven
alapul6é mddszerrel hasonlitottuk dssze. Az eredmények kozott
nem volt lényeges kiilonbség, de a momentumokon alapulé
modszer sokkal gyorsabb és szamitdgép-erdforras igénye
altalaban sokkal kisebb. Emiatt a médszert tovabbra is
egyszerl tdblazatkezeld programba épitve alkalmaztuk, ami
nagy eldny, lévén hogy a legtébb élelmiszer-mikrobioldgiai
laboratérium ilyen formaban gytijti és tarolja mérési adatait.
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Deklaracio

A fentiek sajat munkdm eredményei. Cikkeim tdrsszerz4i nem
matematikusok hanem mikrobiolégusok. Ez alél kivétel
Carmen Pin, akinek eredménye néhany formula a Baranyi and
Pin (2001) cikkben; és Kutalik Zoltédn, aki a 10-es pontban
ismertetett maximume-likelihood programot irta és az
eredményt 6sszehasonlitotta a momentumok moédszerével
kapott eredményekkel (Baranyi et al, 2009).
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