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Bevezetés

A komputer tomogréfia (CT) egy olyan diagnosztikai eljards, mellyel az emberi szervezeten beliil
meghatdrozhatd a slirliségi eloszlds Rontgen-vetiiletek segitségével, igy lehetdség nyilik bizonyos sz-
ervek elvaltozdsainak megillapitdsara. Az elmdlt évtizedekben a CT az orvosi képfeldolgozas teriiletén
tulndtt; ipari, bioldgiai, fizikai és kémiai alkalmazasok is megjelentek. A legtobb () alkalmazasban
a vizsgalt objektumban csak néhany siirliségi érték lelheto fel, ugyanakkor gyakorlati okokbdl csak
kevés vetllet készitheto. Ezzel szemben az orvosi képalkotdsban a slirliségi értékek széles skalan
vdltozhatnak, viszont akar tobb szdz vetllet is rendelkezésre all. Mivel az ) alkalmazasokban az
eléreheto vetiletek szama kevés, a klasszikus CT eljarasok nem hoznak sok sikert.

A diszkrét tomogréfia (DT) [14; 15] azt vizsgalja, hogyan rekonstrudlhaté egy objektum elézetes
informacié felhasznalasaval. Az j alkalmazasoknal ugyanis kihasznédlhatd, hogy a rekosntrukcié csak
néhany értéket tartalmazhat, igy csokkenthetok vagy akar kiktszobolhetok azok a problémak, melyek
a rendelkezésre all6 vetlletek alacsony szdmdbdl addédnak. Egy még inkdbb korldtozott, de szintén
gyakori eset az, amikor a slir(iségi értékek a {0, 1} halmazbdl keriilnek ki. Példdul elektronmikroszképos
vizsgdlatoknal a 0 és 1 rendre jelolheti egy adott atom jelenlétét vagy hianyat egy kristalyracsban.
Hasonldan, angiogréfias felvételeknél 0 és 1 értékek irhatjdk le a kontrasztanyag hianyat vagy jelenlétét
egy szivkamraban vagy az érhélézat egy adott részén.

Jelen disszertacié ez utdbbi, bindris tomografidanak (BT) nevezett teriilettel foglalkozik. A BT-
ban a legnagyobb kihivds az, hogy gyakorlati okokbdl az elérhetd vetiiletek szdma legfeljebb kb. 10
(dltaldban sokkal kevesebb), ami bizonytalan rekonstrukciét eredményez, azaz ugyanannak a rekon-
strukcids feladatnak rengeteg lehetséges megolddsa adédhat. Ennek kovetkeztében elofordulhat, hogy
a rekonstrualt kép jelentGsen eltér az eredetitdl. Rdadasul a vetiiletek szamatdl és iranyatdl fuggoden a
rekonstrukciés probléma NP-nehéz is lehet. Ezek a problémdk kikiiszobolhetdk metaheurisztikdk (sz-
imuldlt hiités, genetikus algoritmusok, stb.) alkalmazasaval, amennyiben kielégits, de nem feltétlentil
pontos megoldast keresiink. A masik gyakran alkalmazott stratégia azzal a feltételezéssel él, hogy
a rekonstrudlandé halmaz bizonyos geometriai tulajdonsdgokkal rendelkezik. Ezéltal csokkenthet6 a
lehetséges megoldasok tere, és igy gyorsan juthatunk kevésbé bizonytalan megolddshoz. Ez a tézis a
Szerz6 azon eredményeit foglalja ossze, melyeket a geometriai informaciét alkalmazé rekonstrukcids
algoritmusok vizsgalata sordn kapott.

Binaris tomografia: Definicidk és alapproblémak

A kétdimenziés (2D) Z? egészrics véges részhalmazait diszkrét halmazoknak nevezziik. A diszkrét
halmaz méretén mindig annak legkisebb befoglald téglalapjanak méretét értjik. Egy m x n méreti
F diszkrét halmaz eltolds erejéig meghatdrozott, és egységnyi celldk alkotta bindris képpel vagy egy
P = (fij)mxn binaris matrixszal reprezentdlhaté. Annak érdekében, hogy a matrix reprezentacidval
osszhangban legyiink, feltételezziik, hogy a Z? rics fiiggbleges tengelye fentrél lefelé iranyitott,
valamint, hogy F' legkisebb befoglalé téglalapjanak a bal felsé sarka az (1,1) pontban van. Ha-
sonl6 okokbdl a diszkrét halmaz barmely elemére annak matrix pozicidjaval hivatkozunk (tehdt nem
a 2D egészracson lévé pozicidjaval).

Egy v rdcsirdny egy (a,b) € Z? nem zéré vektorral adhaté meg, ahol a és b relativ primek. Egy
v irdnyl racsegyenes az E? euklideszi tér egy olyan egyenese, amely parhuzamos v-vel és Z? legaldbb



egy pontjan athalad. Jeloljik a v irdnyu racsegyenesek halmazat LW)-vel. Akkor az F diszkrét halmaz
v irdnyban vett vetilete a 731(;)) . £LV) — Ny fiiggvénnyel definislhatd, ahol 731(;]) (¢) = |F N {¢| minden
¢ € £W)-re. Egy diszkrét halmaz vetiiletei a minimalis befoglalé téglalapon kiviil 0 értékiiek, igy ez a
vetlleti rész a tovabbiakban nem lesz érdekes.

Ha adott diszkrét halmazok egy G osztalya, akkor azt mondjuk, hogy G € G egyértelmii a G
osztdlyban (adott vetiiletekre valé tekintettel), ha nincs G-t8l kolonbozé G’ € G halmaz ugyana-
zokkal a vetiiletekkel. A diszkrét tomografia harom alapvetd problémaval foglalkozik. Egy adott G
halmazosztdly és egy tetszéleges £ = (v1,...,v4) g darab racsirdnyt tartalmazé halmaz esetén ezek
az alabbi médon foglamazhaték meg.

KONZISZTENCIA (G, L)
Példany: Adottk=1,...,q-ra egy p(k) . L) Ny flggvény.

Feladat:  Déntsiik el, hogy létezik-e F € G dgy, hogy P\ = p®) k=1,... ¢-ra

REKONSTRUKCIO(G, L)
Példany: Adottk=1,...,¢q-raegyp® . £ — Ny fiiggvény.

Feladat:  Konstrualjunk egy F' € G diszkrét halmazt ugy, hogy PI(;)’“) =p®) k=1,... ¢ra

EGYERTELMUSEG(G, L)
Példany: Egy F €g.

Feladat:  Dontsiik el, hogy F' egyértelmii-e a G osztalyban az L-beli irdnyokban vett vetiileteire
valo tekintettel.

Ebben a tézisben két specidlis iranyhalmazt hasznédlunk, melyek £5 = {(1,0),(0,1)} és L4 =
{(1,0),(0,1),(1,1),(—1,1)}. Az egyszeriiség érdekében bevezetjiik a H(F') = (hy,...,hp), V(F) =
(V1,...,vn), D(F) = (d1,...,dmsn+1) és A(F) = (a1,...,amin—1) jeloléseket, rendre az F
diszkrét halmaz (1,0), (0,1), (1,1), és (—1,1) iranybdl vett vetiileteinek leirdsdra. Ezekre dgy fo-
gunk hivatkozni, mint az adott halmaz horizontalis, vertikalis, diagonalis és antidiagonalis vetliileteire.
Hasznélni fogjuk egy diszkrét halmaz kumulélt vektorait is. Ezek a H = (hy,..., hp), V = (01,...,n)
D = (cﬁl&,.”’cszrn_l) és A = (a1,...,amen—1), vektorokkal adhaték meg és a h; = Zle hi,
Uy =0 o, dp =) dy és @y = YO, a; osszefiiggésekkel definiltak.

Ebben a tézisben a REKONSTRUKCIO(G, L) és EGYERTELMUSEG(G, L) feladatokat vizsgaljuk
kilonboz6 G halmazosztalyok esetén az Lo és L4 iranyhalmazok hasznalataval. A rekonstrukcié
megkonnyitése éredekében mindig feltételezni fogjuk, hogy a rekonstrudlandé diszkrét halmaznak
valamilyen geometriai tulajdonsdgai vannak: osszefliggd, konvex, vagy iranyitott.

Egy F diszkrét halmaz két pontja, P = (p1,p2) és Q = (q1,q2), 4-szomszéd, ha |p1 — q1| +
lp2 — q2] = 1. A P és @ pontok 8-szomszédok, ha 4-szomszédok vagy (|p1 — q1| = 1 és |p2 —
@ =1). A Py,..., P kiilonbozé pontokbdl &ll6 sorozat 4/8-it a Py pontbdl a Py, pontba egy F'
diszkrét halmazban, ha a sorozat minden pontja F-ben van és P, és P, 4/8-szomszédok minden
l=1,... kesetén. Egy F diszkrét halmaz 4/8-0sszefiiggé ha F' barmely két pontja kozott van F-beli
4/8-at. A 4-Gsszefiiggd halmazt poliomindnak is hivjdk. Ha egy diszkrét halmaz nem 4-Gsszefiiggd,
akkor tobb poliomindbdl all. F' maximalis 4-0sszefliggd részhalmazai F' egyértelmiien meghatarozott
particiondlasat adjak. I’ egy maximalis 4-0sszefliggd részhalmazat F' egy komponensének nevezziik.

Egy F diszkrét halmaz konvex a v = (a,b) irdny mentén, ha barmely két (i1, j1) € F és (i, jo) €



F pontra, ha (i2, j2) = (i1, j1)+k-v valamely k € Z-re, akkor (i1, j1)+t-v € F mindent € {0,..., k}-
ra teljesiil. Specidlisan a diszkrét halmaz horizontélisan /vertikélisan/diagonalisan/antidiagonalisan
konvex, ha konvex az (1,0)/(0,1)/(1,1)/(—1,1) mentén, ebben a sorrendben. Ha egy diszkrét hal-
maz horizontalisan és vertikalisan is konvex, akkor hv-konvexnek nevezzuk. Vezessiik be a HV és Sé
jeloléseket a hv-konvex és a hv-konvex 8- de nem 4-0sszefuggd diszkrét halmazok osztalyaira.

Egy adott P = (p1,p2) pontra a P koriili négy kvadrdnst az aldbbi halmazokkal definidljuk

Ro(P)={Q=(q1,@2) |an <p1, @ <p2},
Ri(P)={Q=(q1,2) | a1 > p1 . @ <p2}, 1)
Ry(P)={Q=(q1,@2) |laa >2p1, @ >p2},
R3(P)={Q=(q1,92) | a <p1, q2>pa}.

Egy F diszkrét halmaz Q-konvex, ha Ry(P) N F # () minden k € {0,1,2,3}-re valé teljeslilése
magaval vonja, hogy P € F is teljesil. A tobb komponensbdl allé6 Q-konvex halmazok osztalyat
Q’-vel jeldljiik.

Egy F diszkrét halmazbeli 4-(t egy északkelet it (réviden EK-iit) a Py pontbdl a P, pontba,
ha az Ut minden P, pontja északra vagy keletre van a FP;_; ponttél minden [ = 1,...,t esetén. A
DNY-, DK-, ENY-utak hasonléan definialhaték. Az F diszkét halmaz EK—irény/’tott, ha F-nek van
egy kitlintetett pontja, amit forrasnak neveziink, ugy, hogy abbdl F' barmelyik pontjdba vezet EK-t.
Hasonlé definicidok adhaték a DNY-, DK-, és ENY—irényl’tottségra is. Egyszerlien azt is mondjuk, hogy
egy diszkrét halmaz irdnyitott, ha EK-, DNY-, DK-, vagy ENY-iranyitott. Egy adott (a, b) racsiranyra
az olyan EK—irényl'tott poliomindk halmazat, melyek konvexek az (a,b) irdny mentén DCPgﬁ)—vel
fogjuk jelolni.

(Nem)-egyértelmiiségi eredmények iranyitott poliomindkra

Tekintsuk azt a problémdt, amikor egy poliominét szeretnénk rekonstrudlni annak horizontdlis és
vertiklis vetiileteibdl. A [12] cikkben bizonyitdst nyert, hogy ha feltételezziik, hogy a poliominé konvex
a horizontalis vagy a vertikélis irdny mentén és EK-irdnyitott is, akkor a fenti probléma megoldésa
egyértelmiien meghatdrozott. Késobb egy algoritmust is megadtak ilyen tulajdonsdgi m x n méreti
poliomindk horizontdlis és verikalis vetiiletekbdl valé O(mn) idében torténd elballitdsara [17]. A [12] és
[17] cikkek eredményei altalanosithaték DK-, ENY- és DNY-iranyitott horizontalisan vagy vertikalisan
konvex poliomindkra is. Ezeket az egyértelmiiségi és rekonstrukcidos eredményeket a kovetkezo tételben
foglalhatjuk ossze.

Tétel 1 [12; 17] Barmely horizontalisan vagy vertikalisan konvex irdnyitott m x n méretii poliominé
egyértelmiien rekonstrudlhato a horizontalis és vertikalis vetiileteibSl és a forrasabol O(mn) id6ben.

Most azt fogjuk megvizsgalni, hogy a Tétel 1 altalanosithaté-e mas irdnyokban konvex irdnyitott
poliomindkra is. Megnézziik, hogy a konvexitds irdnyanak valtoztatasa miként befolyasolja a lehetséges
megolddsok szdmdt. Habar csak EK—irényftott poliomindkkal fogunk foglalkozni, kézenfekvé mdodon
hasonlé eredményeket kaphatunk DK-, ENY- és DNY-irdnyitott poliomindkra is.

Elészor az diagondlisan konvex EK—irényl'tott poliomindkra koncentrdlunk, azaz a DCP?{E) 0sz-

talyra. Az aldbbi egyszer(i lemma tetszbleges EK-irényl'tott poliomindra igaz.



Lemma 1 Legyen D egy EK-irdnyitott poliominé H(D) = (hi,. .., hy) é V(D) = (v1,...,v,)
vetliletekkel. Akkor (m,j) € D akkor és csak akkor, ha 1 < j < hy,, és (i,1) € D akkor és csak
akkor, ham —v1 <1 <m.

Most tekintsunk egy tetszoleges D & DCP?{E) poliominét. A Lemma 1 alapjan a D poliominé
egy I’ részhalmaza (mely D els6 oszlopanak és utolsé soranak Osszes elemét tartalmazza) a hy, és vg
komponensek altal meghatdrozott. A kovetkezo lemma alapjan D tobbi eleme pedig meghatarozott
az F' halmaz altal.

Lemma 2 Legyen D € DCP?{E), FcDés(i,j)e{l,...,m—1} x{2,...,n} egy olyan pozicid,
hogy minden (i',j') # (i,j)-re ha i’ > i és j' < j, akkor (i',j') € D « (i,j') € F. Ekkor
it Jij <vj és Zi;ll fit < h; sziikséges és elegendd ahhoz, hogy (i,j) € D teljesiiljon.

Azaz ha D € DCP?{E), akkor a Lemma 1 alapjan D elsé oszlopa és utolsé sora egyértelmiien
meghatdrozott v és hy, altal, tehat a D poliominé egy F' részhalmaza megtaldlhaté (mely D elsd
oszlopabdl és utolsé sorabdl all). Ekkor az (m — 1,2) poziciéra a Lemma 2 feltételei teljestilnek. Ezért
ezen lemma alkalmazdsasval megéllapithatd, hogy az (m — 1,2) pozicié D-hez tartozik-e, és ha igen,
akkor ezt hozzdvesszik F-hez, azaz F = F'U {(m — 1,2)} lesz. A poziciékon a bal alsébdl a jobb
fels6 felé haladva F' ily médon mindig teljesiteni fogja a Lemma 2 feltételeit, igy a fenti eljards mindig
megismételheto. Az eljards befejeztével azt kapjuk, hogy F' = D. A konstrukcid az egyértelmiiséget
is garantdlja. Tehat kimondhatjuk a kovetkezo tételt.

Tétel 2 Legyen H € N™ ésV € N". ADCP\'}) osztdlyban legfeljebb egy olyan D poliomind van,
melyre H(D) = H és V(D) = V.

Tovabba egy algoritmus (DCP algoritmus) is leirhatd, mellyel a DCP(\’}) osztélyban adott hori-
zontalis és vertikalis vetiiletekkel lehetségesen létezd poliominé eléallithaté O(mn) idében.

Azonban a Tétel 2-vel szemben azt taldljuk, hogy drasztikus valtozas kovetkezik be a lehetséges
megoldasok szdmaban, ha a diagonalis konvexség helyett antidiagondlisat feltételeziink.

Tétel 3 Bizonyos vetiiletek esetén a DCP?L b; 1) osztalyban exponencialisan sok poliominé lehet

ugyanazzokkal a horizontalis €s vertikalis vetiiletekkel.

A Tétel 2 és Tétel 3 alapjan elég nyilvanvalé, hogy a konvexitds iranya fontos szerepet jatszik
annak meghatarozasaban, hogy fellép-e bizonytalasdg a rekonstrukcid soran. Azt is beldthatjuk, hogy
a Tétel 3 &ltaldnosithaté olyan poliomindkra is, melyek egy tetszéleges d ¢ {(1,0),(0,1),(1,1)}
rdcsirany mentén konvexek.

Tétel 4 Legyen d = (a,b) egy olyan rdcsirany, hogy d ¢ {(1,0),(0,1),(1,1)}. Bizonyos vetiiletek
esetén a DCP@% osztalyban exponencialisan sok poliomind lehet ugyanazokkal a horizontalis és
vertikalis vetiiletekkel.

Azt is meg kell emliteni, hogy a Tétel 2 és Tétel 4 alkalmazasdval az eredményeinket tovabb
altalanosithatjuk olyan EK—ira’nyl'tott poliomindkra, melyek tetszoleges véges vagy bizonyos végtelen
racsirany-halmazok osszes irdnya mentén konvexek.

Az iranyitott poliomindk egyértelmiiségével és nem-egyértelmiiségével kapcsolatos elméleti ered-
ményeink, valamint a rekonstrukcids algoritmus a [1] cikkben lett publikdlva.
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Q-konvex nem 4-0sszefiiggod diszkrét halmazok rekonstrualasa

A Q-konvexek osztdlya egyik a legbovebb olyan osztalyoknak, melyekben a rekonstrukcié mar két
vetiiletbdl polinomidlis idében végrehajthaté. A [11] cikkben bizonyitdst nyert, hogy a horizontalis és
vertikélis irdnyok mentén Q-konvex halmazok a horizontilis és vertikalis vetiiletekbél O(N*log N)
idében rekonstrualhaték (ahol N = max{m,n}). A tézisben egy gyorsabb algoritmust ismertetiink
erre az osztdlyra abban az esetben, ha azt is tudjuk elézetesen, hogy a rekonstrudlandé Q-konvex
halmaz kett6 vagy tobb komponensbdl all.

ltt egy fontos észrevétel az, hogy egy tetszdleges Q’-beli halmaz esetén a komponensek legkisebb
befoglalé téglalapjai (LBT) csak két lehetséges méddn helyezkedhetnek el. Az esetleges iires sorok és
oszlopok figyelmen kivil hagydsaval a jobb alsé és bal felsé, vagy a bal alsé és jobb fels6 sarkaikkal
csatlakoznak egymdshoz. Az el6bbi esetben azt mondjuk, hogy a halmaz ENY tipusd, az utébbi
esetben azt, hogy EK tipusd. A kovetekez6 lemma a komponensek irdnyitottsagardl szdl, mely a
halmaz tipusatdl fiigg.

Lemma 3 Legyen ' € Q', melynek komponensei Iy, ..., F} (k>2). Ha F ENY/EK tipusd, akkor
Fi,...,F,_q rendre ENY/EK—/ra’nyftott és Iy, ..., Fy rendre DK/DNY-irdnyitott.

Most megmutatjuk, hogyan reprezentdlhatunk egy Q’-beli halmazt. Az aldbbi kovetkezményt fo-
galmazhatjuk meg.

Koévetkezmény 1 Legyen F' € Q', melynek komponensei F1, ..., F}),. Ekkor léteznek egyértelmiien
meghatdrozott 0 < 11 < --- < i = m sorindexek és 0 < 71 < --- < jr < n oszlopindexek gy, hogy
minden |l = 1,... k-ra (k > 2) (i;,j;) az F; komponens LBT-janak jobb alsé pozicidja, ha F’ ENY
tipusd és (i, jp—1+1) az F) komponens LBT-janak bal alsé pozicidja, ha F EK tipusd.

Az F tipusatdl figgden legyen

O — {G,5) | l=1,...,k—1}, ha F ENY tipusu, 2)
E7Y {6, jss1) | 1=1,...,k— 1}, ha F EK tipusu,
ahol 41,...,7; és J1,...,Jr a Kovetkezmény 1-ben emlitett egyértelmiien meghatarozott indexeket

jelolik. Nem nehéz [atni, hogy Cr az Fi,..., Fr_1 ENY—/EK—ira’nyftott komponensek forrdsaibdl
all, ha F ENY/EK tipusi. Cr barmely elemének ismerete hasznos a Q' osztélybeli rekonstrukcié
szempontjabdl, ahogy azt a kovetkezé tétel is éllitja.

Tétel 5 Barmely F' € Q' egyértelmiien meghatdrozott a Q' osztalyban a horizontalis és vertikalis
vetliletei, a tipusa és C'r egy tetszéleges eleme altal.

A Tétel 5 alapjan az F' Q-konvex halmaz rekonstrualhaté a horizontélis és vertikalis vetiileteibdl,
ha ismerjik a tipusat és Cr legaldbb egy elemét. A Cp-beli elemek megtaldldasahoz F' kumulalt vek-
torait hivjuk segitségiil. Azt mondjuk, hogy az (i,j) € {1,...,m — 1} x {1,...,n — 1} pozicié
egy ENY tipusd egyenlbségi pozicioja F-nek, ha E = v;. Hasonlé mdédon azt mondjuk, hogy
(i,5) € {1,...,m} x{2,...,n+ 1} egy EK tipusti egyenléségi pozicidja F-nek, ha h; = U, — U;_1.
Jeldljiik F ENY/EK tipust egyenl6ségi pozicidinak halmazat LYW /LN _vel. Bebizonyithaté, hogy
I egyenlOségi pozicidinak halmazai és a forrasokat tartalmazé C'r halmaz kozott szoros kapcsolat all
fenn. Nevezetesen C'r C ng ha F ENY tipusi és C'p C LgE ha F EK tipusd.
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A fenti eredményeket felhaszndlva leirhaté egy olyan algoritmus, mely Q'-beli halmazokat rekon-
strudl azok horizontdlis és vertikalis vetiileteib6l. Ezt az algoritmust 2-RECQ’-nak neveztiik el és
lényegében azt csindlja, hogy ellendrzi az Osszes egyenlGségi pozicidt, hogy az lehet-e forrdsa egy
komponensnek. Ezt egyszerlien ugy végzi el, hogy megprébalja rekonstrudlni a komponenseket a
feltételezett (vagy valddi) forrdsokbdl. Ami a 2REC-Q’ algorimus komplexitasat illeti, a kovetkezét
allithatjuk.

Tétel 6 A 2-RECQ’ algoritmus a REKONSTRUKCIO(Q', L) feladatot O(mn - min{m,n}) idében
oldja meg. Az algoritmus az osszes adott vetiiletekkel rendelkez8 Q'-beli halmazt megtaldlja.

Néhany tovabbi lemmdval az is bebizonyithatd, hogy a Sg-beli halmazok majdnem olyan tulaj-
donsagiiak, mint a Q’-beliek. Az egyetlen kiilonbség az, hogy a Q’-beli elemek komponensei lehetnek
szeparaltak (azaz lehet iires sor és/vagy oszlop az egymdst koveté komponensek kozdtt), mig az
S{-beli halmazok komponensei mindig 8-Osszefiiggéek. Azaz

Tétel 7 S, C Q.

Tétel 7 azonnal magdval vonja, hogy a REKONSTRUKCIO(S§, L2) feladat is megoldhaté O(mn -
min{m,n}) idében. Meglepd mddon azonban a rekonstrukcié hatékonyabb lehet, ha a Q’-beli rekon-
strudlandd halmazrdl feltessziik, hogy nem 8-0sszefiiggd (azaz van legaldbb egy lires sora vagy oszlo-
pa). Tovabba ebben az esetben a bizonytalansig csak a halmaz tipusaval kapcsolatban léphet fel, igy
igaz a kovetkez6

Tétel 8 A REKONSTRUKCIO(Q'\S{, L) feladat megoldhaté O(mn) id6ben. A megolddsok szima
legfeljebb ketto.

A [10] cikkben egy olyan algoritmust (Algoritmus C) kozoltek, melynek legrosszabb esetben a
futasi ideje O(mn - min{m?,n?}) és atlagos futasi ideje az eddigi legjobb a hv-convex 8-sszefiiggd
halmazok rekonstrualdsdra, amennyiben két vetuletet haszndlunk. Annak érdekében, hogy osszeha-
sonlithassuk ennek és a 2-RECQ’ algoritmusnak az 4tlagos futdsi idejét a S§ osztdlyon, ebbdl az
osztalybdl egyenletes eloszlds mellett generdltunk halmazokat. Ezt a [10]-ben kozolt eljards egy ki-
csit médositott valtozatdval tettik meg. A kisérletiinkben a generdlt halmazok kilonbozo méretiliek
voltak, de mindegyik teszt adathalmaz 1000 darab ugyanolyan méretii hv-konvex 8-0sszefuiggo, de
nem 4-osszefliggd diszkrét halmazt tartalmazott. Ezek utan a halmazokat mindkét algoritmussal rekon-
strualtuk. A masodpercben vett atlagos futdsi idoket az 1. tablazat mutatja. Ezen eredmények alapjan
elmondhatd, hogy az dltalunk kidolgozott algoritmusnak nemcsak a legrosszabb eset komplexitasa jobb
(Iasd Tétel 6), de az atlagos futasi ideje is sokkal jobb volt a 6t teszthalmaz mindegyikén.

Algoritmusunk eredeti formajaban a hv-convex 8- de nem 4-osszefiiggé halmazok rekonstrualdsara
lett kidolgozva [3]. Az a vdltozat, mely Q'-beli halmazokat is rekonstrudl, a [2] kényvben taldlhato.
Az algoritmus alapjat képezd elméleti megfontolasok a [4] cikkben lettek részletesen kozélve.

Rekonstrukcidé négy vetiletbdl

Szamos eredmény ismert olyan rekonstrukcids feladatokkal kapcsolatban, melyek csupan két vetiiletet
haszndlnak. A harom vagy anndl tobb vetiiletbdl torténé rekonstrukcié elmélete azonban jelenleg még
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1. tabldzat. A 2-REC8' algoritmus és a [10]-ben kozolt Algoritmus C &tlagos futdsi ideje
masodpercekben az ot teszthalmazon

’ Méret n x n \ 2-REC8’ \ C ‘
20 x 20 0.000272 0.011511
40 x 40 0.001064 0.032524
60 x 60 0.002597 0.065897
80 x 80 0.004746 0.116505
100 x 100 0.007831 0.178633

messze nem kidolgozott. A kovetkezékben leirunk egy olyan eljarast, mely négy vetiiletet hasznal olyan
diszkrét halmazok rekonstrudldsara, melyek legaldbb két komponenshdl dllnak. Az algoritmusunk egy
specialis diszjunkt komponensekbdl allé halmazosztalyon dolgozik, a felbonthaté halmazok osztalyan.

Ha adott két diszkrét halmaz, C' és D, melyeket a C' = (¢ij)mixns €5 D = (dij)myxn, bindris
matrixok reprezentdlnak, akkor azt mondjuk, hogy az F' = (fl-j)m3an bindris matrix 4ltal reprezentalt
F diszkrét halmazt C-nek D-hez val6 északnyugat ragasztasaval (roviden ENY ragasztdsaval) kapjuk,

ha
R C o
FZ(O D) G)

agy, hogy ms > mj + mo and n3 > ny + no. Ha C' egy komponensbdl all, akkor azt mondjuk, hogy
C az F ENY komponense. EK, DK, és DNY ragasztasok és komponensek hasonléan definialhatok.

F' két komponense, F és Iy diszjunktak, ha Fy és F5 sorindexeit és oszlopindexeit tartalmazé
halmazok is diszjunktak. Azt mondjuk, hogy a k& (k > 2) komponensbdl all6 F' diszkrét halmaz
felbonthatd, ha az alabbi harom tulajdosdg mindegyike teljesiil:

(o) F komponensei a horizontalis és vertikalis vetiileteikbdl polinomialis idében egyértelmiien rekon-
strudlhaték abban az osztalydban, mely az osszes poliominét tartalmazza,

() a komponensek legkisebb befoglalé téglalapjainak (LBT) sor és oszlopindexibdl képzett halmazai
paronként diszjunktak,

(v) ha k > 2, akkor F-et egy komponensnek egy k — 1 komponensbél 4ll6 felbonthaté diszkrét
halmazhoz valé ragasztasaval kapjuk, a négy ragasztdsi miivelet valamelyikével.

Tulajdonképpen az («) tulajdonsdg &ltaldban nem teljesiil. De élhetiink azzal a megszoritassal,
hogy a komponensek egy olyan C osztalybdl szarmazzanak, melyben minden poliominét egyértelmiien
meghatdroznak a horizontdlis és vertikalis vetliletek. Ebben az esetben, ha sziikséges, akkor hangsu-
lyozzuk, hogy a diszkrét halmaz a C osztalyra valé tekintettel felbonthaté. Egy felbonthatd diszkrét
halmaz tipusa teljesen hasonléan definidlhaté, mint egy Q’-beli halmazé. Ha az lires sorok és oszlopok
elhagydsaval az F' felbonthaté diszkrét halmaz komponenseinek LBT-jai a jobb alsé és bal felsé (bal
alsé és jobb felsd) sarkaikkal kapcsolédnak egymashoz, akkor F ENY (EK) tipusd. A (C osztélyra valé
tekintettel) felbonthaté diszkrét halmazok osztalyat DEC (DEC,) jeldli. Tovabba bevezetjik a SV
és SVE jeloléseket az ENY/EK tipusti felbonthaté diszkrét halmazok osztélyaira.

A felbonthaté diszkrét halmazok egy leirdsa a kovetkez6 lemma segitségével lehetséges.



Lemma 4 Az F' diszkrét halmaz akkor és csak akkor felbonthato, ha kielégiti az (o) tulajdonsagot
és létezik egy olyan diszkrét halmazokbdl 46 FY ... F*) (k > 2) sorozat, hogy FW) egy kompo-
nensbdl 4ll, F¥) = F, és barmely | = 1,... .k — 1-re FU+D) gt ugy kapjuk, hogy egy komponenst
ragasztunk F)-hez a négy ragasztdsi miivelet valamelyikével.

Egy adott I’ € DEC diszkrét halmazra a fenti lemma altal szolgaltatott sorozat nem egyértelmiien
meghatdrozott, de barmely ilyen sorozatot az F' halmaz egy ragasztasi sorozatanak neveziink. Azt is
belathatjuk, hogy minden F' € DEC halmazhoz egyértelmiien létezik egy j egész lgy, hogy minden
FO . F(®) — F ragasztési sorozat esetén FU) ugyanaz, F) ¢ SNW USNE &s j = k vagy
FUtl) ¢ SNW (JSNE Az egyéretelmilen meghatérozott F(9) halmazt az F' halmaz kézéppontjanak
nevezziik és C'(F')-fel jeldljik.

Az (a) és () tulajdonsigok alapjan egy felbonthaté diszkrét halmaz rekonstrukcidja soran ele-
gendd beazonositani a komponensek LBT-jait. A kovetkezokben csak ENY komponensekkel foglal-
kozunk, de az eredmények konnyen mddosithaték EK, DK és DNY komponensekre is. El8szor egy
szlikséges feltételt adunk az ENY komponens LBT-janak megtaldlasara.

Lemma 5 Legyen ' € DEC. Ha (i,j) az F ENY komponensének Jjobb alsé pozicidja, akkor i a
legkisebb olyan egész, melyhez létezik olyan j egész hogy h; = v; = a;+j—1 > 0 és a;4j = 0.

Sajnalatos médon a Lemma 5 dltaldban nem szolgaltat elégséges feltételt az ENY komponens LBT-
janak beazonositasdhoz. A kovetkezd tétel segitségével azoban megallapithaté, hogy a felbonthaté
diszkrét halmaznak van-e ENY vagy DK komponense.

Tétel 9 Legyen C poliomindk egy tetszbleges osztalya, melyben a poliomindk egyértelmiien rekon-
strualhatok a horizontalis és vertikalis vetlleteikb6l polinomialis idében. Legyen FF € DECy és
H(F) = (h1,...,hm), V(F) = (v1,...,0,) é A(F) = (a1,...,amsn-1). Ha (i,]j) kielégiti a
Lemma 5 sziikséges feltételeit dgy, hogy létezik egy P € C poliomind, melyre H(P) = (hy, ..., h;),
V(P) = (v1,...,v5) és A(P) = (a1,...,ai+j—1), akkor P az F ENY komponense vagy/és F-nek
van DK komponense. Ha nincs ilyen pozicid, akkor F'-nek nincs ENY komponense.

Ha az F felbonthaté diszkrét halmaz eleme az SNW /SNE osztalynak, akkor Tétel 9 ENY/EK
verzidjdnak segitségével megtaldlhaté F ENY/EK komponensének LBT-ja. Ez azt jelenti, hogy ha
egyszer F' kozéppontja korul minden komponenst lebontottunk, akkor a Tétel 9 magdnak a kozép-
pontnak a rekonstruéldsira mar hatékony eszkézt ad. A kovetkezd tétel alapjan F ENY komponense
akkor is megtaldlhaté (ha egyaltalan létezik), ha F € DEC \ (SNW USNE).

Tétel 10 Tegyiik fel, hogy ' € DEC\ (SNW USNE) és az (i, j) pozicid kielégiti a Tétel 9 feltételeit
egy P poliominéval. Tovabbd legyen {iy,... is} x {j1,...,j2} a C(F) LBT-ja. P F-nek ENY
komponense akkor és csak akkor, ha létezik i' € {iy,...,io} dgy, hogy i < i’ vagy létezik j’ €
{J1,- -, 2} dgy, hogy j < j'.

A fenti sziikséges és elegendé feltétel alkalmazasaval megtervezhetd egy algoritmus (4-RECDEC
algoritmus), mely felbonthaté disztkért halmazokat rekonstrudl azok horizontilis, vertikalis, diagondlis
és antidiagonalis vetiileteibdl. Ez az algoritmus a diszkrét halmazt komponensenkét rekonstrudlja. A
komplexitdsat illetéen a kovetkezo tétel mondhaté ki.



Tétel 11 Legyen C poliomindk egy olyan osztalya, melyben az 6sszes poliominé egyértelmiien rekon-
strudlhatd a horizontalis és vertikalis vetiiletekbdl polinomidlis (mondjuk O(f(m,n)) idében. Akkor
a 4-RECDEC algoritmus a REKONSTRUKCIO(DECe, L4) feladatot O(min{m,n} - f(m,n)) idében
oldja meg. Az algoritmus a DEC; osztaly 6sszes adott vetiiletekettel rendelkezé elemét megtalalja.

Az is bizonyithatd, hogy minden legaldbb két komponensbdl allé Q-konvex halmaz felbonthaté is.
|gazabd| ezen osztalyok kozdtt az Osszefiiggés még erésebb, mépedig @' € SMW U SVE. Ennek a
kapcsolatnak fontos kovetkezménye van a Q' osztdlyban a négy vetiiletbdl torténd rekonstrukcidra
vonatkozdlag.

Kovetkezmény 2 A REKONSTRUKCIO(Q', L4) feladat megoldhaté O(mn) idében. A megoldés a
Q' osztdlyban egyértelmiien meghatarozott.

A fenti megéllapitas és Tétel 7 egyenes kovetkezménye az aldbbi.

Kovetkezmény 3 A REKONSTRUKCIO(Sg, L4) feladat megoldhats O(mn) idében. A megoldds a
8§ osztdlyon beliil egyértelmiien meghatarozott.

Most nézziik meg, hogyan alkalmazhaté a dekompoziciés technika hwv-konvex halmazok négy
vetlletbdl torténd rekonstrudldsara. Eloszor vizsgaljuk meg a HY N DEC osztalyt, azaz a hv-konvex
felbonthaté diszkrét halmazok osztalyat. A kovetkezo tétel azt mondja ki, hogy ebben az osztalyban
a rekonstrukcié polinomidlis idében megoldhaté.

Tétel 12 A 4-RECDEC algoritmus a REKONSTRUKCIO(HVNDEC, L) feladatot O(mn-min{m3 n3})
id6ben oldja meg. Az algoritmus a HV N'DEC osztaly 6sszes megadott vetiiletekkel rendelkezé elemét
megtalalja.

Azaz az osszes olyan hv-konvex felbonthaté halmaz megtaldlhaté polinomidlis idében, melyeknek
horizontalis, vertikdlis, diagonalis és antidiagonalis vetlletei a megadottakkal megegyeznek. Ez persze
azt is jelenti, hogy csak polinomidlisan sok megoldds lehet. A kovetkezd tétel azt a kérdést vélaszolja
meg, hogy szukséges-e négy vetulet ahhoz, hogy csak polinomidlisan sok megolddsunk legyen.

Tétel 13 Bizonyos H, V és D vektorok esetén exponencidlisan sok hv-konvex felbonthatd diszkrét
halmaz lehet ugyanazokkal a H horizontalis, V' vertikalis és D diagonalis vetliiletekkel.

Sajnos a 4-RECDEC algoritmus nem alkalmas a KONZISZTENCIA(HY N DEC, L4) feladat
megviélaszolasasra. El6fordulhat ugyanis, hogy az algoritmus egy olyan hu-konvex halmazt rekon-
strudl, melynek vetiiletei valdban megegyeznek az el6irtakkal, de az («) tulajdonsdg esetleg nem
teljesul, azaz nem minden komponens egyértelmiien meghatarozott. Természetesen ebben az eset-
ben a rekonstrudlt diszkrét halmaz nem eleme a HV N DEC osztélynak. Ez a 'probléma’ azonban
hasznunkra fordithaté egy olyan gyors és pontos rekonstrukcids heurisztika (4-RECHV algoritmus)
megtervezésére, mely a hv-konvexek egy, a felbonthatékndl bévebb részosztalydban alkalmazhaté.
A 4-RECDEC algoritmus médosithaté dgy, hogy olyan huv-konvex halmazokat is rekonstrudlhassunk,
melyek a () és () tulajdonsdgokkal rendelkeznek, de az («) tulajdonsdggal nem feltétleniil.

Annak érdekében, hogy a 4-RECHV algoritmus gyorsasagat és pontossagdt megallapithassuk a
kovetkezd kisérleteket végeztiik el. Ot teszthalmazt generaltunk, mindegyik 1000 huv-konvex, (3) és



2. tablazat. A 4-RECHV algoritmus pontossaga és atlagos futdsi ideje az ot teszthalmazon

’ Test \ #korrekt mo. \ #inkorrekt mo. \ #nincs mo. \ id6 (s) ‘
Test 1 939 14 47 0.600
Test 2 891 27 82 0.847
Test 3 851 41 108 2.322
Test 4 998 0 2 0.660
Test 5 994 0 6 5.676

(7) tulajdosdgu, k komponensbél all6, n x n méretli hdiszkrét halmazt tartalmazott, bizonyos fix
k-ra és n-re. Ezek a paraméterek a kovetkezoképpen lettek megvalasztva. Teszt 1: k = 10, n = 5;
Teszt 2: £k = 20, n = 5; Teszt 3: k = 30, n = 5; Teszt 4: £ = 10, n = 10; Teszt 5: k = 20,
n = 10. A 2. tdblazat mutatja az ot teszthalmazon mért atlagos futdsi idoket, valamint a korrekt
(az eredeti diszkrét halmazzal megegyz6) és inkorrekt (az eredeti halmaztdl eltéré, de ugyanolyan
vetiiletekkel rendelkezé) megolddsok szdmat. Ezekbdl az eredményekbdl megallapithatjuk, hogy a
4-RECHV heurisztikanak mind futdsi id6 mind pontossdg szempontjabdl j6 a teljesitménye.

A felbonthatésag fogalma és a dekompozicics technika az [5; 8] cikkek eredménye. A technika
kiilénbéz8 osztalyon valé alkalmazhatésagat a [2; 5; 9] munkakban vizsgédltuk. A hdrom vetiiletre
vonatkozd bizonytalansdgi eredmény és a rekonstrukcids heurisztika kidolgozdsa a [6] cikkben kertilt
publikalasra.

hv-konvex diszkrét halmazok véletlenszerii generalasa

Az elmult évek sordn a hwv-konvex diszkrét halmazok osztdlya a kiilonbozé egzakt vagy heurisztikus
rekonstrukcids algoritmusok statisztikai indikatorava valt, melynek segitségével jellemezheto egy adott
algoritmus hatékonysaga sebesség, pontossag, stb. alapjan. Ez annyit tesz, hogy a kidolgozott tech-
nikdkat ezen az osztalyon tesztelik.

Sajnalatos médon a teriilet kutatdinak szembe kellett néznie azzal a problémaval, hogy nem volt is-
mert olyan eljards, mellyel hv-konvex halmazok egyenletes eloszlds mellett lettek volna generalhatdk,
igy a kulonbozd technikdk osszehasonlitdsa esetleges volt. A kovetkezékben bemutatunk egy algo-
ritmust, mellyel nem tdl nagy, adott méretli hv-konvex halmazok generdlhaték egyenletes eloszlds
szerint.

A [13] cikkben bizonyitast nyert, hogy az (m+1) x (n+ 1) méretii legkisebb befoglalé téglalappal
(LBT) rendelkezé hv-konvex poliomindk Py,41 n41 szdma meghatarozhaté az aldbbi formuldval

2
P _ m+n+mn 2m + 2n 2mn [(m+n (4)
mlatl = T 2m m+n m '

Mi most eldszor egy specidlis hv-konvex diszkrét halmazokat tartalmazé osztalyt vizsgdlunk meg,
melyet S’-vel jeloliink. Ennek az osztdlynak a halmazaira az teljesiil, hogy a komponenesek legkisebb
befoglalé téglalapjai mindig a jobb alsé és bal felso sarkaikkal csatlakoznak egymashoz és a halmaz
nem tartalmaz lres sort és oszlopot. Kénnyen latszik, hogy az S’-beli m x n méretii diszkrét halmazok
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S/, szdma az alabbi rekurziv formuldval szdmithaté:

S;n,n = Fmn + Z PkJ ) S;n—km—l ‘ (5)

k<m, l<n

A (4) egyenletetésa S ;= Py ;=1(j=1,...,n)valaminta S}, = P;; =1 (i = 1,...,m) kezdeti
értékeket hasznélva S, ,, O(m?n?) idében és O(mn) memériaigénnyel szamithaté dinamikus prog-
ramozdssal. Ezek alalpjan kidolgozhaté egy algoritmus (GENHV-S' algoritmus) S&’-beli adott méretii
hv-konvex diszkrét halmazok egyenletes eloszlds szerinti generdldsara. Ez az eljards a komponensek

egyenletes elsozlas szerinti generaldsara a [16] cikkben ismertetett mddszert alkalmazza.

GENHV-S’ algoritmus S’-beli halmazok egyenletes eloszlas szerinti generaldsara

Input: Az m és n egészek.
Output: Az F € 8" m x n méretii hv-konvex diszkrét halmaz.

Step 1 szdmitsuk ki S, -t;
Step 2 vélasszunk egy r szamot a [1, 5], ] intervallumbdl egyenletes elsozlds alapjan;
Step 3if (r> P, )
{r=r—"Pun
fork=1tom—1
fori=1ton—1

if ( r> Pk,l . S;n—k,n—l ) r=7r— Pk,l . S;n—k,n—l;

else hivjuk meg a GENHV-S' algoritmust m — k és n — [ paraméterekkel; }
Step 4 generaljuk a komponenseket egyenletes elsozlas alapjan;

A fenti mddszer kiterjesztheto olyan specidlis hv-konvex diszkrét halmazokra is, melyek tartal-
mazhatnak lres sorokat vagy/és oszlopkat is. Ezt az osztilyt S jeldli. Ha az m x n méretli S
osztdlyba esé diszkrét halmazok szamat S, ,-nel jelljiik, akkor egy, az (5) egyenlethet hasonld
rekurziv osszefuggést kapunk:

Sm,n = I'mmn + Z Pk,l ’ ( Z Si,j) . (6)
k<m, I<n i<m—k, j<n—I
Ezek utdn egy a GENHV-S' algoritmushoz hasonlé algoritmus adhaté meg (GENHV-S algorit-
mus), mellyel az S-beli elemek is generdlhatdk egyenletes eloszlas alapjan. Azonban némi tovabbi
megfontoldst igényel az, hogy hogyan altaldnosithaté az eljaras a teljes hu-konvex osztalyra. Az alabbi
egyszerlien bizonyithaté lemmat fogjuk hasznalni.

Lemma 6 Legyen F' egy tetszéleges hv-konvex halmaz, melynek k > 2 komponense van. Akkor
létezik olyan egyértelmiien meghatdrozott F' € S halmaz és egy egyértelmiien meghatdrozott k-
adrendii ™ permutacid gy, hogy F és I’ komponensei megegyeznek és, ha F' l-edik komponensének
LBT-ja{iy,...,ijyx{ji,- .-, Ji}, akkor F l-edik komponensének LBT-ja {iy, . .., i1} X {j=q1), - - - ,j;(l)}.

Néhany egyszerlibb valtoztatast kell végrehajtanunk a GENHV-S' algoritmuson, hogy elérjiik a
célunkat. Lényegében csak annyit kell tenniink, hogy megfeleld silyokat rendeliink az olyan S’-beli
diszkrét halmazokhoz, melyek tobb 3ltaldnos hv-konvex halmazt is reprezentdlhatnak. Az S’ ezen
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halmazai pontosan azok, melyek tobb komponensbdl dlinak. Tovdbba a Lemma 6 alapjan az is nyil-
vanvald, hogy minden ilyen & komponensbdl allé halmaz k! diszkrét halmazt reprezental.

I/gy a generalashoz haszndlt rekurziv formuldk a kovetkezdk szerint médosulnak. Jelolje HV;I(?)L
az olyan m x n méretli hv-konvex diszkrét halmazok szdmdt, melyek nem tartalmaznak lres sort és
oszlopot, és pontosan t komponensbdl allnak. Akkor HVitg.t) =0hai<tvagyj<t,6és HVZ.CS.I) =P
mindeni=1,... ,mésj=1,..., n esetén. Végiil az (5) formuldhoz hasonlé meggondolasok alapjin
t > 1 esetén a kovetkezo rekurzid teljesiil

HVio = S Puy-HVSD ot (7)

k<m, I<n

Ebben a képletben a t szorzétényezo mindig eggyel csokken, ahogy a rekurzié mélyil. Ez végil egy t!
szorzétényezot eredményez egy t komponensii halmaz esetén, ami pontosan a megkivant suly. Ezek
utdn egy egyszerli szdmitdssal kapjuk, hogy a tetszbleges, ures sort és oszlopt nem tartalmazd, mx
méret(i hv-konvex halmazok HV}, , szama

min{m,n}
HV) .= Y HVi. (8)
t=1

[gy tehat egy, a GENHV-S'-hez hasonlé generdlé eljdrast tervezhetiink a huv-konvex iires sorokat
és oszlopokat nem tartalmazé halmazok egyenletes generaldsara, figyelembe véve a Lemma 6 3ltal
megfogalmazottakat is — azaz, hogy a generdlds utolsé l1épéseként a komponensek oszlophalmazait egy
véletlenszeriien véalasztott permutacié alkalmazasdsval felcseréljiik. Azt is meg kell emlitentink, hogy a
(6) és (7) formulak segitségével kidolgozhaté a GENHV algoritmus is, mellyel mar tetszéleges — esetleg
ures sorokat, oszlopokat is tartalmazd — hv-konvex halmazok generdlhatdk egyenletes eloszlas szerint.
fgy a tetszbleges adott méretli hu-konvex halmazok szdma is meghatarozhaté egy a (8) képlethez
hasonlé formula alapjan.

Az ismertetett generald eljarasaink segitségével vizsgalhatdéva valik a hv-konvex halmazok néhdny
fontos tulajdonsdga. Annak érdekében, hogy ezekrdl statisztikai informacidkat szerezziink mind a
négy generdld algoritmussal generdltunk teszt adathalmazokat. Minden teszt adathalmaz 1000 azonos
méretli hv-konvex diszkrét halmazt tartalmazott, melyeket egyenletes eloszldsbdl valasztottunk egy
adott osztalybdl.

Az elsO vizsgalatunk a kulonbozé hv-konvex halmazosztdlyok elemeinek szaméra vonatkozott.
Bevezetve rendre a P és H)V' jeldléseket a hv-konvex poliomindk és a hu-konvex, iires sorokat és
oszlopokat nem tartalmazé diszkrét halmazok osztdlyéra, trividlisan adédnak a P ¢ 8’ ¢ S C HV és
P C S CcHV C HV tartalmazasok. Ezek ismeretében, és az adott osztilyokba esd adott keriiletii
LBT-pal rendelkezo diszkrét halmazok szdmanak meghatdrozdsaval, leirhaték az adott osztalyok re-
lativ gyakorisagai. Ezek segitségével megvalaszolhatdk olyan kérédések, hogy egy egyenletes eloszldshdl
vett hv-konvex halmaz mekkora valdszinliséggel teljesit bizonyos tulajdonsidgokat, melyek a rekon-
strukciét megkonnyithetik.

A masodik vizsgalat a hwv-konvex halmazok komponenseinek szamdra vonatkozott. Ez az in-
formacié kiilonosen hasznos lehet a hv-konvex halmazok rekonstrukciéja soran. Az S’ és S osztélyokat
illetéen azt taldltuk, hogy (egyenletes eloszlast feltételezve) egy generdlt specidlis hv-konvex diszkrét
halmaz komponenseinek varhaté szama elére becsulhetdé a halmaz méretének ismeretében. Ez alkal-
masint megsegitheti a rekonstrukciét. Kicsit részletesebben, azt taldltuk, hogy ha E¢(n) és D3(n)
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jelolik a C osztalybdl egyenletes eloszlas mellett generdlt n xn méretii diszkrét halmaz komponenseinek
szamdnak védrhaté értékét és variancidjat, akkor 100 x 100 vagy annal nagyobb méretli halmazok esetén
az Eg/(n) ~ 0.075n és D%(n) ~ 0.04n, valamint a Eg(n) ~ 0.100n és D%(n) ~ 0.06n becslések
hasznalhaték. Tovdbba mind az S’ mind az S osztdlyban és minden méretre a komponensek szdma egy
olyan normalishoz hasonlé eloszlast kovet, melynek varhaté értéke Egi(n) és variancidja D% (n) (il-
letve Es(n) és D%(n) az S osztaly esetén). Ennek ellendrzésére, két tijabb teszthalmazt generdltunk,
melyek 1000-1000 egyenletes eloszldsbdl vett S’-beli diszkrét halmazt tartalmaztak 200 x 200 valamint
500 x 500 méretben. Az 1. dbra mutatja a feltételezett normalis eloszlasok és a tapasztalati eloszlasok
kozotti kiilonbséget.

180 100

160 90 +
140
120
100
80
60
40

20

0

1. dbra. A komponensek szdmdnak eloszldsa a teszthalmazokban (folytonos vonal) és a feltételezett
normalis eloszlasok (szaggatott vonal) 200 x 200 (bal dbra) és 500 x 500 (jobb dbra) méretii S'-beli
halmazok esetén

A (7) és (8) formuldk segitségével (valamint hasonlé formuldkkal az S, S’ és HV osztalyokban)
lehetéség van a komponensek szamanak valddi eloszldsat is leirni, ha egyenletes eloszlas mellett
generalunk hv-convex HV'-beli halmazokat, mivel ebben az esetben leszdmlalhaté, hogy hany olyan
eleme van az adott osztalynak, melynek pontosan k komponense van. A 3. tablazat azon valdszin(iségi
véltozék varhaté értékeit és varianciait mutatjak, melyek egy egyenletes eloszldsbdl vett H)' illetve
‘HYV osztalybeli halmaz komponenseinek szamat irjak le a halmaz méretétdl fliggden. A HV osztalyra
a 80 x 80-nal nagyobb méretli halmazokra nem tudtunk statisztikdt késziteni a generdlé algoritmus
nagy idéigénye miatt. Ez mutatja a (taldn egyetlen) hatranyat a generdld eljdrasnak, nevezetesen,
hogy csak mérsékelten nagy halmazokra alkalmazhaté.

3. tabldzat. A komponensek szdmanak Ejpr(n) (Epy(n)) véarhatd értéke és D3\, (n) (D3 (n))
variancidja n x n méretli halmazok esetén a H)V' (HV) osztalyokban

| n | Ewv() | D) | Epv(n) | Diy(n) |
20 6.53981 0.84446 9.03570 8.12406
40 26.33821 16.00766 26.11090 9.54114
60 46.30283 12.92260 43.68220 10.00145
80 65.70631 12.05665 61.49588 10.72577
100 84.99456 11.80716 - -

200 181.53870 12.45513 - -

A fejezetben bemutatott generald eljdrdsok, illetve a statisztikdk a [7] cikkben taldlhatok meg.
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Osszegzés

Geometriai informaciék hasznalata bindris képek (diszkrét halmazok) vetiiletekbdl torténd rekon-
strukcidja soran hatékony eszkoz lehet azon problémak kikiiszobolésére, melyek abbdl adédnak, hogy
kevés a rendelkezésre allé vetlletek szdma. A leggyakrabban alkalmazott tulajdonsidgok, melyek a
rekonstrukciét megkonnyithetik: osszefliggdség, konvexség és iranyitottsag. Ha az eldallitandé diszkg-
rét halmaz csak egyet teljesit ezek kozul a tulajdonsdgok kozul, akkor a rekonstrukcié dltalaban nem
egyszerlisodik. A disszertdcidban a teljesség igénye nélkiil osszefoglaltuk a fenti tulajdonsagok leg-
gyakoribb kombinacidit, melyek gyors és megbizhatd rekonstrukciét eredményeznek.

Azt taladltuk, hogy ha a rekonstrudlandd diszkrét halmaz irdnyitott és konvex bizonyos irdnyok
mentén, akkor ez a horizontdlis és vertikdlis vetiiletekbdl egyértelmii rekonstrukciét biztosit. Ugyanak-
kor ez az eredmény rendkivul érzékeny abban az értelemben, hogy a konvexitas irdnydnak mar a legg-
csekélyebb mérték(i megvaltoztatdsa is kezelhetetlenll sok megoldashoz vezethet. Az Osszefiiggbség
és konvexitas kulonbozo valtozatainak kombinacidi szintén garantalhatjak, hogy a rekonstrukcié a
horizontalis és vertikalis vetuletekbdl polinomialis idoben megtorténjen. Ebben az esetben néhany szép
tétel adddik a lehetséges megoldasok szamaval és a rekonstrukcié bonyolultsdgaval kapcsolatban.

Arra az esetre, amikor négy vetlilet all rendelkezésre bevezettilk a felbonthatdsag fogalmat és
megmutattuk, hogy minden felbonthatd diszkrét halmaz rekonstrudlhaté a horizontélis, vertikalis, di-
agonalis és antidiagondlis vetuleteibdl polinomidlis idoben. Ez az algoritmus a disszertacié kulonosen
fontos eredménye, mivel a mai napig csak igen kevés olyan rekonstrukcids eljaras ismert, mely négy
vetiletet hasznélna. Tovdbba ez a technika alapjaul szolgalhat tovabbi, négy vetiletet haszndlé rekon-
strukcids heurisztikdk kidolgozasanak.

Emellett megoldottuk a hv-konvex diszkrét halmazok egyenletes eloszlasbdl valé generdlhatésaga-
nak problém3jat is (nem tdl nagy méretii halmazok esetén). A bemutatott médszer egyéb osztalyokra
is konnyen dltalanosithatd. A generdldé algoritmus alkalmazdsaval néhany olyan statisztikat is is-
mertettink, melyek hasznosak lehetnek hatékony rekonstrukcids algoritmusok elemzésében és ter-
vezésében.

A disszertacidban bemutatott elméleti eredmények onmagukban is érdekesek, de sokkal hasznos-
abb lehet az, hogy ezek 4ltal betekintést nyerhetlink a binaris tomografia matematikai viselkedésébe. A
bindris tomografia elméletének megismerése ugyanis elengedhetetlen ahhoz, hogy hatékony, a gyako-
rlatban is sikeresen alkalmazhatd rekonstrukcids eljdrdsokat tervezziink.

Az eredmények tézisszerii osszefoglalasa

Az aldbbiakban hat tézispontba rendezve osszegezziik a Szerzé kutatdsi eredményeit. A kutatasokbdl
szarmazd publikacidkat, valamint azok tartalmdnak az egyes tézispontokhoz valé viszonyat a 4.
tablazat tekinti at.

|. ) Egy kordbbi eredmény szerint a horizontélisan vagy vertikalisan konvex EK—irényftott poliomindk
a horizontalis és vertikalis vetuleteikbol egyértelmiien rekonstrudlhaték polinomidlis idoben. A
Szerz6 megvizsgélta, hogy a konvexitas irdnyanak valtoztatdsa milyen mddon befolyasolja a
fenti eredményt. Azt tapasztalta, hogy a fenti tétel tovdbbra is igaz marad, ha diagondlis kon-
vexitdst feltételeziink a rekonstrudlandé EK—irényl'tott poliomindrdl. A Szerz6 azt is bizonyitotta,
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I.)

[1]|[2]] [41|[5] | [6] | [7]

VI. .

4. tablazat. A tézispontok és a Szerz6 publikacidinak viszonya

hogy barmilyen mas irdnyl konvexitas feltételezése estén elofordulhat, hogy exponencialisan sok
megoldds lesz ugyanazokkal a horizontdlis és vertikdlis vetuletekkel.

A Szerzd kidolgozott egy O(mn - min{m?,n?}) legrosszabb futdsi idejii algoritmust, mely a
horizontalis és vertikalis vetliletekbol rekonstrualja az osszes azokkal a vetiiletekkel rendelkezo
olyan Q-konvex halmazt, melynek legalabb két komponense van. Az algoritmus az adott feladat
osszes megoldasat megtalalja.

A Szerz6 megmutatta, hogy a hv-konvex 8-0sszefiiggd halmazok részosztalyat képezik a Q-
konvex halmazok osztilyanak. Osszehasonlitva az altala kidolgozott algoritmust a kordabban
publikdltakkal azt taldlta, hogy a hv-konvex 8-0sszefliggd halmazok osztdlydn az nemcsak a
legrosszabb eset, de az atlagos futdsi id6 tekintetében is gyorsabb a korabbiaknal. Ezen kiviil
a Szerz6 azt is megmutatta, hogy a Q-konvex, de nem 8-0sszefliggd halmazok esetén a rekon-
strukcié a horizontalis és vertikdlis vetiiletekbdl O(mn) idében megoldhaté és a lehetséges
megoldasok szdma legfeljebb ketto.

A Szerzo6 bevezette a felbonthaté diszkrét halmazok osztélyat és egy olyan polinomialis futdsi
idej(i rekonstrukcids algoritmust adott erre az osztalyra, mely négy vetiiletet hasznal. Megvizs-
gdlta a kapcsolatot a felbonthaté és a Q-konvex halmazok osztalyai kozott és Osszegezte az
ebbdl a kapcsolatbdl adédé kovetkezményeket néhany jél ismert halmazosztély rekonstrukcids
bonyolultsdgara vonatkozélag, amennyiben a rekonstrukcié soran négy vetilet hasznalhaté.

A szerz6 megvizsgalta, hogyan terjesztheto ki a négy vetiiletet hasznalé rekonstrukcids technika
a hv-konvex halmazok osztalyra. Ezek alapjan kidolgozott egy gyors és pontos heurisztikat
olyan diszkrét halmazok négy vetiiletbol torténd rekonstrudldsara, melyek hwv-konvexek és a
komponenseik gy nevezett felbonthaté konfiguraciét alkotnak.

Egzakt vagy heurisztikus rekonstrukcids algoritmusok hatékonysagat gyakran tesztelik a hv-
konvex osztdlyon. A Szerzé bemutatott egy eljarast, mellyel ennek az osztdlynak az elemei
egyenletes eloszlas szerint generdlhaték. Ezen eljards segitségével a kilonbozo rekonstrukcids
algoritmusok pontosan Osszemérhetévé vélnak az atlagos futdsi ido tekintetében. A Szerzd
néhany fontos statisztikat is ismertetett a hwv-konvex halmazosztdlyra vonatkozdlag, melyek
osszefliggésben dllnak a rekonstrukcié nehézségével. Az ismertetett generdlé metddus konnyen
kiterjeszthetd szamos olyan diszkrét halmazokat tartalmazé osztdlyra, melyek elemeinek kom-
ponensei diszjunktak.
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