STATISZTIKA

Asszoclacio



Ismervek kozotti kapcsolatok

Statisztikai ismérvek:
m Mindsegi ismérvek

B Mennyiségi ismeérvek

m |ddbeli isméervek

® Teriileti ismérvek

Eddig a sokasagokat egy ismérv szerint elemeztik, most a
sokasagokat egyszerre két — egymassal valamilyen
kapcsolatban allé — megkllénbdztetd ismérv szerinti
csoportositasban, azaz kombinacids tablaba rendezve
vizsgaljuk. A vizsgalat célja pedig az, hogy van-e és ha van,
akkor milyen eréssegu/jellegl a kapcsolat a vizsgalt két
Ismerv kdzott.



Ismérvek kdzotti kapcsolatok

= a két ismérv (x és y) fliggetlen egymastol, ha x ismérv
szerinti hovatartozas nem ad semmiféle tébbletinformaciét az
y szerinti hovatartozasrél. (ezekkel nem kell foglalkoznunk)

(pl. golyak szama vs szlletések szama; termésmennyiség vs mozilatogatok szama);
= g két ismérv k6zott sztochasztikus osszefligges van, ha
az egyik ismérvvaltozathoz val6 tartozasbdl tendenciaszerien,
valdszinlségi jelleggel kovetkeztethetiink a masik ismérv
szerinti hovatartozasra. = Statisztika

(PI. testsuly vs testmagassag; a fold aranykorona értéke vs termés mennyisége);
» a két ismérv fliggvényszerii kapcsolatban all egymassal,
ha a vizsgalt egységek x szerinti hovatartozasanak
ismeretében teljesen egyértelmlen megmondhatd azok y

szerinti hovatartozasa is. (ezt a matematika vizsgalja)

(PI. cukorrépa termése vs gyartott cukor mennyisége; mozilatogatok szama vs
jegybevétel);



Sztochasztikus kapcsolatok

v'ok-okozat

? ok-okozat

Kulonbdzd okozati jellege lehet az egyes
Ismerveknek:

x ismérv: ok (magyarazo valtozo)
y ismérv: okozat (eredmenyvaltozo)

(pl. jbvedelemnagysag és husfogyasztas) (iskolai végzettség -
munkanélkuliség, biztonsagi 6v hasznalata — baleset sulyossaga);
Vannak olyan esetek, amikor az ismérvek

kblcséndsen hatnak egymasra, vagyis az ok-

okozati viszony nem egyértelmd, az oksag

kGlcsonos. (pl. ar és kereslet) (csaladi helyzet alakulasa -
alkoholfogyasztas)



Két valtozo oksagi kapcsolatanak feltételel

a) Az ok idbben megel6zi az okozatot
b) a kett6 k6z06tt empirikus egydttjaras van

C) ez a kapcsolat nem egy harmadik valtozo eredmeéenye



Ertelmezhet é-e a kapcsolat iranya. Ha igen, pozitiv vagy
negativ iranyu kapcsolatrol van sz6?

Nominalis skala esetén, min 6seégi jellemz éknél nem
értelmezhet 0.

1.pl. nem — dohéanyzas;

2.pl. iskolai végzettseg — beosztas;
Rangsorok, mennyiségi ism érvek esetén ertelmezhet 0.

1.pl. napi atlagos hdmerseklet — sérfogyasztas: minél
melegebb van, altalaban annal tébb sor fogy es
forditva. Pozitiv kapcsolat;

2.pl. ar és fogyasztas: minél dragabb a termék,
altalaban annal kevesebbet vasarolunk. Negativ
kapcsolat;



Valos, vagy latszolagos kapcsolatrol van sz6?

A valtozok egyuttmozgasaban, a latszolagos ok-okozati
kapcsolatban egy harmadik ismérv jatszik szerepet.

(Pl. TV eladasok szamanak novekedése vs valasok
szamanak emelkedeése)



Ismeérvek kézétti kapcsolatok

A ket ismery jellege szerint a kévetkezd
sztochasztikus kapcsolatokat killénbéztethetjllk meg:

" asszociacios kapcsolat: az egymassal kapcsolatban
allo ismervek mindseal vaav tertleti ismérvek (pl.: nem
(férfi,né) — dc}hanyzas nem - beosztas; iskolai végzettség - beosztas)

* vegyes kapcsolat: az egyik vizsgalt ismerv terlleti vagy
minosegi ismerv, a masik mennyiségi (pl.: iskolai
végzettseg -1 fére juto brutto havi jovedelem) (nem - kereset

beosztas - életkor)

= korrelacios kapcsolat: mindkét vizsgalt ismerv
mennyisegi ismerv (pl.: 1 fore juto bruttd havi  @etor - kerese
jovedelem-1 fore juto elelmiszerfogyasztas) > et s

egyszerre {6bb ismerv kdzott vizsaalhato a d6 - vizsgajegy)
sztochasztikus kapcsolat

= rangkorrelacio: mindket ismérv ordinalis mérési szintd,
vagyis sorrendi skalan mérhetd.



Ismeérvek kozotti kapcsolatok

Az asszociacio es a vegyes kapcsolat esetén egyszerre
csak ket ismérv kdzotti kapesolatot vizsgalhatjuk.

Arra keressik a valaszt, hogy a két ismerv kizott:
= van-e kapcsolat?

* ha van kapcsolat, akkor az milyen erés?

A korrelacios kapcsolat (mennyisegi ismérvek
kapcsolatanak a vizsgalata) tébb elemzési lehetdseget
biztosit, hiszen itt azt is meg tudjuk vizsgalni, hogy az egyik

ismerv milyen szamszerii hatassal van a masik (vagy tdbb)
ilsmérv alakulasara.



Flgg-e a szulletési testhossz a szlletesi sulytol?
Es forditva?
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Flgg-e az Y valtozo X-t6l?

L2
L 2
8 o895 ©
00 0’0”
'S ¢ Q‘O L 2
. N .
L4 »
¢ ’&0000
¢ 'S &/ ¢ |
* o ¥ L3
'S <&
AR A
0000 L 4 .
* e
L 2
L 2
*
g > 3 2
&
o & o PPN
<*
oo oo * 00
<& g S <
- *
L < S *
e o . ¢
L 2 “ -
XS
ﬂ 0'0 PY *
00 ~ S *
.. o o 1
<& . <o
S S
* * *
. * e *
®e <
*
<& . P
* o
S
. o DS ) S
e ~ * . e o
0¢ * oo
—l 0 o
o

80

50

20

0,5



Flgg-e az Y valtozo X-tol?




Pontdiagram

a) X es Y fliggefien egymastol
— nincs az ¥ becslésére jol
hasznalhato AX) fliggvény

c) X es ¥ kOozott negafiv irdrmnvi
— alkalmasint linearis — kap-
csolat van

b) x és ¥V kozott pozitiv irarmvi
— alkalmasint linearis — kap-
csolat van

d) X €s ¥ kozott nemiinecdris
kapcsolat van



A fuggetlenség kolcsonos

FONTOS:
Ha Y fuggetlen X-tol,
akkor X is fuggetlen Y-tol



Kontingencia tabla
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Kontingencia tabla

f_ — egyittes gyakorisagok, tényleges gyakorisag a kontingencia
L tabla | soraban és | oszlopaban

f S peremgyakornisagok, az dsszesen rovat gyakorisagai
i, Az x ismervvaliozattal rendelkezé elemek szama

f —  peremgyakorisagok, az 6sszesen rovat gyakorisagai
! az y ismervvaliozattal rendelkez( elemek szama

o= a sokasag elemeinek a szama



A szochasztikus kapcsolat er 0sségének,
Szoross aganak m érése

Altalanos séma a mutatdészamokhoz:

1
Fels 6 hatar
flggvényszer U

0 0,5
Also hatar Kdzepes
flggetlenseg erosseg



Kovetelm ény a szorossagi m éroszamokkal
szemben:

 legyen also és fels6 korlatja
0 a kapcsolat teljes hianya eseten érteke 0 legyen
 fliiggvénykapcsolat esetén érteke 1 legyen

 a mérdszam ertéke ne figgjon a megfigyelések szamatol



Asszociacios kapcsolat szorossaganak merese

1) Alternativ ismervek esetéen:

2 x 2 kontingencia tabla:

X/Y y, v, Osszesen
A fiy fy f,
X5 I f5, f
Osszesen S ; n
A két ismérv fliggetiensége esetén fll = flz
VISR b7

}/ - tfl lj;ii _]F'EL}(IAE
fiSn+fuf, “1s¥ =1

Yule —egyiitthaté (Y):



Asszociacios kapcsolat szorossaganak mérése

A Yule-mutaté tulajdonsdagai:
0<|y|<1
Y e O Teljes fliggetlenseg, a kapcsolat teljes hianya

0 < 'Y‘ < l Sztochasztikus kapesolat

‘Y‘ = 1 Flggvényszerl kapcsolat



b) YULE-egydutthato (Y)

Alternativ ismérvek eseten.
A dohanyzas tiltasaval kapcsolatban 800 6 véleménye, nemenkeénti
beosztasban




A kapcsolat kbzepesnél erdsebb, azaz: a férfiak inkabb
tamogatjak a dohanyzas engedélyezését mint a nok.



Asszociacios kapcsolat szorossaganak mérése

2) Altalanosan alkalmazhatd mutatészam (aiternativ

és ket ismérvvaltozatnal tébb valtozattal rendelkezo ismérvek esetén
egyarant): (ahol s az egyik ismérv valtozatainak, mig t a masik ismérv

valtozatainak a szamat jelenti): azaz s = sorok szama, t = oszlopok szama és

n = az ismérv valtozatok egytittes gyakorisagainak az dsszege, vagyis n = 20 =2f j
Csuprov-mutato (T):

B z° | ( ; —f*-s:f)2
I'= ahol ¥~ = :
TN TR VN (T R At & s

ik .](; ' .f,.j f, = az i-edik sor gyakorisagainak az 0sszege;
.ahol f e f; = a j-edik oszlop gyakorisagainak az 0sszege;
1 S<t;

f-e__ __ fluggetlenseg eseten feltetelezett gyakorisag a
i kontingencia tabla | soraban és j oszlopaban



Asszociacios kapcsolat szorossaganak mérése

A Csuprov-mutato tulajdonsagai:

0<T<T..,
s<t A Cramer-mutatét (C) hasznaljuk: ha
0<C <] C=T sahol T =74 T sst
Mmax
—f— 2 Eseten Y es T muiaick is alkalmazhaték, a T
§S=1= mutatd alakja ebben az esetben:
T T — |-rf"|| fn = fia o
Alternativ ismérvek B fo_l iy i s

esetén, azaz, ha



CRAMER mutato

Alapgondolat: a teljes fliggetlenségnek megfeleld

s s y 0 .. . ,
(szamitott) gyakorisagokat f; 0sszeveti a tényleges

gyakorisagokkal . g

7
/

Minél nagyobb az eltérés, annal er6sebb a kapcsolat.



Felhasznalhat6 x? érték:

A Cramer egydutthato:

C=0, ha a két ismérv flggetlen
C=1, ha a kapcsolatuk fliiggvenykapcsolat




Példa:
(Szellemi foglakozasuaknak a foglalkozasi fécsoport és nem
szerinti megoszlasa, 2000. Ill. negyedévben, ezer fében)




A X? szamitasa




Kozepesnel gyengebb kapcsolat van a szellemi
foglalkozasuak munkateriilete €s a nemhez valo tartozas
kOzOtt.



Vegyes kapcsolat

Vegyes kapcsolat: az egyik vizsgalt ismérv terileti
vagy mindsegi ismérv (azaz nem mennyiségi ismérv),
a masik mennyiségi ismerv (pl.: iskolai végzettség - 1
fore juto bruttd havi jGvedelem)

A vegyes kapcsolat elemzése soran azt vizsgaljuk,
hogy a mennyiségi ismérv szorodasat mennyiben
befolyasolja a mindségi vagy a terileti ismérv szerinti
csoportositas.



Heterogén sokasagok

osszetelt, minGsegileg kilonb6z6 részekbdl allnak.

Heterogen sckasag atlaga a részsokasagokra

szamitott atlagok sulyozott atlaga.

Jelblesek:

X ;: j-edik csoport atlaga mo

1, . j-edik csoport tagszama Z i o B

J=L....m :acsoportok szama 3y _ /- — N W ¥
i F

H;‘ Fi

X ! ateljes sokasagra szamitott atlag

i



Heterogén sokasagok

Jeltlesek:

N = a sokasag tagszama

M = g csoportok szadma

;= a j-edik sokasag tagszama

* ;= a j-edik csoport atlaga

X = a sokasdg atlaga (foatlag)
X, = a j-edik sokasdg i-edik eleme ahol 2. X, =7,

/



Csoportok | Elemszam | Csoportatlag | Csoportok szérasa
Ci Ny X1 01
C> Ny X2 op)
Cm Nm ;m Om
Osszesen n X o




Példa:
Egy vidéki nagyvaros ingatlantigynokségeén értékesitésre varo ingatlanok

Eladasi &r panellakasok Nem-panelb 6l készilt Osszes
(m Ft) szama (db) lakdsok szama (db) lakas (db)
6,1 -8,0 8 2 10
8,1-10,0 15 5 20
10,1 - 15,0 34 12 46
15,1 - 20,0 24 14 38
20,1 -25,0 I 19 26
25,1 -30,0 2 8 10
Osszesen 90 60 150
Xp Xnp X
Op ONP (o)
” BRI 04 M 125+ M TR+ V205824275 1'248,5_.!.%3?,}
i 90 o0
2-7 : 1212 2 B '225+8-275 1101
% = 2-70+5-90+12-125+14-17.5+19-225+8-275 _ LIOLS 1858
60 ol
_ 1070420904 46125+ 38-175-+26.225410-27.5 2330 . ..
% = =15,67
150 150
o [8:00-13872)" +15 O0-13872) +..+2-275-13872° _ 20063 _, .,

Py 00 e

2-(7.0-18358)" +5-(9.0-18,358)° +....+8-(27.5-18358)° _ (211255

5 = ¥
HETY 60 V60

- f'lD-[?‘,Owlﬁ,G'?}”+20-{9,{}-15,6?)2+ ..... +10-(27,5-15,67) _ Jﬁﬁfﬁ'ﬁﬁ:
\ 150 Vo150

L

= 5,93

5,68




A konnyebb attekinthetéség kedveéért az eladott lakasokkal kapcsolatos
szamitasokat tablazatba foglaljuk:

Eladott lakadsok

lakastipus ingatlanok A lakasok eladasi aranak | A lakasok eladasi aranak
szama csoportonkeénti atlaga csoportonkeénti szérasa
Panel 90 13872 4,72
Nem- 60 18358 5,93
panel
Osszesen 150 15670 5,68
n X o




Jelolesek

X; —X =telieseltérés (d,)
(¥;—%,) = belsd eltérés ( B, )
K,

(x,—x) =Kkulso eltérés (K )
o -  =teljes szorasnégyzet
2 B B
& = belsd szérasnégyzet

o7 = kilsé szorasnégyzet



Szorasnégyzetek kiszamitasa

ZZ (x; - X)° . ”w
2 =l =l | S S: teljes eltérés-

€ = = — ‘ -
/ 7 negyzetosszey

o 2.2 5-%) _ 210 _5p
s H 1 i}

Ss: belsd eltérés-
negyzetdsszeg

S5x:  kiilso elteérés-
negyzetosszeg

e

a

- ZHJ(E_I_E)E _ S ¢
1

Fl



Osszefiliggések
d . = B . + K

ki i j
X; =X =(x,—-X,) +(x;,-X)

'; 1

Teljes eltérés Belso elteres Klsé eltérés
7 “ = & 5 + O,
]
Teljes szorasnégyzet Belsd szdrasnégyzet Kllsd szorasnegyzet
3 =95 & + @ 1K
Teljes eltérés Belsd eltéreés Kilsé elterés

negyzet dsszeq negyzet dsszeg négyzet ésszeg



Feladat:

Eqgy foiskolan 4 szakon folyik bachelor képzes. Az alabbi
tablazatban a hallgatok napi tanulasra forditott idejére
vonatkozo adatok talalhatok:

Szak Napi tanulésra forditott ido (ora) Hallgatok
atlaga szOTdsa 7e-0s
megoszlasa
Ember erélorras 1.5 .22 24
Gazdalkodas menedzsment 275 0.8 26
Nemzetkozi gazdalkodas 1,75 1.5 il
Pénziigy-szamvitel 2,75 1.3 30

Szamitsa kiao;,0, 0 mérGszamokat és értelmezze azokat!



Megoldas

x=0,24:1,5+0,26-2,25+0,2:1,75+0,3-2.75 = 2.12
or =0,24-(1,5-212)* +...+0,3-(2,75-2,12)% =0,2431
g, =049

o; =0,24-12% +0,26-08” +0,2-1,5* +0,3-1,3% = 1,469
T, =l L2

N 2

o’ =1,469+0,2431=17121 - o =1,308



A vegyes kapcsolat mutatoszamai

Szarasnégyzet-hanyados: megmutatja, hogy a mindségi vagy terilet|
isméry szerinti csoportositas hany %-ban befolyasolja a mennyiségi
IsmMarv szorodasat.

.
o g . S
Szorashanyados: a szérasnegyzet-hanyados négyzetgydke, amely

megmutatja, hogy milyen szoros a kapcsolat a nem mennyiségi
(csoportositd) és a mennyiségi isméry kozott,

2
leﬁ

2

I — ,|' Ok G-R': | — il;'_ SE{’: 1_SE
2 2 S S




A vegyes kapcsolat mutatdinak értelmezese

0< H <1

O*CHE <1 _' Sztochasztikus kapcsolat

2
H = i 0 Teljes figgetlenség, a kapcsolat teljes hianya

H - H2 - 1 Flggvényszer(l, determinisztikus kapcsolat



KORRELACIO- ES
REGRESSZIOSZAMITAS



Alapfogalmak

O A mennyiségi ismervek kozotti kapcsolatot korrelacionak nevezzik;

0 A korrelacioszamitas : a mennyiségi ismervek kozotti kapcsolat
szorossaganak meérese;

O Aregresszidszamitas : a mennyiségi ismérvek egymasra gyakorolt
hatasanak szamszerisitésével, e hatasok iranyanak és mertékének
megallapitasaval foglalkozik;

Ha a korrelacié mogott egyiranyu okozati 6sszefliggeées allapithatdo meg:
0 az ok szerepét betdlté ismérvet magyarazo valtozonak (X);

0 az okozat szerepét jatszo ismérvet pedig eredm enyvaltozonak (Y)
nevezzuk;



A kapcsolat szoross aganak
meéroszamail



A kovariancia

Az X és Y mennyiségi valtozok kozotti kapcsolat iranyat

mutatja meg.

A megfeleld atlagtdl vett (x-X ) és ( y-Y ) eltéréseken

alapszik.

d =x-x d, =y-vy

X y

Co dedy _ >XY
n-1 n-1

C=rls s,

_XB]

S,: X SzOrasa; s ,: y szorasa; r: az x es y kozotti korrelacios egylt  thato



Kovariancia tulajdons &agai

O Kovariancia el6jele a kapcsolat iranyat mutatja.

Q A kovariancia abszolut mértékének nincs hatarozott felsé
korlatja.

Q A kovariancia abszolut érteke akkor maximalis, ha x ésy
kOz06tt linearis fliggvénykapcsolat all fenn, ez
esetben

C o, o,

max‘_

Q A kovariancia a keét valtozoban szimmetrikus, X és 'Y
szerepe a formulaban felcserélhet6.

Q Az ismeérvek fliggetlensege esetén a C = 0. (Megforditva
nem all.: ha C=0, akkor a kapcsolat korrelalatlan, de
nem feltétlendl figgetlen, a fliiggetlenség szigorubb
feltételeket jelent, mint a korrelalatlansag)



Q Mivel C mertékegység-fliggo, ezert célszerl elosztani a
maximalis értékkel, és akkor egy eldjeles mutatot
kapunk: a linearis korrelaciés egyutthatot:

r — ny k ’ ’ h ;s s . r dedy
v 7, iszamithato igy is: \/Zdz 3

Q Ez a linearis kapcsolat szorossagat meri, ha tehat 0-hoz
kozel allo értéket mutat, akkor lehet, hogy linearis a
kapcsolat, de gyenge; de az is Iehet hogy szoros a
kapcsolat, de nem linearis.

Q Egy valtozo eseten az 6nmagara vonatkozo kovariancia
a variancia, azaz szorasnegyzet. A szorasnégyzet
tehat a kovariancia specialis esete:

— 2
Cxx _Gx



Egy vallalat dolgozoinak keresete és havi

Dolgozo

9
10

Osszesen

Bér
(Ft/fo)
120000

90000
220000
150000
100000
115000
160000
130000
145000
100000

1330000

Havi
megtakaritas
(Ft/ho)

13000
10000
35000
18000
12000
12500
20000
13800
14000
11800

160100

¥ =

megtakaritasa

. d, d.d, d 2 d 2
-13000 -3010 39130000 169000000 9060100
-43000 -6010 258430000 1849000000 36120100
87000 18990 1652130000 7569000000 360620100
17000 1990 33830000 289000000 3960100
-33000 -4010 132330000 1089000000 16080100
-18000 -3510 63180000 324000000 12320100

27000 3990 107730000 729000000 15920100

P90 15fbo + 16006% - + 14060+ 113‘%41025:]“]
120007 2010 24120000 10 144000000 4040100

-33000 -4210 138930000 1089000000 17724100

120000 +P000Qbs2v0ol +5000t0dUA008s0729000
10




Kovariancia

3d,d
C=" = ZXZ xry = 22082000 _ 5675777778
n- n-

Ertelmezés: a dolgozok keresete és a havi

megtakaritott 6sszege kozo6tti kapcsolat pozitiv
iranyu.



A korrel acios egy utthat 6

Q A korrelacids egyutthato a lineéris korrelacio
szorossaganak legfontosabb mer6szama.

Q A kapcsolat hianyat (korrelalatlansag) az r = 0 értek jelzi.

Q Az r eldjele a korrelacio iranyat mutatja. Fliggvényszer
linearis kapcsolatnak — az iranytdl fliggéen —az r = +1,
lletve r = -1 ertékek felelnek meg.

Q A szeéelsdséges helyzetek k6zo6tt az egyltthato abszolut
érteke a kapcsolat szorossagarol tajékoztat.



Korrel acios egy utthat 6

C > d,d, D xy-nXy

r = —

s, (3, _\/dedeyz _\/(sz—nﬂz)(Zyz—nﬁjz)
2d, [d, = 2xy-nXy
>dZ = Ix* - nX?

>d? = 3y - ny?



Korrel acios egy utthat 6

Dolgoz6 Havi >d, ¥d, Xdd, >d 2 >d,>2

megtakaritas
Bér (Ft/f0) (Ft/ho)

Osszesen 1330000 160100 0 0 2408200000 13260000000 480729000

d.d
__C _ >dd, 2408200000 0,954

s [Sd7Sd? 13260000000480729000

Ertelmezés: a dolgozok keresete és a havi
megtakaritott 6sszege kozo6tti kapcsolat pozitiv iranyu
és eros.



Determin aciés egy utthat 6 (r?)

Q A determinacids egyutthatd megmutatja, hogy a
magyarazo valtozo hany %-ban befolyasolja az
eredményvaltozo szorodasat.

a Jele: r?

Q A determinacios egydutthato jellemazi:
v aregresszios fluggveny illeszkedését,
v a modell magyarazo erejét.



Determin acios egy utthat 6

r* =0,954° =0,9098 = 90,98%

Ertelmezés: a dolgozok keresete 90,98%-ban
befolyasolja a havi megtakaritott 6sszeg szérodasat.



Az Osszetartozo (X, V)
pontparok abrazolasa,;

Korrelacio6

) As 1 increases,

ylends (0
decrease.

h{'.' |

Ha létezik egy képzeletbel . :':.‘ :

egyenes, amely mentén

helyezkednek el a

pontparok — linearis

korrelacio:;

Az dsszefligges iranyatol
fliggben pozitiv vagy

negativ;

‘ st ®

"

- I

Negative Linear Correlation

. . a
Ha nincs ilyen egyenes — Y

a valtozok korrelalatlanok

(de nem feltétlendl
flggetlenek!)
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A korrelacios egydutthato legfontosabb tulajdonsagai

1.

Ha nincs linearis korrelacio, akkor a korrelacios egyutthato értéeke: 0O,
fllggvénykapcsolat esetén a korrelacios egyitthato ért éke
+1,00, illetve -1,00.

A korrelacios egyitthato értéke fuggetlen a mérték  egyseégekt ol [pl. a
testmagassag és testsuly kdzaotti korrelacio fuggetle n a valtozok
mertékegységet 6l (kg, font, cm, inch)].

A korrelacios egyditthatd szimmetrikus (x korrelacigja y-nal = y korrelacioja
x-el), azaz r(x, y) = r(y, X);

A lineéaris korrelacios egyitthato a linearis 6ssze  fliggést méri, nem az
dsszefliggést altalaban;

A korrelacids egyutthato ertékét az outlier (kiugro ) értékek igen er ésen
befolyasoljak. A kiugro értek lehet

» szabalytalan, torzult eloszlas eredménye = a transzformacio;

= meresi hiba = a mérés megismétlése / az ertek kizarasa;
A korrelacio nem feltétlentl jelent ok-okozati kap  csolatot, mivel az

= Az x valtozo befolyasolhatja az y valtozot;

= Az yvaltozo befolyasolhatja az x valtozot;

= Egy harmadik tényez 6 befolyasolhatja x-et és y-t
v’ egy iranyba (pozitiv korrelacid), vagy
v’ kilénbdz 6 iranyokba (negativ korrelacio);



* Regresszios
egyenes:
y=0,5x + 3

« r=0,816

e 2. nemlinearis
kapcsolat!

e Qutlier nélkul
= 3. r=1
= 4. r=0

Outlierek, linearitas
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Mi a teend6?

Outlierek

Szubjektiv, mi az outlier
(altaldban 2 SD-n kiviil)

Ellendrizni az adatbazist
— Tényleg valos értek?
Elutés? Mérési hiba?
Ha valos adat — egyedi
merlegelés
= Nem szerencseés
automatikusan kizarni

= Ha nagyon torzitja az
0sszkepet ez lehetséges;

Ellendrizni, nincs-e az
outliereknek jelentbsége?
Biztos outlier, vagy csak nem
passzol a mi tedriankba?

Nemlinearitas

Ha nem monoton, nincs értelme a
korrelacidonak. Ha monoton...

Transzformaciodval linearissa
tehet6? (pl. logaritmizalas —
els6ként az abra skalazasat
modositva tesztelhetd
(Axis/Scaling))

Nemparameteres teszt vegzése
(Spearman rangkorrelacios teszt)

= Keveshé erzekeny
Keresni egy fuggvényt, ami
illeszkedik ra, helyesen leirja

Az egyik valtozo mentén 4-5
egyenld ,szélessegl” csoportra
osztom a mintat. ANOVA-t végzek,
ugy, hogy ez a csoportositod
valtozo.



EGY KIUGRO (OUTLIER) ERTEK HATASA A
KORRELACIOS EGYUTTHATO NAGYSAGARA ES
SZIGNIFIKANCIAJARA

Egy "kiugré" érték a nyolchdl A "kiugro" érték kikliszobolése utan
° ’ 400- R=0,9222
R=0,2515 p=0,0022
p=0,4364 .
@ 1100+ S 300-
g 2
3 3
S 6001 £ 200 8
© ©
oo o
100 T T T ] 100 Y Y T |
20 30 40 50 20 30 40 50

almavirag atmer 6je (mm) almavirag atmeér dje (mm)



A korrelacio (a ket valtozo kdzotti kapcsolat)
erdsségének megitélése. A leegyszerisitett
megoldas.

Korrelacios koefficiens A kapcsolat er 6ssége
0-0,25 Nincs vagy igen gyenge
0,25-0,50 Gyenge

0,50-0,75 Mérsekelten er 6s vagy er 6s
0,75-1,00 lgen er 6s

VIGYAZAT! A 0,95-nél nagyobb abszolut értékii korrelacios egyiitthato
gyanus, azt sugallja, hogy az egyik mert értek a masikbol kdvetkezik,
illetve ezaltal determinalt.



A linearis (Pearson) korrelacios egydtthato
kiszamithatosaganak feltételei

A vizsgalt ism érvek valtozatai egy nagyobb populaciobdl
véletlenszer lGen legyenek kivalasztva

A megfigyelések nek egym astol fuggetlenek nek kell lennitk;

Sohasem szabad két populacidbdl szarmazd mintat
kombinalni , mert ez al-szignifikdns korrelaciot fog mutatni,
noha sem az egyik, sem a masik mintaban kalon-kilén nincs
kapcsolat a két valtozo kozott;

Mind az x, mind az y mintaknak norm al eloszlast mutatd
populaciobdl kell szarmazniuk

= Ha ez nem all fenn, akkor nemparaméteres eljarast (Spearman
korrelacios egyitthatd) kell vegezniink.



HOGYAN NEM SZABAD KORRELACIOT SZAMITANI?

length of left front leg (cm )
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A REGRESSZIO

* Aregresszio Ugy mutatja meg ket valtozd kapcsolatat, hogy
egyuttal az egyik valtozonak (fligg6 valtozo) a masik
valtozotol (fliggetlen valtozo) valo figgese mérteket is
kifejezi,

* linearis és nem-linearis regresszio;

o egyszerl és tbbbsz06ros regresszio;



Y valtozas

X valtozas

b (meredekséq): y valtozas/x valtozas




o A linearis regresszios szamitas lenyege  az, hogy
egy olyan egyenest hlzunk, amely am érési
pontoktol a lehet 6 legkisebb tavolsagban van
ezeket a legjobban megkdzeliti (best fit regression
line, azaz a legkisebb négyzetek m odszere).

* A pontok es egyenes kdzoétti fliggbleges tavolsagokat
reziduum oknak (residual) nevezzuk, ezek
négyzetének 6sszege a reziduumok varianciaja
melynek negyzetgyoke a reziduumok szorasa .

o Aregresszios egyenes az az egyenes, amelynel a
reziduumok szorasa a legkisebb



Meghatarozhato egy regresszios egyenes konfidencia
intervalluma is.
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A regresszios egyenes egyenlete



A trendegydtthato szignifikansan eltér-e 0-t0l?

Ehhez a kapott trendegyiitthatot a mintaelemek standard hibajaval kell
osztani, mely a t-proba elvégzéséhez sziikséges A probastatisztika
ertekét adja meg az alabbi képlet szerint:

Standard hiba, SE (atlag szorasa):

S S al]l (n-2 @n (X; _i 3
—_ _ ) i=

E n A= T

s = a minta sz6rasa; \/; v, =Y J

n = a minta elemszama;

Az elemzés soran az A probastatisztika érteket hasonlitjuk 6ssze az n—2
(n = mintaelemszam) szabadsagi foku t-eloszlas kritikus ertékével.
Altaldban a 0,95 valésziniiségi szintet valasztjuk.

n-2
Ha A> ‘t‘o o = a (azaz a lineéris trendegytitthato)

| szignifikansan eltér 0-tol;



A Student () eloszlas tablazata

Szf. | 0,55 0,6 0,7 0,75 0,8 0,9 095 0,975 0,99 0,995
1 0,158 0,325 0,727 1,000 1,376 3,078 6,314 12,706 31,821 63,656
2 0,142 0,289 0,617 0816 1,061 1,886 2920 4,303 6,965 9,925
3 0,137 0,277 0584 0,765 0,978 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
4 0,134 0,271 0,569 0,741 0,941 1533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 0,132 0,267 0559 0,727 0,920 1,476 2,015 2571 3,365 4,032
6 0,131 0,265 0,553 0,718 0,906 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 0,130 0,263 0,549 0,711 0,896 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499
8 0,130 0,262 0,546 0,706 0,889 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 0,129 0,261 0,543 0,703 0,883 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250
10 0,129 0,260 0,542 0,700 0,879 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169
11 0,129 0,260 0,540 0,697 0,876 1,363 1,796 2201 2,718 3,106
12 0,128 0,259 0539 0,695 0,873 1,356 1,782 2179 2,681 3,055
13 0,128 0,259 0,538 0,694 0,870 1,350 1,771 2160 2,650 3,012
14 0,128 0,258 0,537 0,692 0,868 1,345 1,761 2,145 2,624 2977
15 0,128 0,258 0,536 0,691 0,866 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
16 0,128 0,258 0,535 0,690 0,865 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921
17 0,128 0,257 0,534 0,689 0,863 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898
18 0,127 0,257 0,534 0,688 0,862 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878
19 0,127 0,257 0,533 0,688 0,861 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861
20 0,127 0,257 0,533 0,687 0,860 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845
21 0,127 0,257 0532 0,686 0,859 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831
22 0,127 0,256 0,532 0,686 0,858 1,321 1,717 2,074 2508 2,819
23 0,127 0,256 0,532 0,685 0,858 1,319 1,714 2,069 2500 2,807
24 0,127 0,256 0,531 0,685 0,857 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797
25 0,127 0,256 0,531 0,684 0,856 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787
26 0,127 0,256 0,531 0,684 0,856 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779
27 0,127 0,256 0,531 0,684 0,855 1,314 1,703 2,052 2473 2,771
28 0,127 0,256 0,530 0,683 0,855 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 0,127 0,256 0,530 0,683 0,854 1,311 1,699 2,045 2462 2,756
30 0,127 0,256 0,530 0,683 0,854 1,310 1,697 2,042 2457 2,750
40 0,126 0,255 0,529 0,681 0,851 1,303 1,684 2021 2423 2,704
60 0,126 0,254 0,527 0,679 0,848 1,296 1671 2000 2,390 2,660

100 | 0,126 0,254 0,526 0,677 0,845 1,290 1,660 1,984 2,364 2,626

120 | 0,126 0,254 0,526 0,677 0,845 1,289 1,658 1,980 2,358 2,617

50000| 0,126 0,253 0,524 0,674 0,842 1,282 1,645 1960 2,326 2,576



Mi tegy Unk, ha az x és az y k 0zatti
0sszefligg és nemline aris?

* 1. Meg kell probalni ugy transzformalni az ertékeket,
hogy linearissa valjon az 6sszefliggés;

2. Ha ez nem lehetséges, a nemlinearis regresszioval
kell dolgozni;
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Spearman-féle rangkorrelacios
egyutthato (ry)

A 20. sz. eleje 6ta ismert, ezt alkalmazzak leggyakrabban;

Az egyik, vagy mindkét valtozo ordinalis valtozo (pl. az alma ize és
szinezettsége kozotti 6sszefliggés);
Ertelmezési tartomanya: [-1, +1];
» Har =1, = akét rangsor ugyanaz;
» har,=0 = akét rangsor egymastol figgetlen, és
= har,=-1= a két rangsor egymas megforditasai.
Jele:rg;
Képlete:

n d2
r.=1- _62 n(nz' ) _

=1



v Az azonos elemszamu x; €s y; mintak elemeit kulon-kilon idérendben
sorszamozzuk, majd 6ket a sorszamukkal egyutt ndvekvd sorrendbe
rendezzuk;

v vesszik az dsszetartoz6 értékparok rangszamainak (sorszamainak)
az eltérés-négyzetisszegeit:

Z(rang(xi) —rang(y; ))? = Zduz

v d.: a két minta dsszetartozé rangszamainak a kulénbségei;
v’ n: az elempéarok szama;



10 dolgozatot két biralé rangsorolt
Biralok

A 1 23 456 7 89 10
B 2 3146589 7 10
kilbnbség(d) -1 -1 2 0-1 1-1-12 0
d2 1140111 140

=120 -8 g
1 -1 9

9

Nagyfoku hasonlosagot mutat a két birélc’ﬂrangsorolésa
(-1: teljes ellentét, +1 teljes megegyezes gsetén)



Rangkorrel acio

Egy régi6 vallalatainak gazdalkodasara vonatkozo adat ok
Régi6 1 2 3 4 5 6 7 | 8 9 |10
Arbevétel (MFt) 34 30 25 22 21 10 | 12 8 31 | 20
Nyereség (MFt) 16 | 10,5 | 10 12 7 4 2 1 9 11
X 10 8 7 6 ) 2 3 1 9 4
y 10 | 7 6 9 4 3 2 | 1 5 | 8
d 0 1 -1 -3 1 -1 1 0 4 -4
d? o) 1 1 9 1 1 1 0 16 | 15
6) d? 64
I, = 1 > =1- 5 y=0
- n  2-1 1 (12-1)

. n
Ertelmezés: a véllalagok érb)evétele es nyereség% kozott
kozepesnél szorosabb, pozitiv iranyd kapcsolat van.

3



Osszefliggés az almavirdgok atmérgje és az
almak sulya kdzott. Példa a rangkorrelacios

eljaras elvének szemleltetéesere.

Virdg-alma | Virag Rangszam | Alma Rangszam Rangszam
parok atmér 6je, mm sulya, g kuldnbség
sorszama

1 32 3,5 210 4 0,5

2 18 1 150 1 0

3 36 5 235 6 1

4 32 3,5 205 3 0,5

) 39 7 220 ) 2

6 37 6 256 7 1

7 30 2 190 2 0

8 42 8 300 8 0
Spearman korrelacios koefficiens r=0,9222

Szignifikans-e ez a korrelacios egyiitthato?




A korelacios egydtthatd szignifikansan eltér-e 0-tol?

v a korrelacids egydtthato probastatisztikaja: Student-eloszlasu, n-2
szabadsagfokkal;

v t-prébat végezhetiink H, elfogadasara vagy elvetéseére;

t — a kritikus r-érték: I = >
(r \/n - 2 + t
A tran)szformécié az r eloszlasat t-eloszlassa alakitja
n—-2 C , 2 .. p
= ha I > Mo o5 = r (azaz a linearis korrelacios egydutthato

szignifikansan eltér 0-t0l;



A Student () eloszlas tablazata

Szf. | 0,55 0,6 0,7 0,75 0,8 0,9 095 0,975 0,99 0,995
1 0,158 0,325 0,727 1,000 1,376 3,078 6,314 12,706 31,821 63,656
2 0,142 0,289 0,617 0816 1,061 1,886 2920 4,303 6,965 9,925
3 0,137 0,277 0584 0,765 0,978 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
4 0,134 0,271 0,569 0,741 0,941 1533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 0,132 0,267 0559 0,727 0,920 1,476 2,015 2571 3,365 4,032
6 0,131 0,265 0,553 0,718 0,906 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 0,130 0,263 0,549 0,711 0,896 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499
8 0,130 0,262 0,546 0,706 0,889 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 0,129 0,261 0,543 0,703 0,883 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250
10 0,129 0,260 0,542 0,700 0,879 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169
11 0,129 0,260 0,540 0,697 0,876 1,363 1,796 2201 2,718 3,106
12 0,128 0,259 0539 0,695 0,873 1,356 1,782 2179 2,681 3,055
13 0,128 0,259 0,538 0,694 0,870 1,350 1,771 2160 2,650 3,012
14 0,128 0,258 0,537 0,692 0,868 1,345 1,761 2,145 2,624 2977
15 0,128 0,258 0,536 0,691 0,866 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
16 0,128 0,258 0,535 0,690 0,865 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921
17 0,128 0,257 0,534 0,689 0,863 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898
18 0,127 0,257 0,534 0,688 0,862 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878
19 0,127 0,257 0,533 0,688 0,861 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861
20 0,127 0,257 0,533 0,687 0,860 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845
21 0,127 0,257 0532 0,686 0,859 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831
22 0,127 0,256 0,532 0,686 0,858 1,321 1,717 2,074 2508 2,819
23 0,127 0,256 0,532 0,685 0,858 1,319 1,714 2,069 2500 2,807
24 0,127 0,256 0,531 0,685 0,857 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797
25 0,127 0,256 0,531 0,684 0,856 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787
26 0,127 0,256 0,531 0,684 0,856 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779
27 0,127 0,256 0,531 0,684 0,855 1,314 1,703 2,052 2473 2,771
28 0,127 0,256 0,530 0,683 0,855 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 0,127 0,256 0,530 0,683 0,854 1,311 1,699 2,045 2462 2,756
30 0,127 0,256 0,530 0,683 0,854 1,310 1,697 2,042 2457 2,750
40 0,126 0,255 0,529 0,681 0,851 1,303 1,684 2021 2423 2,704
60 0,126 0,254 0,527 0,679 0,848 1,296 1671 2000 2,390 2,660

100 | 0,126 0,254 0,526 0,677 0,845 1,290 1,660 1,984 2,364 2,626

120 | 0,126 0,254 0,526 0,677 0,845 1,289 1,658 1,980 2,358 2,617

50000| 0,126 0,253 0,524 0,674 0,842 1,282 1,645 1960 2,326 2,576

) Jn—2+t2
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Mara befjeztUk, viszontlatasra!



